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G6delの第2不完全性定理

山 岡 悦 郎

要旨 論理式の集合gに対して,Wid(g).を"gは無矛盾である"を表わす論理式である

とすると,これと不完全性定理の結果より､Wid(g)は好から証明できないということを

証明することができる.なお,本文に先立って,次のことを付言しておきたい.

論理学は,19世紀後半以来,数学化,厳密化され,現在では,モデル理論,帰納的関数

論,証明論,集合論等を含むに至っている.そしてそこでは,重要な成果がえられている.

哲学的観点からみると,たとえば,G6delによる完全性定理(1930),2つの不完全性定理

(1931),選択公理と連続体仮説の無矛盾性証明(1938)をはじめとして,Tarskiの定理(1933),

Gentzenの基本定理(1935),自然数論の無矛盾性証明(1936),比較的最近では,Cohenの選

択公理と連続体仮説の独立性証明(1963),ParisとHarringtonのPeano Arithmeticにおける

決定不能命題の存在証明(1977)等をあげることができよう.

これらのうち,G6delの第2不完全性定理は,いわば,"自分自身がおかしくないことは,

自分自身では証明できない(竹内外史:数学的世界観,紀伊国屋書店,1982,13ページ.)"

ということを述べているのであって,人間の理性的認識には限界のあることを示していると

考えられるのである.人間の理性的認識の限界を云々する哲学者は数多い.だが,G6del

は,それを,独創的な(しかも,発展性のある)数学的手法を用いて,あいまいさを残さ

ず,厳密かつ明確に示したのである.G6delが,単なる数学者ではなく,人間の理性的認識

への深い洞察をもった,思想性に富んだ"今世紀最大の数学者(柳瀬睦男:現代物理学と新

しい世界像,岩波書店,1984,61ページ)''といわれる所以である.

なお,Gentzenは,最初の卜数∈0までの超限帰納法を用いて,自然数論(Gentzenでは,

reineZahlentheorie)の無矛盾性を証明したが,これは,いわば,相対的な無矛盾性証明であ

って,これでもって,G6delの結果が影響を受けるものではない.

§0.序

G6delの第2不完全性定理は"自然数論を含む公理体系が無矛盾であれば,その無矛盾性
(1)

をその公理体系の中で証明することはできない"という内容をもっている.これは,哲学

的には,人間の合理的認識の限界を示すのみならず,数学的には,Hilbertのプログラムに

対して甚大な打撃を与えたことが知られている.

だが,この定理については,彼自身,詳細な証明を行をっているわけではをい.原論文では

1ページたらずの証明の概要を与えているだけであって,詳細については機会を改めて取り

上げるつもりである旨述べている.しかし,問題の極度の困難性が彼の健康に影響を及ぼし

たことや,諸結果が彼の予期した以上に好意的に受け容れられたこともあってか,その続編

は結局出されることはなかったのである.

それの証明は,あのHilbertと彼の高弟Bernaysとによって行われた.最近では,比類
(3)

のない詳細な証明が我国の前原昭二氏によって与えられている.

本小論は,基本的には同氏の線に添いながら,一部筆者自身の証明を加えて,第2不完全
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性定理についての,可能な限り平明かつ明確な証明を提示せんと試みたものである.

§1.形式的体系P

G6delの取り上げる形式的体系Pは次の1.1～1.4によって定義される.

1.1 基本記号

(1)対象記号:6

これは自然数0を表わす体系Pにおける記号である.一般に,自然数彿を表わす体系P

における数記号をあで記す.

(2)変数記号:

1階の変数記号:Ⅹl,yl,Zl,

2階の変数記号:Ⅹ2,y2,Z2,‥･

れ階の変数記号:Ⅹ",y乃,Z",

(変数の数は可算個)

(3)関数記号:/.

数記号元に対して,メは元の後者を表わす.したがって,元=/‥･βである.(ただ

し,/の個数はれ)

(4)関係記号:∈.

α∈わは,れ階の対象αがれ+1階の対象わの元であることを表わす｡

(5)論理記号:～,>,Ⅴ.

命題Sl,S2に村して,～Sl,Sl>S2,Ⅴ∬Slはそれぞれ,"Slでない","SlかまたはS2

である","全ての∬について51である"という命題を表わす.

(6)カツコ:(,), -,‡,[,].

1.2 項と論理式

(定義1)

1)対象6は1階の項である.

2)1階の変数は1階の項である.

3)Jが1階の項ならば,月も1階の項セある.

4)以上の1)～3)で1階の項であることがわかるものだけが1階の項(term)である.

5)れ>1の時,れ階の項とは抑階の変数のことである.

(定義2)

1)αがれ階の項でわがれ+1階の項である時,

α∈ぁ

という表現は論理式である.

2)A,βが共に論理式ならば,〈∵A,A vβは共に論理式である.

3)Aが論理式で∬が変数の時,Ⅴ∬Aは論理式である.

4)以上の1)～3)で論理式とわかるものだけが論理式(formula)である.

1.3 体系Pの公理

A.ペアノ(自然数)の公理
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1.～(舟1=白)

2./Ⅹ1=/yl→Ⅹ1=y1

3.[6∈Ⅹ2<ⅤⅩ1(Ⅹ1∈Ⅹ2→β1∈Ⅹ2)]→ⅤⅩ1(Ⅹ1∈Ⅹ2)

B.命題論理の公理図式

1.♪>♪→♪

2.♪→♪>q

3.♪>ヴ→ヴ>♪

4.(♪→q)一→(γ>♪→γ>q)

C.述語論理の公理図式

1.Ⅴ∬ダ(∬)→F(り

2.Ⅴ∬[わ>F(り]→わ>Ⅴ∬F(∬)

ただし,F(∬)は任意の論理式,∬は任意の変数であり,わには∬は自由変数として含まれ

ていない.また,Jは∬と同じ階数の対象であって,ダ(りの自由変数∬に代入されること

によって束縛変数となるような変数を含んでいないとする.

D.還元性の公理図式

コッⅤ∬[∬∈ッこF(り]

ただし,∬が彿階の変数の時は,ツは邦十1階の変数であり,ツはF(∬)の中に自由変数と

して含まれていないとする.

E.外延性の公理

Ⅴ‰(‰∈Ⅹれ十lこⅩれ∈y"+1)→Ⅹ"+1=y乃+1

1.4 体系Pの推論規則

1.論理式Aと論理式A→βから論理式βを推論することができる.

2.論理式F(･∬)から論理式Ⅴ∬F(∬)を推論することができる.

§2.GOdel数と帰納的関数(関係)

2.1G6delは下記の規則(1)～(3)に基づいて,体系Pの諸表現に特定の自然数を対応

させるが,そのようにして定められる自然数のことをG6del数という.

(1)基本記号には下段の奇数を対応させる.

6/～ > Ⅴ()

1 3 5 7 9 1113

また,れ階の変数に対してはP"わりあてる.(Pは15以上の素数)

(2)記号の有限列のG6del数は,その記号のG6del数をxl,‥･,Xnとした時,

2∬い 3∬2･･･P"J"

で与えられる.(P托は乃番目の素数)

(3)記号の有限列の有限列のG6del数は,その記号の有限列のG6del数をxl,･･･,Xn

とした時,

2∬l･3∬2･･･P"凱

で与えられる.(P"はれ番目の素数)

2.2 任意の表現AのG6del数を｢Alで表わす.また,任意の表現Aに対して,『月『

とは,AのG6del数に対応する形式的体系における数記号を意味する.すなわち,
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『A『=｢Al

(4)

である.

ところで,証明は論理式の有限列と解することができるので,数記号,変数,項,論理

式,証明などの表現は全てG6del数で表わすことができる.逆に,ある自然数に対して,そ

れがG6del数であるか否か,G6del数であるとするとどのような表現のG6del数であるか

を,上述の対応規則及び素因数分解の一意性により,一意的に確定することができる.した

がってまた,体系Pの諸表現は自然数の上に定義される関数として,体系Pについての諸

表現(たとえば"論理式∬は証明可能な論理式である"など)は関数と関数の間に成立する

関係として表わすことができる.

2.3 G6delによれば,帰納的関数とは次の(1ト(4)によって自然数の上に定義される数

論的関数のことである

(1)定数値関数/(れ,‥･,∬")=cは帰納的である.

(2)後者関数/(∬)=∬+1は帰納的である.

(3)刑変数関数/(∬1,‥･,∬桝)と別個のれ変数関数♂1,‥･,g削が共に帰納的であれ

ば,次の代入によってえられる彿変数関数九(拓･‥,∬")も帰納的である.

九(れ,●
●

●,∬")=/(射(れ,･･･,∬拘),･･･,♂m(れ,･･･,∬搾)

(4)れ一1変数関数/とれ+1変数関数♂が共に帰納的であれば,次の帰納的定義によっ

てえられる彿変数関数九もまた帰納的である.

九(0,∬2,･‥,ズ")=/(∬2,･‥,∬乃))

九(お十1,∬2,‥･,∬拘)=♂(お,ん(た,∬2,‥･,∬"),∬2,･‥,∬氾))

2.4 自然数の間に成立する関係斤(∬l,‥･,∬川)は,もし,任意の自然数札･

に対して,

斤(札‥･,∬れ)<≡>[/(札‥･,∬れ)=0]

が成立するような帰納的関数/(軋･･･,∬")が存在するならば,帰納的関係であると呼ば

れる.

(6)
2.5 以下の諸定理が成り立つ.

定理1.加法∬+y,乗法豆･y,y∬,∬/などは全て帰納的関数である.

定理2.変数に帰納的関数を代入することによって帰納的関数(関係)からえられるところ

の全ての関数(関係)は帰納的である.

定理3.斤とSが共に帰納的関係であれば,｢β,βorS,β&∫,β⇒S.斤<害>Sは全

て帰納的関係である.

定理4.関数/,♂が共に帰納的であれば,関係/=g,/<♂,/≦♂もまた全て帰納的

である.

2･6 体系P内の諸表現及び体系Pについてのメタ数学的諸表現は,既述の如く,

G6del数を用いて関数や関係として表現されるが,ここでは次の定理が成り立つ.

定理5.以下の関数1)～8),及び関係9)は全て帰納的である.

1)R(x):G6del数がxの表現のみを1つの表現とする列のG6del数を表わす.

2)x*y:G6del数がxの有限列の後にG6del数がyの有限列を続けてできる新しい有

限列のG6del数を表わす.

3)Neg(x):G6del数がxの論理式の否定のG6del数を表わす.
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4)xImpy:xとyをそれぞれ論理式A,BのG6del数とする時,論理式A→BのG6del

数を表わす.

5)xGeny:yが論理式AのG6del数で,Xが変数vのG6del数である時,論理式VvAの

G6del数を表わす.

6)xExy:yが論理式AのGodel数で,Xが変数vのG6del数である時,論理式ヨVAの

G6del数を表わす.

7)z(彿):自然数彿を表わす数記号のG6del数を表わす.

8)sb(x:)‥Xが論理式AのG6del数,yが変数vのG6del数,Zがvと同じ階数の項t
のG6del数である時,Aに含まれる自由変数vの全てにtを代入してえられる論理式の

G6del数を表わす.

9)xBy:yが論理式AのG6del数で,XはAの証明のG6del数であるということを表わ

す.

2.7 "xは証明できる論理式のG6del数である"を表わす関係Bew(x)を次のように定

義する:

Bew(x)く三>Ey(yBx)

§3.表現可能性

3.1以下において,トA は"論理式Aは証明できる"を表わす.最初に次のような定

義を行なう.

(定義1)れ変数の関係β(軋‥･,∬")と,それに対応する形式的体系における乃変

数の論理式γ(札･‥,∬")に対して次が成立する時,関係属=ま論理式γによって表現され

る,という:

任意の自然数机,‥･,乃"に対して

β(机,･･･,れ")=ラトγ(元1,･･･,元")

が成立する.

(定義2)れ変数の関係斤(∬1,･‥,∬れ)と,それに対応する形式的体系におけるれ変

数の論理式γ(軋‥･,∬乃)に対して次が成立する時,関係βは論理式γによって強く表さ

れる,という:

任意の自然数れ,･･･,れ乃に対して

斤(れ,･･･,れ川)=>トγ(元h･･･,元氾)

｢斤(れh･･･,れ")=>ト～γ(元l,･･･,元拘)

が成立する.

3.2 以下の諸定理が成立する.

定理6.関係斤が論理式γによって強く表現されるならば,関係｢斤は論理式(一γによっ

て強く表現される.

証明 条件より,斤=>トγ,｢β=ラト～γが成立する.したがって,｢斤=>ト(一γ,

｢(｢β)=ラ斤=ラトγ=ラト～(～γ)が成立するから,関係｢J?は論理式～γによって強く表

現される. (証明終)

定理7.関係斤1と斤2がそれぞれ,論理式γ1とγ2によって強く表現されるならば,関係

凡or斤2,斤1&β2,β1=>β2,斤1くこ>斤2は全てそれぞれ,論理式γ1>γ2,γ1<γ2,γ1→γ2,
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γ1ごγ2によって強く表現される.

証明 以下のように定義されるので,定理6より,関係斤10r斤2の場合だけを証明すれば

十分である:

尺1&斤2=｢(｢斤10r｢虎2)

斤1=>斤2=｢斤10rガ2

月1モ>斤2=(斤1=>斤2)&(斤2=>斤1)

さて,条件より,斤1=ラトγ1,｢βl=>ト～γ1及び,虎2=>トγ2,｢β2=>ト～γ2が成立

する.したがって

斤10r斤2=>トγ10rトγ2

=>トγl>γ20rトγl>γ2

=>トγ1>γ2,

｢(β10r斤2)=>｢ガ1&｢斤2

=>ト～γ1&ト～γ2

=ラト～γ1ハ､～γ2

=ラ･ト～(γ1>γ2)

が成立するので,関係斤10r斤2は論理式γ1>γ2によって強く表現される. (証明終)

定理8. 関係β1が論理式γ1によって強く表現され,関係斤2が論理式γ2によって表現

されるならば,関係斤1=ラガ2は論理式γ1→γ2によって表現される.

証明 条件より,ガ1=ラトγ1,｢斤1■=>トーγ1及び,β2⇒トγ2のそれぞれが成立する.

したがって

(斤1=>斤2)=>｢ガ10r斤2

=>トーγ10rトγ2

=>トーーγ1>γ2

=>ト(γ1→γ2)

が成立するので,関係斤1⇒斤2は論理式γ1→γ2によって表現される.

定理9. 関係斤が帰納的であれば,βは論理式γによって強く表現される.

証明 略.

(証明終)

糾.不完全性定理

4.1 体系Pにおいて,論理式の集合gを公理として付け加えた場合を考える.そし

てその時の証明を,甘からの証明またはg-証明という.すなわち,論理式の有限列

Al,A2,･･･,A宮

に対して,Aた(1≦た≦れ)が

(1)体系Pの公理であるか,

(2)gに属する論理式であるか,

(3)すでに証明された論理式((1),(2)を含む)のうちの1つないし2つから推論規則のど

ちらかによって導出される論理式であるか,

のいずれかである時,上の論理式の有限列を〟-証明というのである.g一証明の最後の論

理式がβである時のg-証明を,βのg一証明といい,そのようなβの〟一証明が存在する時,

βはgから証明できる,βはg一証明可能である,という.
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4.2 集合gと元∬との間の1項関係∬∈gが帰納的であれば,gは帰納的集合である,

という.したがって,論理式の有限集合gに対して

〝=1｢A｢lA∈机

として定義される有限集合〝は帰納的である.なぜなら,〟=1れ,‥･,れ"‡(れ,･･･,

れ彿は全て自然数)とすると,1項関係∬∈〟は
∬=れ10r∬=れ20r●

●
●Or∬=乃"

のことであり,∬=乃た(1≦お≦可は帰納的,したがって∬∈〝は帰納的となるからである.

〟が帰納的であることを,gは帰納的である,ともいう.

4.3"yが論理式AのG6del数で,XはAのK一証明のG6del数である"を表わす関係

ごB〟封は次のように定義されるので,論理式の集合gが帰納的であるという条件の下で帰

納的である:

BwK(x)く=>(n)[n≦l(x)=>Ax(nGIx)or(nGIx)∈K

or(EP,q)10<p,q<n&Fl(nGIx,PGIx,qGIx)t]&l(x)>0,

xBNyく∋BwK(x)&[l(x)]GIx=y
4.4 任意の論理式Aに対して,Bew〝(｢A｢)はgトA,つまり``Aはgから証明でき

る(g一証明可能である)"を表わす.gが空集合の時は,Bew(｢Al)はトAのことである.

そして,Bew〝(∬)は次のように定義される:

BewN(x)<害>By(yBKX)

4.5 関数や関係は形式的体系における項や論理式に対応するが,上段の関数や関係が対

応させられる項や論理式は下段のように表わされるものとする:

BewK(x)xBNy XImpy Sb(x:) xExy

bewK(x)xbKy (x)imp(y)sb(x:)(x)ex(y)
なお,gが空集合の時は,

Bew(x) xBy

bew(x) xby

となる.

4.6 論理式bew(x),bewJC(x)は次の.ように定義される:

bew(∬)=:ヨ旭(yb)

bewK(x)=ヨy(ybKX)

4.7 論理式の集合gに対して,任意の自然数れに対してgト斤(れ)であると同時にg

ト～Ⅴ∬斤(∬)であるような論理式β(りが存在する時,gは山一矛盾する,という･明ら

かに,gがu一無矛盾であればそれは無矛盾である.

4.8 次の定理が成立する.

定理10(不完全性定理).論理式の集合gが帰納的でかつ山一無矛盾であれば,肯定も否

定も共にgから証明できないような,自由変数を含まない閉論理式Aが存在する･

証明 まず,関係0を次のように定義する:

Q(∬,封)⇔rl加[sb(yzJ;,川

Sb(yzさ;,)=｢β(豆)1
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とする(由は自然数びに対応する数記号).また,gは帰納的であるから,¢(∬,ぴ)は定理5,

定理2,定理3より帰納的関係である.よって定理9により

Q(X,y)⇒BewN[Sb(qz.x,z:;,)]
｢Q(x,y)⇒Bewx[NegSb(qz(,,z:;,)]

を満足するqが存在する･そして,関係¢に対応する形式的体系における2変数∬,封をも

つ論理式如こ村して

ヴ=｢Q(∬,ぴ)1
とする.さらに

♪=17Ge叫,

γ=S…z;≡,)
とすると

(10.3)

が成立する.

(10.4)

が成立する.

(10.5)

Sb(Pz‡芸,)=17Genr
他方において,(10.2)において,yに♪を代入すると

Sb(♪z‡;,)=｢β(卓)1
したがって,(10.3),(10.4)より

17Genγ=｢J?(β)1

となる.また,q=｢Q(∬,y)1であるから

♪=17Genγ=｢Ⅴ∬Q(∬,y)｢

であり

(10･6) 17Genγ=｢Ⅴ∬Q(∬,β)1

となる.したがって,(10.5),(10.6)より

(10･7) 斤(カ)=Ⅴ∬Q(∬,卓)

が成立する･また,(10.1)において,yに♪を代入すると,(10.4)より

帥,♪)⇔rl飢[sb(♪zさ芸,川
く≡>｢1∬B〝｢ガ(卓)1‡

が成立する･Q(∬,♪)は帰納的関係である.したがって,定理3,定理7,定理9により

Q(∬,廓)ニー1∬b〝『R(カ)叫

が証明でき,したがってまた

(10･8) Ⅴ∬Q(∬,β)こ豆∬～i∬b〝『斤(β)叫

=～bew〝(『斤(卓)『)

が証明できる.よって,(10.7),(10.8)より

(10･9) ガ(β)=～bew〝(『斤(β)『)

が証明できる･しかも,β(伸ま自由変数を含まない閉論理式である.すなわち,(10.9)

が証明できるような閉論理式斤(β)(=Ⅴ∬射∬,β))が存在する.

ここで,斤(扇)(=Ⅴ∬釦∬,鋸)=Aとおくと,このAについては次が成り立つ‥
I gが無矛盾であれば,Aはgから証明できない.

[証明]Aがg一証明可能と仮定する･すると,Aの∬一証明のG6del数を刑とすると,

A=斤(扇)であるから,(10.1),(10.4)より

mBK｢R(β)1=mBKSb(Pzさ≡,)=rQ(m,P)
が成立する･ところで,｢射刑,州ま帰納的関係であるから,定理9より,一針血,卓=ま証
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明可能となる.しかるに,条件より,A,すなわち,Ⅴ一拍(∬,卓)はg一証明可能である.よ

って矛盾する.
(証明終)

I gが山一無矛盾であれば,〈∵Aは〟から証明できない.

[証明] gは山一無矛盾であるから無矛盾でもある.したがって,Ⅰの結果より,Aは

g一証明可能でない.すなわち,Aの〝一証明のG6del数は存在しない.つまり,任意の自然

数れについてQ(彿,♪)が成立する.したがって,定理9より,任意の自然数乃について,g

トQ(元,β)となる.したがって,もし,〈∵月,すなわち,～Ⅴ通(∬,β)が〟一証明可能で

あると仮定すると,つまり,〟トー～Ⅴ適(∬,β)と仮定すると,gは山一矛盾することにな

り,条件に反する. (証明終)

以上によって,定理10の証明は終わった.

§5.第2不完全性定理

5.1 以下の諸定理が成立する.

定理11.論理式の集合gが帰納的であれば,任意の論理式Aに対して

BewN(｢Al)⇒トbew〝(『A『)

が成立する.〟が空集合の時は,

Bew(｢Al)⇒トbew(『A『)

となる.

証明 gが空集合でない場合を証明すれば十分である.まず,Bew〝(∬)の定義より

BewK(｢Al)j>EnlnBK(｢A｢)l

であり,定理5,定理9より

Eれ‡彿B〝(｢ノ4･｢)l⇒E彿卜加〟(『A『)

である.また

E抑卜元b〟(『A『)⇒ト封力b〝(類『･)l

であり,bew〝(∬)の定義より

トヨyレbK(類『)ト⇒トbewN(『A『)

であるから,以上より

Bew〝(｢Al)⇒トbewK(『A･『)

がえられる. (証明終)

定理12.βが帰納的関係であれば,斤に対応する形式的体系における論理式γに対して,

γ→bew(『γ『)

は証明可能である.

証明 斤は帰納的関係であるから,定理9により,論理式γによって強く表現される.す

なわち,尺三>トγである.よって

(12.1) β=ラBew(｢γ1)

が示される.また,関係βは論理式γによって強く表現され,かつ,定理11より,関係

Bew(｢r｢)は論理式bew(『r『)によって表現される.したがって,定理8より,関係R=>

Bew(｢r｢)は論理式r→bew(『r『)によって表現される.すなわち

(12.2) (R=>Bew(｢r｢))三>L-(r→bew(『r『))
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が成立する.したがって,(12.1),(12.2)より

ト(γ→･bew(『γ『))

となる. (証明終)

定理13･bew[(?)impb,)]→[bew(x)→bew&)]は証明可能である･

証明 任意の論理式A,Bに対して,論理式A→BのG6del数がxImpyで,それの証明の

G6del数がmであり,かつ,論理式AのG6del数がxで,それの証明の.G6del数がnである

とする.すると,その時は,論理式BのG6del数はyで,それの証明のG6del数はm*n

*R(γ)となる.すなわち

刑=2Jl･3エ2‥･P㌘α
れ= 2yl･3ぴ2･‥Pyβ

β

とすると(Pα,吊 は,それぞれ,α番目,β番目の素数)

Jα =エIm即

yβ=エ

となる.また,推論規則により,論理式A→βと論理式Aから論理式βをうることができ

るから,βの証明のG6del数をたとすると

k=2Xl‥･ffa･P書.‥･P｡聖β･P9十P.1
となる.すなわち

お=刑*れ*R(封)

が成立する.したがって

刑B(ェImpy)&れ馳=>お砂

となる(ただし,お=刑*れ*R(y)).

また,定理2,定理5より,mB(xImpy),nBx,kByは全て帰納的関係である.よって,定

理7,定理9により

7hb[&)imp(y)]<扇ば→kby
は証明可能である.だから

bew[け)imp(y)]<bew(r)→bew(y)

したがって,また

bew[け)imp(y)]→[bew(x)→bew(y)]

は証明可能となる.

定理14.bew[sb(r望)]→bew[(y)ex(x)]は証明可能である.
証明 述語論理の公理図式より

(証明終)

VJ-F(ェ)→～F(り

は証明可能である.したがって,この論理式の対偶をとると

F(J)→乱打せ)

は証明可能となる.すなわち

Bew圧Sb(xぎ)]Imp[yExr]t
が成立する(ただし,J=｢F(∫)1,ぴ=｢エ1,Z=｢flである).したがって,定理11より

bewl[sb(x望)]imp[(y)ex(x)]t
が証明でき,これと定理13より

bew[sb(xぎ)]→bew[(y)ex(r)]
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は証明可能となる. (証明終)

定理15.論理式の集合gが帰納的であれば,任意の諭理式Aに対して

bewN(『A『)→bew[『bewJC(『A『)可]

は証明可能である.

証明 gは帰納的であるとする.任意の論理式Aに対して

α=｢〟b〝(甑『)｢

とおくと

19Exα=19Exl｢yb〝(類『川

=｢軸1yb〝(類『)‡｢

となる(ただし,19は変数yのG6del数).また,bewKk)の定義より

(15.1) bewK(『A『)こヨylybJC(『A『)t

であるから

(15.2) 19Exa=｢bewJC(『A『)l

となる.そして,19Exa｢bewJC(『A.『)lは共に帰納的関数であるから,定理4より,(15･2)

は帰納的関係である.したがって,定理9より

(15.3) (ii)ex(丘)=『bewK(『A『)『

は証明可能となる.ところで,yB〝(｢A｢)は帰納的関係であるから,定理12より

(15.4) ybK(『A『)→bew(『ybN(『A『)『)

(15･5)｢yb〝(『A『)1=Sb[α_芸]
であり,Sb[αま昌)]は帰納的関数であるから,(15･5)は帰納的関係である･よって,定理9

(15･6)『yb〝(『A『)『=s坤芸)
は証明可能となる.よって,(15.4),(15.6)より

ybN(『A『)→bewIsb(a芸)‡･

BybbK(『A『)トヨy[bewIsb(a芸)‡]
は証明可能である.よって,(15.1)を考慮に入れると

(15･7)
bewK(『A『)→bewisb(a芸)‡

が証明でき,さらに,定理14より

(15･8) bewIsb(a芸)トbew[(T6)ex(a)]
は証明可能であるから,(15.7),(15.8)より

bewN(『A『)→bew[(T6)ex(a)]

は証明できる.したがって,ここで,(15.3)を考慮に入れると

bewN(『A『)→bew[『bewN(『A『)『]

は証明可能となる.

定理16.論理式の集合gが帰納的であれば,

(証明終)

bew(x)→bewK(x)

は証明可能である.

証明 gは帰納的であるとする.任意の論理式Aが証明可能ならば,論理式の集合gを
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公理として付加した場合も証明可能である.つまり,論理式AのG6del数を∬,Aの証明の

G6del数をッとすると

〃Rr=>封B〟∵r

が成立する･封鮎7ぴB〟∵rは共に帰納的関係であるから,定理9,定理7より

封bこr→ぴb〟∵r

は証明可能となる.したがって

軸1封b京→軸1封b〟∫ぎ

すなわち

bew(x)→bewK(r)

は証明可能である･ (証明終)

5･2 ところで,論理式の集合gが無矛盾であるとは,ある論理式とそれの否定が

同時にg一証明となることはない,ということである.すなわち,Wid(〟)が"〟は無矛盾

(Widerspruchsfreiheit)である"を意味する論理式であるとすると,Wid(K)は次のように

定義できる:

Wid(K)こ～(ヨy)[bewK(y)<bew〝[neg(y)]]
5.3 そこで,次の2つの定理が成り立つ.

定理17.定理10(不完全性定理)における閉論理式Aに対して

wid(K)→～bewK(『A『)

は証明可能である.

証明 瑚)=Aとしての閉論理式Aについては,定理10の(10.9)で述べたように

A=～bew〝(『A『)

は証明可能である.よって,対偶をとると

bew〝(『A『)→～A

は証明可能となる.したがって,定理11より

(17･1) bew(『bewK(『A『)→-A『)

は証明できる.

また,任意の論理式A,Bに対して,Neg(｢Al)=｢～Al,｢A･｢Imp｢Bl=｢A→B｢

であり,しかも,これらはいずれも,帰納的関数の定義,定理4,定理5より,帰納的関係

であるから,定理9より

(17･2)く
neg(『A可)=『～A『

(『A『)imp(『が)=『A→β『

がいずれも証明できる.したがって,(17.1),(17.2)より

(17･3) bew[(『bewK(『A『)『)imp(neg(『A『))]

が証明できる.よって,(17.3)と定理13より

(17･4) bew[『bewx(『A『･)『]→bew[neg(『A『)]

が証明できる.さらに,定理15より

(17･5) bew〝(『A『)→bew｢『bewx(『A『)『]

は証明可能であるから,(17.4)と(17.5)より

(17･6) bewK(『A『)→bew[neg(『A『)

は証明可能となる.一方,定理16より
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(17.7) bew[neg(『A『)]→bewK[neg(『A『)]

は証明可能であるから,(17.6),(17.7)より

(17.8) bewJC(『A『)→bewK[neg(『A『)]

が証明できる.したがって

bewK(『A『)→bewJC(『A『)<bew〝[neg(『A『)]

したがって

bewK(『A『)→ヨy[bewx(y)<bewK[neg(y)]]

が証明できる.これの対偶をとると,Wid(g)の定義より

wid(K)→～bewK(FA『)

が証明できる. (証明終)

定理18(第2不完全性定理).論理式の集合gが帰納的で,かつ,無矛盾であれば,論

理式wid(〟)はgから証明できない.

証明 論理式の集合gが帰納的かつ無矛盾であれば,定理10より

(18.1) A二こ～bew〝(『A『)

が証明できるような閉論理式Aが存在する(定理10における閉論理式Aの存在については,

gの山一無矛盾性は前提されていない).したがって,定理17より

(18.2) wid(K)→～bewN(『A『)

は証明可能である.また,(18.1)より

(18.3) ～bew〝(『A『)→A

も証明可能である.よって,(18.2),(18.3)より

Wid(〟)→A

は証明可能となる.したがって,Wid(g)が〟一証明可能ならば,Aも〟一証明可能となる.

しかるに,〟が帰納的かつ無矛盾であれば,定理10のⅠからわかるように,Aは〟-証明可能

でない.ゆえに,Wid(g)は〟-証明可能ではない. (証明終)

註
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19.

(7)一般に,次の対角化定理(diagonallemma)を証明することができる:

自由変数ッだけを含む論理式βレ)に対して

Cこβ(『c『)

が証明できるような,自由変数を含まない閉論理式Cが存在する.
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前原昭二:前掲書,130ページ以下.

G･S･Boolos&R･C･Jeffrey‥Co70tabili&andLogic,CambridgeUniv.Pr.,1974,p.173.

(8)以下,定理12～15,17の証明は,前原氏に負う.
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