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はじめに

本稿はG6delによる一般連続体仮説と選択公理の無矛盾性証明の概説を意図して善かれた

ものである.その本文に入るに先立って,集合論研究におけるG6del集合論の位置等につい

て簡単に触れておきたい.

現代論理学の主要分野の1つである集合論は,1870年代ドイツの数学者G.Cantorによっ

て創始された.彼は三角級数論の研究から集合論へと導かれたのであったが,1900年前後に

相ついで発見されたパラドックス,例えば濃度に関するCantor自身のパラドックスや,自分

自身を元として含まない集合の集合に関するB'.Russellのパラドックス等によって集合論

は危機に直面することになる.他方において,集合は数学における有用で基本的な概念であ

ることが漸次明らかになってきたために,この危機は`数学の危機tを意味することにもな

った.そして,この危機は改めて数学的概念の構成方法や証明の本質等について根本的反省

をせまることになり,そこに数学基礎論が発生し,B.Russell,L.E.J.Brouwer,D.

Hilbertによって代表される論理主義,直観主義,形式主義の諸立場をうみ出したことはよ

く知られている.そこでは,`数学とは何か,数学はどうあるべきか,をめぐって激しい哲

学的論争が行われて,数学,ひいては論理学そのものの理解を深めさせることとなった.

このように,現在では数学の1部門となっている数学基礎論をうみ出す直接のきっかけと

なった集合論のパラドックスではあるが,それの回避ないし解決のための方法として出現し

たのが公理的集合論である.すなわち,そもそもの集合概念についてのCantorの定義は

`素朴すぎる'ものとされ,パラドックスの出現を防ぐと同時に全数学の基礎としての役目

を果たしうることを目ざして集合論の公理化が意図されるようになったのである.公理的集

合論は1908年,ドイツの数学者E.Zermeloによって始められたが,その後多くの人によっ

て改良が加えられ,現在のところ一応満足のいく状態にあるといわれている.

ところで,竹内外史氏によれば{ご'公理的集合論の出現以来80年以上経過したが,その間現
在進行中のものまで含めて革命的飛躍が4つあるとのことである.そして,その1番目に位

置するのがG6delの業績にほかならない.

また,上述の経過をへて集合論の公理化ができると,Cantorの素朴集合論以来課題であ

った集合論の諸問題についての数学基礎論的研究,すなわちメタ数学的考察が行えるように

なった.その際,特に研究者の関心を引いたのは連続体仮説と選択公理の位置であった.周

知のように,連続性は数学における基本的概念の1つであり,連続体仮説は実数連続体の濃

度に関してCantor自身の提出した仮説であった.そして,Hilbertが20世紀に解決すべき23

個の問題としてあげたものの1番最初の問題でもあった.選択公理の方は,他の集合論の公

理とは異なり,われわれの直観に訴えにくく,必ずしも自明とはいえない感じを当初から研

ー
1
-



人文論叢(三重大学)第9号1992

究者に与えていた･それにもかかわらず,選択公理を用いると集合論における多くの重要な

結果がえられるのみならず,集合論以外でも選択公理およびそれと同値なZ｡r｡の補題や整

列可能定理を用いると多くの重要な定理が証明できるのである`デ'そうしたことから,集合論

における連続体仮説や選択公理の無矛盾性および独立性の問題解決に多くの研究者は努力し

たが,まず無矛盾性が証明されるまでにも,1908年の公理的集合論の出現から約30年の月日

が必要であったのである.

1938年,G6delは`集合論の他の公理が無矛盾であれば,選択公理とCant｡rの一般連続体

仮説(すなわち,任意のαに対して,28α=8α.1,という命題)はそれらの公理と無矛盾で

ある'ということを証明した.これによって,数学者や論理学者は安心して選択公理や連続

体仮説を証明中に使用することができるようになったわけである.そしてそれから25年後,

1963年にアメリカの若き数学者P.Cohenは天才的アイデアたるforcing概念を用いて独立

性を証明することに成功し,その後の爆発的な飛躍の出発点となった.この功績により

Cohenはフィールズ賞を受賞したが,彼の研究は多くの若き俊秀を集合論あるいは論理学へ

向わしめる大きなきっかけになったといわれる.

さらにその研究の内容についてみてみると,G6delは`構成可能集合(constru｡tibl｡S｡t),

という,これまた天才的･独創的アイデアを用いて上記の相対的無矛盾性証明に鮮やかに成

功した･そしてこの概念はCohenに決定的影響を与えたのみならず`:'R.B.J｡nS｡nによる第
3の革命的飛躍においてもその内的原動力となったのであり,まさしく`この現代集合論の

ほとんどがゲーデルの上の研究の発展であるといってよいのである.(4),また現在では,自

然数をはじめとする基本的な数学的概念の多くは集合論的に定義･表現されている.その意

味では,数学は集合論(論理学)に基づいているということもできよう.したがって,集合

論の実質的研究における構成可能集合等のG6delの業績の重要さはもちろんのこと,集合論

や数学のメタ理論的,哲学的研究における彼の影響,ひいては現代思想,特に認識論に及ぼ

す彼の影響の大きさは明白であるように思われる.

ところで,1931年に不完全性定理を証明して以来,G6delは集合論の研究を精力的に行っ

ており,1935年以降部分的な成果はえていた.そして今日みられるような形での結果を発表

したのは1938年であり,翌年に証明の大略を発表した.証明の細部に到るまで明らかにされ

たのは1939年にプリンストン高級研究所で行った講義,およびそれに基づくところの,1940

年刊行の講義室剥こおいてであった`ご)

一方,G6delの集合論に目を向けてみると,1940年の講義録で彼の採用した集合論はZermT

elo-Fraenkelの集合論ZFではなく,VOn Neumannの線上にあるところの,Bernays-G6del

の集合論BGとよばれることになるものであった.この場合,`BG集合論,という表現は

`Bernaysが作った体系を使って,G6delは無矛盾性を証明した'というニュアンスで理解さ

れるかもしれない.事実,Bernays自身はそう考えていたということである?'集合論の成
立史をみるとき,数学的定式化が必ずしも明確でなかったZermelo達の集合論を今日みら

れるような整然とした形に作りあげたのはvonNeumannやBernaysであったという事実

を考えると,BernaySの業績は高く評価されるべきであるろう.だが,1940年の講義録に

みられるBernaysの影響は実際に大きいものであったとしても,G6del自身の独創的見解も

無視することはできない.確かにG6delは,自分の採用する体系は本質的にはBernaysに負

うている旨述べている.しかし,G6delが言及した1937年のBernaysの論文は,実質的には
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集合とクラス構成のための公理と一般存在定理の証明までを含んでいるだけであって,

G6delの講義録にみられる具体的内容の展開,特に構成可能集合概念の形成への直接的示唆

はみあたらないように思われる.もちろん,これだけでもってBernaysの影響を過小評価

することはひかえるべきであろう.だがここでは,Bernaysの体系のG6delによる発展形態,

およびそれに基づいてえられた結果を重視したいと考えるので,筆者はあえて,G6delが講

義録において展開した集合論をG6del集合論とよぶことにしたい.

G6delの思想は論理学や数学とわかちがたく結びついており,彼の論理学や数学に触れず

にして彼の思想を論ずることはできないであろう.ここではG6del集合論の理解が目ざされ

るが,しかし,今日のBG集合論を取りあげることはしない.それは1つには,講義録にお

ける集合論とBGの間には少しばかり相違があるからであるが,何よりも`G6del,の集合論

を理解するには彼の講義録に依拠するのが最善と思われるからである.したがって以下にお

いては彼の記述にしたがい,概説するというやり方がとられるであろう..今回は一般集合論

ともいうべき基礎的部分,すなわち公理系の記述から基数の展開までを含む.なお記述に際

しては,講義録における記法とは異なる記法を用いる場合もあり,また証明については,

G6delが省略したところはなるべく補うようにし,彼の証明とは若干異なる証明を採用した

ところもある.いずれにせよ,可能な限り平明な証明を試みた`7)

1 抽象的集合論の公理

Ⅰ公理的集合論はパラドックスの出現を避けると同時に確固たる基礎の上に数学を建設

せんとの目的のもとに創始されたものであった.パラドックス回避の方法としてBGでは次

のように考える.条件Pをみたすものの集まりいP(刷を全て集合の名でよび,しかもこ

れの意味が,`任意の対象プに対して,Pレ)…ッ∈1芳け(∬)巨とすると,集合∬に対する†∬

l～(x∈x)Fはパラドックスを生じさせることをRussellは指摘した.よって,hlp(x)‡を全

て集合とみなすことはできない.BGでは集合∬に村する1∬lp(刷を一般にクラスとよび,

クラスのうちで集合とみなされないもの(例えば前述のj∬lp(∬)を)を固有クラスとよび区別

する.すなわち,クラスは集合と固有クラスに分けられる.このようにパラドックスに導く

ものの集まりは集合ではなく固有クラスであるとして,集合の理論としてはパラドックスを

避けることができるとするのである.したがって,クラスのうちどのような条件をみたすも

のの集まりを再び集合と考えてよいのかが重要となるが,このことは公理化を通じて明確に

されるのである.よってBGでは,個体はクラスと集合の2種類ということになる.

BG集合論の記述は通常の等号をもった第1階述語論理を用いて行うことができるが,こ

こでは論理記号としては次のものを用いることにする:～,<,>,→,…,=,∀,∃,

]!.

なお定義や定理は全称閉包の形で表現されるとは限らない.

以下G6del集合論の公理系∑について概説する.

Ⅰ ∑における基本的観念(primitive
notion)は次の3つである.

1クラス･t…･CIsで表される.

2 集合……Mで表される.

3 関係∈……クラス(あるいは集合)とクラス(あるいは集合).
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ZFにおける基本的観念(無定義術語)は集合と∈の2つであり,∑とは異なる.∑にお

ける個体はクラスと集合のみである.集合やクラスの要素(元)も集合ないしクラスである.

上記3つの観念は,文脈においては次のように現われる[ただし,大文字ズ,y,Z……は

全てのクラスの上を動く変数であり,小文字∬,グ,Z……は全ての集合の上を動く変数であ

る].

CIs(d)…‥･`dはクラスである,を意味する.

M(A)……`Aは集合である,を意味する.

ズ∈y,ズ∈グ,∬∈y,∬∈ッ……`ズはyに属する'を意味する.以下同じ.

∑における公理は以下のA,B,C,Dの4つの群に分けられる.

[A群]

1 CIs(∬).

2 方∈y→M(方).

3 ∀祝[祝∈方…祝∈y]→ズ=y.

4 ∀∬,ブヨz∀祝[祝∈z…(ル=芳>祝=バ].

公理Alは･あらゆる集合はクラスである,を意味している?'集合でないクラスは固有ク

ラス(proper class)とよばれる.すなわち
1.1定義 Pr(ズ)=～M(ズ).

公理A2は`クラスのメンバーであるどのクラスも集合である,を意味している.つまり,

固有クラスはメンバーとはなりえない.公理A3はいわゆる外延性公理(axi｡m｡f

extentionality)であり,`2つのクラスはそれらのメンバーが同じであれば同じである,を

意味している?)公理A4は,･任意の集合エ,プに対して,∬とグだけをメンバーとしてもつ

ような集合が存在する'を意味している.さらにA3を用いるならば,そのような集合は一
意的に決定される(すなわち,A4の条件をみたす集合glがほかに存在するとすると,∀祝[祝

∈g≡址∈zl]･よってA3より,g=zl).A4によって定義されるzは∬とグの非順序対

(non-Orderedpair)とよばれ,1x,ylによって表される.

1.2 定義 拙∈j∬,プl…(祝=∬>祝=ツ).

1.3 定義 出=i∬,対.

1xをはxだけを元とする集合(singleton)である.

1.4 定義 〈∬,プ〉=冊,レ,.ツ=.
包,y〉 はxとyの順序対(ordered pair)とよばれる.次が成立する.
1.5 〈∬,ツ〉=〈祝,γ〉→(∬=班<グ=γ).

順序3一組(ordered triple)は順序対を用いて次のように定義される.
1.6 定義 玩,プ,g〉=㍍,ウ,Z〉〉.

順序3一組に対しても1.5と同様の定理が成立する.順序れ一組α1,

次のように帰納的に定義される.

1.7 定義 ㍍l,∬2……,∬邦〉=玩1,㍍2,……,∬"〉〉.

この定義は次の定理を与える.

∬調〉の場合は

1･8 〈∬1,……,∬れ,包"+1,…‥･,∬れ+♪〉〉=玩1,……,∬れ,∬れ+1,……,∬乃+♪〉･

これはれに関する帰納法によって示すことができる.また,任意の乃に対して順序乃一

組を定義するためには次の定義を与えておくのが便利である.
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1.9 定義 玩〉=∬.

次に,包含`⊆,と真正の包含`⊂,を定義する.

1.10 定義 ズ⊆y…∀祝[祝∈ズ→祝∈y]

ズ⊂y…(ズ⊆y)<～(ズ=y).

クラスはいかなるメンバーももたないとき,空(empty)であるとよばれる.任意のクラ

ス方に対して,`方は空である'は`Em(ズ)'で表される.

1.11定義 Em(ズ)…∀祝[(←㍑∈ズ].

ズとyが共通のメンバーをもたなければ,`Ex(ズ,y)'と表す.すなわち,ズとyは互

いに排反的(exclusive)である.

1.12 定義 Ex(ズ,y)…∀祉["(祝∈ズ<祝∈y)].

任意の祝に対して,〈γ,祝〉∈ズなるγがせいぜい1つ存在するのであれば,ズは1価的

(sigle-Valued)であるとよばれ,`Un(X),で表される.

1.13 定義 U｡(ズ)…∀祝ルル[〈γ,雄〉∈ズ<〈w,祝〉∈ズ→γ=棚]`:0'
2番目のグループの公理はクラスの存在に関わる.

[B群]

1 ∃A∀∬,ツ[〈∬,γ〉∈A≡∬∈グ].

2 ∀A,β∃C∀祝[祝∈C…伽∈A<祝∈β].

3 ∀A]β∀祝[祝∈β…～(㍑∈A)].

4 ∀A]β∀∬[∬∈β≡ヨプ[¢,∬〉∈A]].

5 ∀A]β∀∬,ツ[旬,∬〉∈β…∬∈A].

6 ∀A]β∀∬,ツ[〈∬,ツ〉∈β…¢,∬〉∈A].

7 ∀A]β∀∬,ツ,g[α,γ,Z〉∈β…旬,Z,∬〉∈A].

8 ∀A]β∀∬,ツ,Z[な,プ,Z〉∈β…危,Z,ツ〉∈4].

公理Blは∈関係の公理である.B2は共通クラス(intersection)の公理,B3は補クラス

(complement)の公理,B4は定義域(domain)の公理,B5は直積(direct product)の公

理である.なぜなら,固有クラスVに対してB5はVXAの存在を与えるからである.B6

-8は反転(inversion)の公理とよばれる.ところで,1-8において存在が主張されるク

ラスのうち,例えばBlのAの存在は一義的には決定されない.なぜなら,な,グ〉∈Aは順

序対がAに属することは述べているが,それ以外の集合がAに属するか否かについては何

も述べていないからである.同様のことはB5-8におけるクラスβの存在に関してもいえ

る.それに対して,B2におけるクラスC,B3,B4におけるクラスβの存在は,外延性公

理を用いると一義的に決定することができる.そして,B2-4においてその存在が一義的に

決定されるクラスはそれぞれ,Anβ,-A,Dom(A)と表され,`Aとβの共通部分(クラス)

',`Aの補クラスt,`Aの定義域'とよばれる.

1.14 定義 ∬∈Anβ…∬∈A<∬∈β.

1.15 定義 ∬∈一月…～∬∈A.

1.16 定義
∬∈Dom(A)…ヨプ[¢,∬〉∈A].

公理の3番目のグループは集合の存在を規定するものである.

[c群]

1]α卜Em(α)<∀∬[∬∈α→]プ♭∈α<∬⊂バ]].
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2 ∀∬ヨッ∀祝,γ[ル∈γ<γ∈∬→祝∈ッ].

3 ∀∬ヨプ∀祝[㍑⊆∬→祝∈ッ].

4 ∀∬∀A[un(A)→ヨッ∀㍑[ル∈ッ…∃γ[γ∈∬<〈ル,γ〉∈A]]].

公理Clはいわゆる無限公理(axiom
ofinfinity)である.無限公理には他にいくつかの

同値な表現があるが,G6delは上記のものを採用する.αの任意の元∬が与えられると,∬

がそれの真部分集合となるようなαのもう1つの元ッが存在する,といったような空ならざ

る集合αが存在することをClは主張している.C2は,任意の集合ズに対して,∬の全ての

元の和を含む集合プが存在すると主張している.C3は∬の全ての部分集合を含む集合プの

存在を主張するものである.C4は現在でいう置換公理(axiom
ofreplacement)である.こ

れは`任意の集合∬と任意の1価的Aとに対して,ツの元はAによって定義される関係を∬

のメンバーに対してもつ,といった集合プが存在する,と主張している.このC4のかわりに,

Zermeloはこれよりも弱い次の分出公理(Aussonderungsaxiom)を用いた.

∀∬∀A]グ∀祝[㍑∈ッ…祝∈∬<∬∈A].

これは`性質Aをもつ∬の元を元とする集合ッが存在する,と主張するものであり,この公

理は前述のRussellのパラドックスを避けるために考え出されたものである.また,置換公

理から分出公理を証明することができるので,分出公理は定理として自由に用いてよい.

以上A,B,Cの公理群にG6delはさらに次の公理を付加する.もっとも,この公理は不

可欠というものではなく,その後の展開を容易にしてくれるからとの理由で彼は付加してい

る.そして,この公理はvon Neumannによりその無矛盾性がすでに証明されているもので

ある.

[公理D] ～Em(A)→]u[u∈A<Ex(u,A)].

この公理は`いかなる空ならざるAも,Aと共通のメンバーをもたないある元をもつ･と

主張している.これは現在,正則性(基底)公理(axiom of regularity(foundation))とよば

れている.G6del自身述べているように,この公理は集合の無限下降列(例えば,……∬∈ズ

∈∬)の非存在と同値である.よって,この公理は空集合から出発すべきことを含意してい

るともいえる.この公理Dを用いると次がえられる.

1.17
～(∬∈わ.

もしそのような∬が存在するとすると,∬はズと1∬【の共通の元(∬∈∬<∬∈吊)となるが,

Dによって,Aとして j∬lをとると,∬は眉と共通の元をもつことはできないからである.

同様にして

1.18 ～(∬∈ッ<ッ∈弟.

これは上と同様にして,A=‡∬,プ圭 を考察することによって示される.

次は選択公理(axiom of choice)である.
[公理E] ]A[un(A)<∀x[～Em(x)→]yb∈x<旬,X〉∈A]]].

この公理は,1価的関係Aによって,考察中の世界のそれぞれの集合から1つの元を同

時に選び出すことを可能とするものであり,G6del自身述べているように,非常に強力な形

での選択公理である`ご)この公理Eの無矛盾性が示されるならば,それより弱い形の選択公理

の無矛盾性も明らかとなろう.

以上の公理群A,B,C,Dの体系がG6d｡l集合論の体系∑である`:カ
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2 クラスと集合の存在

I G6del集合論では集合もクラスであるから,最も基本的な対象はクラスであるといっ

てよい.ある条件(述語)をみたす集合の集まりをクラスとすれば,この述語には制限がな

されなければならない.どのような述語をみたす集合の集まりを集合論で必要なクラスとす

べきか.これを一般的観点から規定するのが,クラスの存在に関する`一般存在定理(general

existence theorem),である.この定理およびそれの証明を述べる前に,若干の予備的な結果

に触れておきたい.

まず,原始命題関数(primitive propositionalfunction),略してppfなる概念を導入する･

これは変数,特殊クラスに対する記号Al,……,Aぉ,関係記号∈,および論理語のみを含み,

束縛変数としては集合変数のみをもつ有意味な論理式のことである.帰納的には次のように

定義される[Ⅱ,r,……は変数ないし特殊クラスを意味する].

(1)Ⅲ∈rはppfである.

(2)≠と¢がppfならば,"≠,≠<¢もppfである.

(3)≠がppfならば,]x≠もppfであり,さらに,Xを他の集合変数でおきかえてえら

れる結果もppfである.

(4)以上(1),(2),(3)によってえられる論理式のみがppfである.

したがって,例えば∀祉[ル∈ズ→祉∈A]とか∀祝[祝∈∬…∀γレ∈祝→γ∈バ]などはppfであ

るが,∀ズとか]ズの現れる式はppfでない.

またここで,空クラスや普遍クラスを導入する.公理B2やB3を用いると,任意のクラ

スAに対して,∀眈[祝∈C…～(眈∈A)<"(祝∈-A)]なるクラスCが存在する.これは空

のクラスであり,0で表される.さらに,V=-0で定義し,Vを普遍クラス(universalclass)

とよぶ.外延性公理により,0とVは次の性質によって一義的に決定される.

2.1 定義 ∀∬[～∬∈0].

2.2 定義 ∀∬[∬∈V].

ところで上述(特に公理B群)より,次の諸定理が成立する.

2.3 ∀d]β∀∬,ツ[〈∬,ツ〉∈β…∬∈A].

2.4 ∀A]β∀∬,ツ,Z[G,∬,ツ〉∈β=㍍,プ〉∈A].

2.5 ∀A]β∀∬,ツ,Z[な,Z,ツ〉∈β…α,ツ〉∈A].

2.6 ∀A]β∀∬,ツ,Z[α,ツ,Z〉∈β…な,γ〉∈A].

これらのうち2.3は公理B5とB6の帰結であり,2.4は変数を適当にかえ,B5にでて

くる順序対の2番目のメンバーにある順序村を代入することによってえられる.2.5と2.

6はB7とB8を2.4に適用することによってえられる.同様にして,B5のズに な1,
,

∬"〉 を代入すると

2.7 ∀A∃β∀グ∀∬1,……,∬"[¢,∬1,……,∬彿〉∈β≡〈∬1,……,∬"〉∈A]

がえられ,これからくり返しによって

2.8 ∀A∃β∀ハ,……,ツた∀∬1,……,∬れ[旬1,……,ル れ,……,∬"〉∈β≡ な1,

……,J㍍〉∈A]

がえられ,同様にして1.8や2.5を用いると

2.9 ∀A∃β∀ル……,γた∀∬1,……,∬れ[な1,列,……,ル∬2,……,∬れ〉∈β≡㍍1,

ー
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……,∬彿〉∈A]

がえられる･さらに2･6と2･3のzとッに¢1,……,プた〉を代入し,1.8を適用すると

2･10 ∀A∃β∀れ,∬2∀ル……,グた[な1,∬2,ル……,プた〉∈β…な1,∬2〉∈A],

2･‖ ∀A∃β∀∬∀ッ1,……,γ々[α,ル……,プた〉∈β…∬∈A]
がえられる･また次の定理はB4の一般化であり,B4において∬のかわりにな2,……,∬"〉

を代入することによってえられる.

2･12 ∀A]β∀∬2,……,∬れ[㍍2,……∬"〉∈β…∃∬1[〈拓……,∬彿〉∈A]].

特に,β=Dom(A)は上の同値関係をみたす.

また,一般存在定理の証明では,特殊クラスAiのどれもん∈rの形で現れることはない

とみなしてよい･なぜなら,公理A2によって,Af∈rは∃∬レ=ん<∬∈r]でおきかえる

ことができるし,公理A3によって,芳=Aiは∀祝[祝∈∬…祝∈Ai]でおきかえることができる

からである.

Ⅰ以上の準備のもとに一般存在定理の証明を行う･次のメタ定理は,どのようなppfの

外延もクラスを用いて表すことができるということを述べている.

[Ml]一般存在定理 ≠(∬1,……,∬")が自由変数としてれ,……,∬仰のみを含む[た

だし,これら全てを含む必要はない]ppfであれば,任意の集合∬1,……∬れに対して次が成

立するようなクラスAが存在する.

〈∬1,……,∬れ〉∈A≡≠(∬1,……,∬れ)

[証明] 証明は≠に含まれる論理語の個数に関する帰納法による.

(Ⅰ)≠が論理語を全然含まない場合は,≠は∬γ∈∬ぶか∬γ∈Aぉのどちらかの形をとる

(1≦γ,ざ≦")･≠が∬γ∈ズざの形をしているときは,α1,……,∬れ〉∈A…∬γ∈∬∫なるクラ

スAの存在することを示さねばならない.

さて,γ=ぶのときは1.17より"(∬γ∈∬γ)であるから,月として空クラス0をとればよい.

γ≒5のときは,≠は∬♪∈句か∬｡∈∬♪b<ヴ)のどちらかである.∬♪∈句の場合,公理Blに
より,α♪,句)∈F≡∬♪∈句なるFが存在する.∬｡∈∬♪に対しては,公理BlとB6により,

〈∬♪,句〉∈F≡∬｡∈ズ♪なるFが存在する･よっていずれにせよ,α♪,句〉∈F…≠(∬1,,

∬れ)なるFが存在する.また,定理2.10により

〈∬♪･句,句守一,……,∬れ〉∈Fl… な♪,句〉∈F

なるFJが存在し,さらに,2.9により

〈∬♪,……,∬れ〉∈F2≡ 毎,句,句†1,……,∬れ〉∈Fl

なるF2が存在する.最後に,2.8により

〈れ･……,∬彿〉∈A… G♪,……,∬れ〉∈F2

なるクラスAが存在する.よって,以上の同値関係を結合すると次がえられる.

〈∬1,……,∬"〉∈A≡≠(∬1,……,∬れ)

次に,≠が∬γ∈Aぉの形をとる場合.まず,2.3により

〈∬r,∬r+1〉∈F≡≠(れ,……,∬托)

なるFが存在する.γ=仰のときは,公理B5により

〈∬γ-1,∬γ〉∈F≡≠(∬1,……,∬")

なるFが存在する･いずれにせよ,上と同様の論法により,定理2.8と2.10を用いてそ

れらから結果する同値関係を結合することによって,Aの存在を示すことができる.すなわ

-
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ち

〈∬1,……∬彿〉∈A…≠(∬1,……,∬")

なるクラスAが存在する.

([)論理語の個数が刑より小さいときに成立すると仮定して別の場合を示す.この場

合,≠は次のうちのどれかの形をしている.

(1)～¢,(2)¢<ズ,(3)∃∬β

帰納法の仮定により,次のようなクラスβ,C,βが存在する.

〈∬1,……,∬"〉∈β≡¢(∬1,……,∬れ)

〈∬1,……,∬れ〉∈C…ズ(∬1,……,∬")

〈∬,∬1,……,∬れ〉∈β…β(∬,∬1,……,∬")

(1)の場合はAを-βとしてとればよい.なぜなら,公理B3により

〈れ,……,∬彿〉∈-β≡～[玩1,……ズ"〉∈β]

よって, Gl,……,∬乃〉∈-β…"¢(∬1,

すなわち,玩1,……,∬乃〉∈-β…≠(∬1,

(2)の場合はAをβnCとしてとればよい.

㍍1,……,∬"〉∈βnC≡ ㍍1,

すなわち,〈∬1,……∬れ〉∈βnC…¢(∬1,

ゆえに, 〈∬1,……,∬れ〉∈βnC…≠(∬l,

……,∬習)

…･,∬れ)
なぜなら,公理B2により

……,∬れ〉∈β<㍍1,……,∬"〉∈C

‥,∬")<ズ(∬1,……,∬")

…‥,∬")
(3)の場合はAをDom(β)としてとればよい.なぜなら,定理2.12により

〈れ,……,∬抑〉∈Dom(β)…∃∬[〈∬,∬1,……,∬"〉∈β]

よって, ㍍l,……,∬彿〉∈Dom(β)…ヨガβ(∬,∬1,……,∬")

ゆえに, 〈∬1,……,∬"〉∈Dom(β)…≠(∬1,……,∬")

これでMlの証明は終わった.

Ⅱ ここで,今までに導入された定義ずみの記号をみてみると,次の4つのタイプに分類

することができる.

1 特殊クラス :0,レ,‥…･

2 観念(notion):M(X),Pr(X),X⊆Y,‥…･

3 演算(operation)
-X,Dom(X),XnY,･…･･

4 変数(variable):x,X,……

ところで,上で証明されたMlはppfに対する存在定理であった.しかし,定義によって

導入される諸記号をみると,より広範な命題関数を視野に入れておいた方が望ましいように

思われる･もちろんそれらの命題関数に対しても存在定理の成立することが期待されるので

あるが■ そのことを明らかにするために,G6delは一般的視点からの命題関数を定義した後

に,新たに正規命題関数なる概念を導入する.

まず,ターム(項)と命題関数であるが,これらは通常の帰納的やり方で定義される.す

なわち,(1)変数と特殊クラスを表す記号はタームであり,Aが抑変数の演算で,Jl,,

㍍がタームならばA(fl,……f")はタームである.そして以上によって規定されたものだけ

がタームである･(2)βがれ変数の観念で,Jl,……㍍がタームならばβい1,……㍍)は(極

小)命題関数である.極小命題関数を論理語や任意の種類の変数に対する限定作用素を用い

て結合した結果えられるものが命題関数である.そして以上によりえられるものだけが命題
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関数である.

また.前述の4つのタイプの記号のそれぞれに対してはそれに対応する種類の定義が存在

するが,それは次のようである.

(1)特殊クラスAは定義公準(defining
postulate)≠(A)によって定義され,導入される.

ただし,≠はそれ以前に定義された記号だけを含む命題関数であり,しかも,≠(A)をみた

すAはただ1つ存在するということが示されねばならない.

(2)観念盟は次の規約によって導入される.

男(ズ1,……,ズ")=≠(ズ1,……,ズれ).

ただし,≠はそれ以前に定義された記号だけを含む命題関数である.

(3)演算粛は次の定義公準によって導入される.

∀弟,……,ズ乃≠(逮(弟,……,ズれ),ズ1,……,ズ").

ただし,≠はそれ以前に定義された記号だけを含む命題関数であり,また次が証明されねば

ならない.

∀ズ1,……,ズ"∃!y≠(y,ズ1,……,ズ").

(4)変数Ⅹは次の規約により導入される:任意の命題関数≠に対して,∀Ⅹ≠(Ⅹ)は∀ズ

[男(ズ)→≠(ズ)]を意味し,∃Ⅹ≠(Ⅹ)はヨズ[溜(ズ)<≠(ズ)]を意味する.ただし,男はそ

れ以前に定義された観念であり,それの外延は変数Ⅹの変域とよばれる.

Ⅳ さて,一般に命題関数≠(れ,……,∬乃)に対して 〈∬1,……,∬閃〉∈A…≠(∬1,

∬")が成立するとしても,それからただちに集合論で必要とされるクラスAの存在はいえな

い.そこで,定義によって新たに導入された概念によってある意味で拡大された命題関数の

うち,どのようなものに対して存在定理が成立するかを明らかにするためにG6delは正規性

概念を導入する.それは次のように説明される.

(1)次のようなppf≠が存在するならば,射ま正規観念(normalnotion)とよばれる.

盟(ズl,……,ズれ)…≠(弟,……,ズ川).

(2)次のようなppf≠が存在するならば,適は正規演算とよばれる.

y∈粛(ガ1,……,ズ川)…≠(y,ズ1,……,ズ乃).

(3)変数は,それの変域がクラスの元からなるのであれば,正規的である.

(4)命題関数≠(ズ1,……,ズ川)は!それが正規観念,正規演算,および正規束縛変数だ

けを含むならば,正規的である.

(5)タームは,それが正規演算だけを含むならば,正規的である.

ここで,ppfと正規命題関数の関係を考えてみる.ある正規命題関数≠(弟,……,ズれ)が

与えられたとする.もし≠の中に集合変数でない束縛変数が含まれているなら,それは全て

集合変数でおきかえることができる.例えば,]Ⅹβ(Ⅹ)は∃∬[∬∈A<β(∬)]でおきかえる

ことができる.ただし,Aは変数Ⅹの変域である.また,≠に含まれる観念牒=こ対しては,

極小命題関数男(ズ1,……,ズ")はそれと同値なppfたる¢(方1,……,ズ乃)でおきかえるこ

とができる.さらに∈関係に対しては,ズが集合変数でないときのズ∈yの形の文脈は,前

述したように,祝∈方の形の極小論理式だけを残して除去することができるし,ズが変数な

いし特殊クラスでないときは,正規演算粛に村して遜(ズ1,……,ズれ)の形をしている.そ

して,祝∈遜(れ,……,ズ")なる形の演算詔の場合は,祝∈遜(弟,……,ズ乃)…¢(祝,弟,

……,Xn)となるようなppfたる¢でおきかえることができる.このようにして,≠はppf
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に還元することが可能である.よって次が成立する.

[M2] どの正規命題関数もあるppfに同値である.したがって,Mlは任意の正規命

題関数≠(ズ1,……,見れ)に対してもまた成立する.

さて,G6delにならって特殊クラスや観念,演算を共通名`概念(concept)'とよぶことに

すれば今までに導入された概念は全て正規的であることが示される.すなわち,y∈粛(弟,

……,考l)と劇(れ,……,ズれ)のそれぞれに対して,それらと同値な命題関数で,それ以前

に正規的であることが示された観念,演算および束縛変数だけを含むようなものを構成する

ことが可能となるのである.そこで次に正規的概念を列挙するが,その前に,集合変数を用

いて定義されたもの(例えば1.2,1.3,1.4)をクラス変数によるものに拡大してお

きたい.クラスが基本的と考えるからである.上述の3つの定義は次のようになる.

2.13 定義 ∀ル[祝∈揉,幻 …(ル=ズ>祝=y)].

2.14 定義 図 = 揉,カ.

2.15 定義 〈ズ,y〉 = jjズ!,1ズ,y=.

今までに導入された正規的概念は次のようである.

ズ∈y=∈(ズ,y)…方∈y,

ズ=y…∀祝[祝∈ズ…祝∈y],

M(ズ)…]祝[祉=方]…]祝∀∬レ∈祝…∬∈ズ],

Pr(ズ)…～M(方),

Z∈揉,y‡…(Z=ズ>Z=y)<M(Z),

Z∈〈ズ,y〉 ≡Z∈j一方を,比]畑, 順序3一組等についても同様.

ズ⊆y…∀祝[祝∈ズ→祝∈y],

ズ⊂y…∀祝[祝∈ズ→祝∈y]<"(ズ=y),

Un(ズ)≡∀祝ル,W[〈祝,γ〉∈方<〈ぴ,γ〉∈ズ→祝=w],

ズ∈-A…M(ズ)<～(ズ∈A),

ズ∈Anβ≡ズ∈A<ズ∈β,

ズ∈Dom(月)≡M(ガ)<ヨプ[旬,ズ〉∈A],

Em(方)…～]祝[祝∈ズ],

Ex(ズ,y)…～]祉[祝∈方<祝∈y].

Ⅴ 正規命題関数≠(∬1,……,ズ乃)の中には特殊クラスAl……,Aぉも含まれているが,

それらは完全に任意であり,一般的なクラス変数ズ1,……,ズたでおきかえてよい.したが

って,存在定理は次のようになる.

[M3] ≠が正規的であれば

∀弟,……,ズれ∃A∀∬1,……,∬れ[〈∬1,……,∬れ〉∈A…≠(∬1,……,∬",弟,
,

ズ托)].

このM3を用いると,例えば直積AXβを定義,導入することができる.

2.16 定義 ∀∬[∬∈AXβ…ヨプ,g♭=旬,Z〉<ッ∈A<z∈β]].

≠(∬)=ヨプ,Zレ=ウ,Z〉<プ∈月<z∈β]とおけば,明らかに≠(∬)は正規的である.M3は

全てのA,βに対してAXβの存在を保証するものである.また,AXβの一意性は外延性

公理による.

2.17 定義 A2=AXA.

-11-



人文論叢(三重大学)第9号1992

2.18 定義 A3=AXA2.

以下,A4,A5,……も同様に定義される.よって,V2は全ての順序対のクラスであり,

げは全ての順序邦一組のクラスである.さらに,全ての順序3一組は順序対でもあるので次

が成立する.

2.19 t′3⊆V2.

(2項)関係は順序対のクラスとして定義でき,3項関係は順序3一組のクラスとして,

一般にれ項関係は順序邦一組のクラスとして定義できる.例えば

2.20 定義 Rel(方)…ズ⊆V2

2.21定義 Re13(ズ)…ズ⊆V3

`Rel(X)'は`Rel2(X)'と表してもよい.Rel(A)の場合,危,y〉∈Aは`xはyに村して関係

Aをもつ'と読まれる.これはまた`∬A〆と表してもよい.

2.22 定義 ∬Aグ≡〈∬,プ〉∈A

関係は,一般的にいって,多価(many-Valued)関数と考えることができる.よって,

∬Aγは`∬は(アーギュメント)グに対するAの値である,と読んでよい.あるいは,対応概

念を用いるなら,`∬はAによるッの像である†とか`ッはAに関する∬の原像である,と読

んでよい.

関数概念を外延性公理に適用すると,関係に対する次の外延性原理がえられる.

2.23 Rel(ズ)<Rel(y)→∀祝,γ[〈祝,γ〉∈ズ…〈ル,γ〉∈y→ズ=y]

明らかに,上の外延性原理は乃項関係に拡大することができる.そして,存在定理は次

の形で表現することが可能となる.

[M4] 正規命題関数≠(ズ1,
∬乃)が与えられると,次をみたすようなただ1つの

乃項関係Aが存在する.

∀∬1,……,∬〃[Gl,……,∬押〉∈A…≠(∬1,……,∬乃)]

Aの一意性の証明は直接にできる.すなわち,条件をみたす任意のクラスA′をとり,月

をA′nt〝とする.Aはれ項関係であり,外延性原理2.23により一意的である.

ところでG6delは,M4によって定義されるAを;1,･…‥,;n[≠(xl,……,Xn)]で表

している.α1,……,α"が正規変数である場合,α1,
,ふ"[≠(αl,……,α彿)]

は;1,……,;釣[≠(∬1,……,∬")<∬1∈C<……<∬"∈C]と同じである.ただし,Cは変数

αfの変域である.

Ⅵ M4を用いて,∈一関係E,同一性関係Jは定義される.

2.24 定義 Rel(E)<∀祝,γ[〈祝,γ〉∈E…祝∈γ].

2.25 定義 Rel(J)<∀祝,γ[〈祝,γ〉∈J…祝=γ].

連関係(converse
relation)は,公理B6,B7,B8に対応して,次のように定義される.

2.26 定義 Rel[cnv(X)]<∀u,V[〈u,V〉∈Cnv(X)…〈v,u〉∈X].

2.27 定義 Re13[cnv2(X)]<∀u,V,W[〈u,V,W〉∈Cnv2(X)…〈v,W,u〉∈X].

2.28 定義 Re13[cnv3(X)]<∀u,V,W[〈u,V,W〉∈Cnv3(X)…〈u,W,V〉∈X].

2.29 定義 Cnv(X)はCnvl(X),X~1,kによって表してもよい.

2項ブール演算`+'と`-'は`∩'と`-(補,COmplement)'を用いて定義される.

2.30 定義 ズ十y=-(一方∩-y).

2.31定義 ズーy=ズ∩-y.
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2.32 定義 Rng(X)=Dom(X,1).

定義2.30からわかるように,ズ+yは集合論的にはガリyと解釈できる.Rng(ズ)はズの

値の領域(値域,range)とよばれる.

クラスAのβへの制限は`A｢β,で表される.

2.33 定義 A｢β=An(VXβ).

A｢βは,βのメンバーを第2メンバーとする順序対であるようなAの全ての元からなる.

次の定理がえられる.

2.34 Dom(A｢B)=BnDom(A).

2.35 定義 β1ノ4=An(β×V).

2.36 定義 β"ズ=Rmg(β｢方).

β"ズは,βによるズの全ての元の像のクラスである.

2.37 定義 ㍍,プ〉∈ガIs…]zレ斤z<z勒]<Rel佃Is).
2.38 定義 Un2(X)=Un(X)<Un(X~1).

Un2(X)は,`Xは1対1(oneLtO-One)である,,つまり,`関係XnV2は1村1である,を

意味する.xが関係であると同時に1価的であれば,Xは関数(function)であるといわれる.

2.39 定義 Fnc(X)…Rel(X)<Un(X).

定義域がAである関数XはA上の関数(function over A)とよばれる.

2.40 定義 XFnA…Fnc(X)<Dom(X)=A.

なお,Aからβへの関数Fが1対1であるときは`F:A⊥二⊥β,と表してよい.

A`∬は,ツが一義的に存在するときは ¢,∬〉∈Aなるプを表し,ツが存在しないか一義的

でないときは0である.

2.41定義 i∃!ッ[旬,∬〉∈A]→∽`∬,∬〉∈却<卜ヨレ[旬,∬〉∈月]→A`∬=Ol

<M[A`∬].

前述の2.23は関数に対する次の外延性原理を与える.

2.42 ズFnA<yFnA→‡∀祝[祝∈A→ズ`裾=y`祝]→ズ=y‡.

この原理を用いると次がえられる.

[M5] ≠(呵,……,祝")が正規タームで,β⊆げかつ

〈勘,……,視れ〉∈β→M[≠(れ, ‖,一り

であれば,次をみたすただ1個のβ上の関数Cが存在する.

〈祝1,……,祝"〉∈βに対して,C`〈勘,……,祝"〉=≠(勘,……,視れ).

[証明] 次の条件によってCを定義する.

〈〟,れ,……,視れ〉∈C≡一視=≠(町,……,視れ)<〈机,……,祝"〉∈れ

右辺は正規的であるから,M4によって,条件をみたす彿+1項関係Cが存在する.今,その

ような調+1項関係がほかにClとして存在するとすると,任意の〈祝1,……祝"〉∈βに対して,

C`〈勘,……,祝〃〉=≠(祝1,……,祝"),

かつ, Cl`〈れ,……,祝"〉
=≠(れ,……,祝抑),

よって, C`〈机,……,祝朋〉 =Cl`〈勘,……,祝"〉,

ゆえに任意の〈勘,……,祝"〉 に対して,

〈祝1,……,祝乃〉∈β→C`〈祝1,……,祝拘〉=Cl`〈町,……,祉抑〉.

また明らかに,CFnBかつCIFnB.よって,2.42により,C=Clとなり!Cは定理の条件を
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みたす.

さらに,このM5を一般化して次がえられる.

[M6]β1,……,βたが相互に排反であり,βi⊆げ,かつ≠1,……,≠たが〈町
,

祝乃〉∈βiに対して,M[≠i(祝1,……,祝")]となるような正規タームであれば,次のような

β1十β2+……+仇上のただ1個の関数Cが存在する.

〈勘,……祝彿〉∈β`(i=1,2,

C`〈祝1,

Ⅶ 以下の公準により関数Pl,

‥,た)に対して

祝"〉 =≠i(机,……,耽れ).

P5を定義する.なお,これらの関数の存在と一意

性はM5による.

2.43 定義 Pl`α,γ〉=∬<PIFnl′2.

2.44 定義 P2`危,ツ〉=プ<P2FnV2.

2.45 定義 P3`な,プ〉=旬,∬〉<P3Fnt′2.

2.46 定義 P4`α,プ,Z〉=くz,∬,プ〉<P4FnV3.

2.47 定義 P5`な,プ,Z〉=包,Z,ツ〉<P5Fnt′3.

クラスⅩの合併クラスは次のように定義される.

2.48 定義
従∈∪ズ…∃γ[〟∈γ<γ∈ズ].

次の結果がえられる.

2.49 ∪(∬,γ)=∬+プ.

2.50 ∪(∬)=∬.

2.51 ∪ズ=E"ズ.

ズのべきクラス,つまり,ズの部分集合のクラスタ(方)は次のように定義される.

2.52 定義
祝∈汐(ズ)…祝⊆ズ.

上に定義された演算のうちのあるものは次のような単調性(monotonicity)をもつ.

2.53 x⊆Y→Dom(X)⊆Dom(Y).

明らかに,Rng,∪,9,Cnviも同じ性質をもつ.また次も成立する.

2.54 A⊆β<ズ⊆y→A"ズ⊆β"y.

1,｢,+,∩,×等も同様の性質をもつ.また次の分配性も成立する.

2.55(AXβ)∩(CXβ)=(AnC)×(β∩β).

次は2.55の特殊ケースである.

2.56(AXV)∩(VXβ)=AXβ.

同様にして

2.57 ∪(ズ+y)=∪ズ+Uy.

2.58 ∪(ズny)⊆∪一rnUy.

次の諸定理は定義2.43～2.47からえられる.

2.59 Rng(A)=Pl"A.

2.60 Dom(A)=P2"A.

2.61cnv(A)=P3``A.

2.62 Cnv2(A)=P4"A.

2.63 Cnv3(月)=P5"A.

2.64l′×A=P2~1"d.
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なお,これまでに導入された観念,演算は全て正規的である.

Ⅶ【ところで,今まで列挙された定理はAとBの公理群に依存するものであったが,集

合の存在に関する定理は残りのC,Dの両公理群に依存する.以下,集合と固有クラスの存

在について概説する.

2.65 Un(A)<M(X)→M(A"X).

[証明] M(ズ)であるから,公理C4により,それの元がズのメンバーに対して関係A

nl′2をもつような集合である集合プが存在する.すなわち,∀祝[祝∈ッ…祝∈A"ズ]が成立す

るような集合ッが存在する.したがって外延性公理により,ツはA"ズと同じであり,プは集

合であったからM(A"ズ).

2.66 M(方)→M(ズny).

[証明] 2.65のAにJ｢yを代人すると,M[(J｢y)"ズ].しかるに,(J｢y)"ズ=方ny.

2.67 M(ズ)<y⊆ズ→M(y).

[証明] 2.66と,y⊆ズ→y=ズnyによる.

2.68 M(ズ)→M(タ(ズ)).

[証明] M(ズ)とすると,C3と2.52よりタ(ズ)⊆プなるッが存在する.これと2.67に

より,M(夕(ズ)).

2.69 M(ズ)→M(∪ズ).

[証明] 公理C2と2.67による.

2.70 M(ズ)<M(y)→M(ズ十y).

[証明] ズとyが集合ならば,ズ+y=∪(ズ,y).公理A4により,1ズ,yを は集合で

ある.よって,2.69により,M(ズ+y).

次の3つの定理は2.59～2.63を用いて2,65により証明される.

2.71M(Dom(∬)).

2.72 M[cnvf(∬)](f=1,2,3).

2.73 M(Rng(x)).

また,2.71とM5により,次のような関数β｡の存在することが示される.

2.74 定義 仇`∬=Dom(∬)<仇Fnt′.

2.75 M(∬×γ).

[証明] ∬×グのメンバーは祝∈ズ,γ∈プとなるような対〈ル,γ〉 である.そのとき特に,

保とγは∬+プの元であり,届
と j祝,γ蔓は∬+プの部分集合となる.ゆえに 晶f,1祝,γ=

はタ(㌃り)の部分集合である.すなわち,〈祝,γ〉⊆タ(∬+グ).よって,〈祝,γ〉∈タ[タ(㌃十バ].

すなわち,∬×ッ⊆タ[夕(∬十バ].ゆえに2.68,2.67,2.70により,M(∬×グ).

2.76 FFn∬→M(F).

[証明] FFnズとすると,Un(F)<M(x)であるから2.65より,M(F"x).よって2.75よ

り,M[(F"x)×x].他方,FFnx→F⊆(F"x)×x.ゆえにF⊆(F"x)×x.よって2.67よりM(F).

2.77 un(F)→M(F｢∬).

[証明] un(F)とする.するとF｢xはDom(F｢x)上の関数である.また,2.34より,

Dom(F｢x)=xnDom(F)⊆x.さらに,M(x).ゆえに,2.67より,M[9(F｢x)].よって,

集合Dom(F｢x)に対して,F｢xはDom(F｢x)上の関数である.したがって,2.76より,

M(F｢∬).
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2.78 M(0).

[証明] 0⊆∬.よって,2.67より,M(0).

2.79
～M(V).

[証明]∬∈V.よって,M(V)であればV∈Vとなるが,1.17よりそれは不可能である.

2.80 pr(X)→Pr(UX).

[証明]M(∪方)とする.すると,M(タ(∪ズ)).しかるに,ズ⊆タ(∪弟.ゆえに,M(弟.

これは仮定に反する.

上と同様にして

2.81pr(X)→Pr(9(X)).

2.82 Pr(X)→Pr(X+Y).

2.83 Pr(X)<～Em(Y)→Pr(XXY).

[証明] y≒0ならば,ズ⊆∪(∪(ズ×y)).

2.84 un2(F)<X⊆Dom(F)→[pr(X)→Pr(F"X)].

[証明] un2(F)<X⊆Dom(F)<Pr(X)かつM(F"X)とする.ここで,F.1"(F･･X)⊂Xと

仮定する･この場合明らかに,Dom(F)⊂X.よって,X⊆Dom(F)ならば,X⊆F~1"(F"X).

また,Un2(F)であるから,Un(F~1).ゆえに,M(F"X)と仮定すると,2.65より,M(F-

1"(F"ズ)).また,(ズ⊆Dom(F)の仮定の下では)ズ⊆F~1"(F"弟.よって,2.67により,M(幻.

しかしこれは仮定に反する.

2.85 Pr(A)→Pr(A-X).

[証明]A⊆(A一∬)+∬と2.70より明らか`二郎

3 順序数

Ⅰ 順序数の定義の前に,若干の補助的概念を定義する.

3.1 定義 yconズ≡ズ2⊆y+y~1+J.

ズの異なる元祝,γの任意の対に村して,〈祝,γ〉∈yあるいは 〈γ,祝〉∈yのいずれかが成立

するならば,yは封こおいて連結(connex)であるとよばれる.これは,関係yは全順序

であるということを意味している.

3.2 定義 ズのあらゆる元祉,γ,αに対して,次が成立するならば,yはズにおい

て推移的(transitive)であるとよばれる.

〈祝ル〉∈y<〈γ,W〉∈y→ 〈祝,W〉∈y.

3.3 定義 ズの元㍑,γに対して,次が成立しないとき,yはズにおいて反対称的

(asymmetric)であるとよばれる.

〈㍑,γ〉∈y<〈γ,祝〉∈y.

3.4 定義 XWeY…YConX<∀U[u≒0<U⊆X→∃v[v∈U<UnY"眉=0]].

これは整列性に関する定義である.右辺は次を意味している.ズの異なる2つの元祝,γ

に対しては,〈祝,γ〉∈yか〈γ,祝〉∈yのいずれかが成立し,かつ方の空ならざる任意の部分

集合Uに対しては,Uの元で関係yを成立せしめる最初(小)のものが存在する.このよう

なときに,XはYによって整列される(wellordered)といい,XWeYと表すのである.なお,

ズWeyは正規的でない.なぜなら,集合変数でない変数Uが束縛変数として用いられてい
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るからである`:9
次の定理が成立する.

3.5 方Weyならば,yはズにおいて推移的かつ反対称的である.

[証明]yはズにおいて反村称的である.なぜなら,∬りかつ〆化であれば,クラス1∬,ツ‡

はいかなる最初のメンバーももたないことになるが,ズWeyであるから,ズの部分集合1∬,プ‡

は関係yに関する最初のメンバーをもたねばならないからである.ズにおける推移性を示

すためには,∬りかつッyzとせよ.すると反対称性より,∬≒g.よって,連結性より,∬㍑

かznのいずれかである.U=(∬)+♭)+(z)(=(∬,プ,Z))を考えみよ.z㍑ならば,仮定より,

∬り<プyZ<z㍑となり,Uの中には関係yに関する最初のメンバーは存在しないことになる.

よって,～(zm).すなわち,ズyZ.

3.6 定義 XSectRY…X⊆Y<[Yn(1rX)⊆X].

Xの元の,Yにおける全てのR一先行者(R-predecessor)もまたXに属するとき,XはYの

β-セクションであるとよばれる.

3.7 定義 XがYのR-セクションであり,かつXキYならば,XはYの固有(proper)

β一セクションであるとよばれる.

3.8 定義 Se鮎(ズ,祝)=ズ∩斤"†祝!.

これは始切片の定義である.祝∈ズのとき,祝によってうみ出されるズのガー始切片

(R-Segment)とは,uのR先行者であるXの元のクラスのことである.

3.9
祝∈ズ,かつガがズにおいて推移的であれば,Se馳(ズ,保)は方のβ-セクションで

ある.

[証明] 祝∈ズかつ斤がズにおいて推移的であるとの仮定の下に,Se馳(ズ,祝)⊆ズ<1ズ

nR"[segR(X,u)]f⊆SegR(X,u)を示すことができる.

3.10 方Weβならば,ズの元によってうみ出される任意の斤一始切片は斤-セクションで

ある.

[証明] ズWejiならば,3.5により,虎は封こおいて推移的である.よって,3.9

により,ズの元によってうみ出される任意の斤一始切片はβ-セクションである.

3.11ズWeガ,かつyがズの固有β一セクションであれば,yはズの斤一始切片,つまり,

ズーyの最初の元によってうみ出されるβ一始切片である.

[証明] 仮定より,ズは線形順序集合であり,しかも,y⊂ズ.また,ズ(したがって,

y)におけるβの推移性や3.8により,求める結果がえられる.

次に同型関係が定義される.斤が定義域Aと値域βをもっ･た1対1の関係であるとき,

混ざ〃となるようなdの任意の対裾,γに対して,それに対応するβの元は関係Tにあり,ま

たその道も成り立つというのであれば,斤はざとTに関して,Aからβへの同型関係

(isomorphism)であるとよばれる.すなわち,

3.12 定義 RIsoms,T(A,B)…Un2(R)<Rel(R)<Dom(R)=A<Rng(R)=B<

∀祝,γ[祝∈A<γ∈A→祉∫γ…(斤`ル)T(斤`γ)]

SとTに関するAからβへの同型関係が存在するならば,Aは5とTに関してβに同型

的であるといわれる.さらに,3.12においてS=Tならば,斤はSに関してAからβへの

同型関係であるといわれる.

3.13 定義 RがSに関してDom(R)からRng(R)への同型関係であれば,RはSに関
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しての同型関係であるとよばれる.

なお,れ項関係5に関する同型関係も上に準じて定義される.

Ⅰ さて,順序数に関するG6delの定義は,本質的には,VOn Neumannに負うている.

すなわち,オーディナルαはαより小さい全てのオーディナルのクラスである.例えば,0

=≠,1=困,2=軋1【,……甜=全ての自然数の集合,等々.よって,オーディナルの

クラスは∈一関係によって整列され,α∈βはα<βに対応することになる.さらに,どの

オーディナルもそれ自体が∈一関係によって整列される(なぜなら,オーディナルは諸々の

オーディナルのクラスであるから).また,オーディナルのどのメンバーも,そのオーディ

ナルによってうみ出される始切片と同一である.なぜなら,その始切片はそれより小さな全

てのオーディナルの集合であるから.

このようなvon Neumannのアイデアは,1937年,Robinsonによってさらに明確かつ簡単

な表現にされるに至った.要するに,(1)xwtE,(2)u∈X→u=SegE(Xu),の2つが成

立するならば,Xはオーディナルであるということであるが,Robinsonは,公理Dによれば,

上記の条件(1),(2)はそれよりも弱い条件:(1′)EConズ,(2′)祝∈方→ル⊆ズ,によっておきか

えることができることを示したのである.現在では,Robinsonによる(1′)と(2′)による順序数

の定義が一般的であるように思われる.

方が条件(2′)をみたすということ,すなわち,ズの元のどの元も再び方の元であるという

とき,Xは完全(complete)であるといわれる.

3.14 定義 Comp(方)…∀祝[ル∈方→祝⊆ズ]

これは,推移性の定義3.2において,yをEに限定したものである.よって,･推移的･

という表現が用いられることも多い.3.14と2.48から次がえられる.

3.15 Comp(方)…∪方⊆ズ.

3.16 定義 Ord(X)≡Comp(X)<EConX.

これは,VOn NeumannやRobinsonにしたがい,オーディナルを条件(1,)と(2′)によって定義し

たものである.なお,Ordは正規的である.集合であるオーディナルは順序数(ordinal

numnber)とよばれる.`Xは順序数である.は0(X)で表される.

3.17 定義 0(ズ)…Ord(ズ)<M仔).

順序数のクラスは0仰で表される.

3.18 定義
∬∈0れ…0(∬L

3.19 定義 順序数を表す変数として,α,β,γ,……を用いる.

これらの変数は正規的である.

3.20 定義 ズ<y…ズ∈y.

3.21定義 ズ≦y…ズ<y>ズ=y.

3.22 Comp(X)<Comp(Y)→Comp(X+Y)<Comp(XnY).

[証明] comp(X)<Comp(Y)より,UX⊆X<UY⊆Y.だから,UX+UY⊆X+Y.他

方,2･57より,∪(ズ+y)=∪ズ十Uyであるから,3.15より,Comp(ズ十y).同様にして,

2.58と3.15より,Comp(ズny).

3.23 1 0rd(X)→XWeE.

2 0rd(X)<u∈X→u=SegE(X,u).

[1の証明] 2.50,2.51より,祝=∪(祉)=E"届.ここで,ズの任意の部分集合で空
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ならざるyが与えられると,公理Dにより,y≒0であるから,∃祝[祝∈y<Ex(祝,y)].す

なわち,]祝[祝∈y<yn祝=0].よって,∃祝[ル∈y<ynE``1ル圭=0].また明らかに,yは任

意であるから,∀y[yキ0<y⊆方→∃祝[祝∈y<ynE"1視た=0]].さらに,Ord(方)ならば,

EConズ.

[2の証明] ord(X)<u∈Xとする.3.14より,u⊆X.また,3.8より,SegE(X,u)

=ズnE"届=ズ∩祝=祝.
3.24 0rd(X)<Y⊂X→[comp(Y)→Y∈X].

[証明] ord(X)<Y⊂X<Comp(Y)とする.Comp(Y)であるから,3.15により,UY

⊆y.したがって,2.51により,E"y⊆y.また,y⊆ズ.よって,y⊆ズ<(ズnE"y)⊆yで

あるから,3.6より,YSectEX.さらに,Ord(X)であるから,3.23の1より,XWeE.よ

って,3.11より,yはズのある元によってうみ出されたズの姶切片でなければならない.

だが,Ord(X)<u∈Xのときは,3.23の2より,u=SegE(X,u).すなわち,Y=u.よって,

y∈ズ.

3.25 0rd(X)<Ord(Y)→[Y⊂X…Y∈X].

[証明] comp(Y)と3.24により,Ord(X)<Ord(Y)<Y⊂X→Y∈X.Comp(Y)と1.

17により,Ord(X)<Ord(Y)<Y∈X→Y⊂X.

3.26 ズとyがオーディナルであれば,次の関係のうち1つだけが成立する.

ズ∈y, ズ=y, y∈ズ.

[証明]ズny⊆ズかつ方ny⊆y.今,ズny⊂ズかつズny⊂yとせよ.仮定より,Comp(ズ)

<Comp(Y)であるから,3.22より,Comp(XnY).よって,Ord(X)<XnY⊂X<Comp(X

ny).したがって,3.24より,方ny∈ズ.同様にして,ズny∈y.よって,方ny∈ズny.

これは,1.17と公理A2により不可能である.ゆえに,ズny=ズかズny=yのどちらか

である.つまり,ズ⊂y>ズ=y>y⊂ズ.よって,3.25より,ズ∈y>ズ=y>y∈ズ.しかし,

いかなる2つも同時に成立することはない.なぜなら,ズ∈y<ズ=yはズ∈ズとなり不可能,

方=y<y∈ズも同様,ズ∈y<y∈ズも不可能となるからである.

3.26と3.20により,どの2つのオーディナルも比較可能であることがわかる.また,こ

のことより,次が明らかに成立する.

3.27 EConO†l.

3.28 0rd(A)→A⊆0仇

[証明] ord(A)<x∈Aとする.Comp(x)<EConxが示されればよい.z∈y<y∈xとせ

よ･Ord(A)であるから,Comp(A).ゆえに,y∈A.さらにくり返すと,Z∈A.すなわち,

∬,グ,g∈A.3.23の1より,AWeE.よって,3.5より,EはAにおいて推移的である.ゆ

えに,Z∈x.したがって,Comp(x).また,Ord(A)より,EConA.Comp(x)であったから,

3.14より,X⊆A.よって,EConx.すなわち,Comp(x)<EConx.

3.29 Comp(伽).

[証明] 3.28より,∀∬[∬∈0れ→∬⊆0れ].

3.30 0rd(0れ).

[証明] 3.16,3.27,3.29による.

次は3.23と3.30より,直接に明らかである.

3.31(九(したがって,順序数の任意のクラス)はEによって整列される.
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Ⅱ さて,順序数についての性質≠が正規命題関数≠(ズ)によって定義されるとする.そ

のときはもちろん,～≠(ズ)も正規命題関数である.よって,M2により

ズ∈A≡≠(ズ), ズ∈β…"≠(ズ)

をみたすようなクラスAとクラスβが存在する.したがって,順序数に関する性質が≠

(ズ)によって定義されるならば,その性質≠をもたない順序数のクラスβが存在する.さら

に,3･31により,伽WeE.ゆえに,β⊆0れなるβが空でなければ,βは最小元をもつ.今,

∀ズ[∀y[y<方→≠(y)]→≠(ズ)]→∀ズ≠(ズ) (1)

を示したい.そのために

∀ズ[∀y[y<ズ→≠(y)]→≠(ズ)],かつ"∀方≠(ズ)

と仮定する.そして,"∀ズ≠(ズ),つまり,ヨズ～≠(ズ)なるⅩ(ズ∈β)のうち,最小のもの

(これは,前述の如く,3.31と3.4によって,その存在は保証される)をズ｡とする.明

らかに

～≠(ズ0). (2)

他方,方0は～≠(ズ)なるズのうち最小のものであるから,ズ｡より小なる順序数に対しては次

が成立する.

∀y[y<ズ｡→≠(y)]. (3)

一方

∀ズ[∀y[y<ズ→≠(y)]→≠(わ]

であるから,(3)により,≠(ズ0).これは(2)と矛盾する.すなわち,性質≠をもたない最小

のオーディナルの存在は矛盾を生じさせる.よって,(1)が示された.このようにして,3

.31によって,順序数についての性質を超限帰納法を用いて証明することのできることがわ
かる.

また,∬が順序数であれば,3.28により,∬⊆伽.すなわち,∀刑[刑∈∬→刑∈伽]であ

るから,順序数のどの元もそれ自体順序数である.さらに,∈一関係はオーディナルに村す

る順序関係であることを考慮に入れると,∬は∬より小さい順序数の集合と同一であること

がわかる.

3.32 Pr(0ナl).

[証明] 3.30より,Ord(伽)であるから,M(伽)ならば,3.17より,0(伽).すると,

伽∈0れとなるが,1.17より,これは不可能である.

3.33 0rd(ズ)→方∈伽>ズ=伽.(順序数でない唯一のオーディナルは伽である.)

[証明] ord(ズ)とする.すると,3.28より,ズ⊆伽.ズキ伽(つまり,ズ⊂伽)なら

ば,3.25より,ズ∈0仇

3.34 オーディナルのどのE-セクションもオーディナルである.

[証明] 3.11により,オーディナルズのどの固有E-セクション混もズの元である.

よって,3.28により,Ord(裾).さらに,祝がズの非固有E-セクションであるときは,祝=

ズであるから,Ord(祝).

3.35 A⊆0れ→Ord(∪ノ4).

[証明] ∬∈UAならば,2.48より,∬∈α∈Aなるオーディナルαが存在する.次に,

プ∈∬ならば,Comp(α)より,ツ∈α.したがって,プ∈α∈Aなるαが存在して,再び2.48

により,ツ∈∪ノ4.すなわち,∬∈UA<ッ∈∬→ッ∈U｣4.つまり,Comp(UA).UAの元∬キ
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プをとると,2.48より,∬∈α∈A,ツ∈β∈Aなるオーディナルα,βが存在する.よって,

3.25と3.26により,α⊆βかβ⊆αのどちらかであるが,∬もプも共にαとβの大きい方

のメンバーとなることがわかる.他方,EConαかつEConβ.ゆえに,∬∈ッあるいはプ∈∬.

すなわち,ECon(∪ノ4).

ところで,このUAに関しては次が成立する.

(1)∀α[α∈A→α≦∪ノ4].

(2)∀β[∀α[α∈A→α≦β]→∪ノ4≦β].

すなわち,UAはAの全ての元よりも大きな最小のオーディナルであるか,またはAの元

に等しいのである.換言すれば,∪ノ4はAの最小上界SupAにほかならない.要するに,A

の元に最大のオーディナルが存在するときは,それがUAとなり,存在しないときは,Aは

整列(線形順序)集合であるから,極限値となる元がUAということになる.したがって,∪

と同じ演算を表す記号として,`Lim,や`Max,を用いることができる.

3.36 定義 Lim(A)=UA.

Max(A)=UA.

3.37 定義 ∬+1=∬+吊.

これは3.38,3.39からわかるように,順序数に対して後続者関係(successor relation)
を定義するものである.

3.38 ∬+1∈0れ≡∬∈0ナl.

[証明]∬+1は順序数であるから,3.31より,∬も順序数である.次に,∬∈伽とする.

α∈わ∈1∬十1∬=を考える.み∈∬あるいはわ∈j∬lであるが,いずれにせよ,α∈∬.よって,α

∈∬+一対.ゆえに,Comp(∬+吊).また,刑,彿∈∬+j∬lとする.この場合,(1)刑,れ∈∬,(2)

刑∈∬<れ∈届,(3)刑,れ∈‡カ,(4)刑∈届<れ∈∬,の4つのケースが考えられるが,いず

れにせよ,ECon(x+1xi)となるから,Ord(x+吊).x+吊は集合.よって,X+1∈On.

3.39 ～]β[α<β<α+1].

[証明]α<β<α+1とする.すると,3.20より,β∈α÷1.すなわち,β∈α･+i可.

よって,β∈αあるいはβ=α.すなわち,β≦αとなるが,これはイ反走に反する.

通常,順序数は次の2種に分けられる.

3.40 定義
∬∈gI…∃α[∬=α÷1]>∬=0.

∬∈gIとは`∬は第1種順序数である'を意味する.∬がある順序数の後続者であるか,あ

るいは∬=0であれば,∬は第1種順序数であり,そうでなければ,第2種順序数である.

3.41定義 gⅢ=伽一方I.

3.42 定義1=0+1.

3.43 定義 2=1+1.

同じようにして,3=2÷1等々が定義される.明らかに,次が成立する.

3.44 ナれが順序数の集合であれば,オーディナルα=∪(肌)+1は例のどの元よりも大
きな順序数である.

[証明] 仮定より肌⊆0抑であるから,3.35より,Ord(∪(刑)).また,M(刑)であるか

ら,公理C2より,∪(刑)も集合である.よって,∪(椚)∈0仇 したがって,3.38より,∪

(刑)+1∈伽.また,2.48より,∬∈∪(刑)…]γレ∈γ<γ∈刑].この場合,γと∬は順序

数である.そして,γ∈肌なる任意のγに対して,γ⊆∪(刑).γ∈伽<∪(刑)∈伽<γ⊆

一
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∪(刑)であるから,3.25より,γ∈∪(刑)>〃=∪(刑).また,∪(刑)∈[∪(肌)+囚(刑)i]=

∪(刑)+1=α.すなわち,∪(刑)∈α.よって,γ∈∪(刑)∈α>γ=∪(刑)∈α.α=

∪(刑)+1∈伽となるから,3.20より,γ<∪(刑)<α>〃=∪(刑)<α.よって,γ<α.

Ⅳ 超限帰納法による順序数上の関数の定義については,次の定理が成立する.

3.45 ∀C]!F[FFnO乃<∀α[F`α=C`(F｢α)]].

[証明] 存在定理M2によって,次のようなクラスgが存在する.

/∈g≡∃βレFnβ<∀α[α∈β→/`α=C`レ｢α)]]

さて,ダ=Ugとせよ･/,♂∈g,かつ/Fnβ<♂Fnγ<β≦γならば,/=♂｢α.なぜ

ならば,βまでの超限帰納法を用いて,∀α[α∈β｢/`α=♂`α]を示すことができるか

らである･これは,∀α[α∈β｢/`α=C`附α)]によってβ上の関数/が一義的に決定

されることを意味する.そしてまた,/=♂｢αとは,どの2つの/,♂∈gもそれらの定義域

の共通部分においては合敦するということである.ゆえに,Fは全ての/∈gの定義域の和

を定義域とする関数であり,Dom(/)においてはそれぞれの/∈gと合致する.また,Fはそ

れぞれのα∈Dom(F)に対して,/`α=G`V｢α)を満足する.なぜならば,α∈Dom(F)とは,

Dom(/)においてf`α=G`V｢α)を満足し,かつ,f=F｢DomV)であるようなあるfに対する

α∈Dom∽∈伽のことであるからである.すなわち,∀α[F`α=C･(F｢α)].また明らかに,
FFnO仇 Fの一意性はαに関する帰納法による.

3.46 定義 順序関数(ordinalfunction)とは,関数値として順序数をとるところの,

オーディナル上の関数Cのことである.すなわち,(あるαに対して)cFnαあるいは

GFnOnであり,かつRng(G)⊆0れ.

3.47 定義 順序関数Cは,α<β→C`α<C`β(α,β∈Dom(C)に対して)ならば厳

密に単調であるといわれる.

3.48 cが厳密に単調であれば,α∈Dom(C)に対して,α≦G`α.

[証明] α∈Dom(G)に対して,～(α≦G`α),つまり,G`a<aなるa∈Dom(G)が存

在するとする.Dom(C)はオーディナルであるから,整列集合であり,保=(∬レ≦α<C`∬<

∬)はDom(C)の空でない部分集合である.よって,祝の中には最小元わが存在する.これに

対して明らかに

C`わ<わ.

C`∬<∬を成立せしめる∬としてはわが最小であるから,それより小さいC`わに対しては,

C`∬<∬は成立しない.すなわち,C`C`わ<C`わは成立しない.他方において,Gは厳密に単調

であったから,C`わ<わのときは,C`C`わ<C`わが成立する.これは矛盾である.

このことから,いかなる2つの異なるオーディナルズ,yもEに関して同型的ではありえ

ないことがわかる.

3.49 0rd(X)<Ord(Y)<HIsomE,E(X,Y)→X=Y<H=I｢X.

[証明] 同型関係の定義より次が成立する:α,βがα∈βなるズの元であれば,β`

α∈g`β.すなわち,〃は厳密に単調である.また,α,βがα∈βなるyの元であれば,

g~1･α∈g-1･β.すなわち,g-1も厳密に単調である.よって,3.48より,α∈方に対して

α≦〃`α.同様にして.〃`α∈yに対して,g`α≦〃~1`打α).しかるに,〃Tl`(g･α)

=αであるから,g`α≦α.ゆえに,α∈方に対して,α≦β`α<β`α≦α.よって,β`α

=α.換言すれば,ズ=yかつβ=J｢ズ.
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Ⅴ ここで,整列クラスZが2つのオーディナル方,yに対して同型であり,Zからズ

への同型写像をβ,Zからyへの同型写像をCとする.そのとき,α∈Zに対してg`αを

C`αに対応づけるズ上の写像上に関しては,次が成立する.

Un2(L,)<Rel(L)<Dom(L)=X<Rng(I,)=Y.

また,任意のβ`α,g`β∈ズ(ただし,α,β∈Z)に対して,次が成立する.

(β`α)E(g`β)…(C`α)E(C`β).

なぜならば,Zを整列する関係をβとすると,Zはズとyに対して同型であるから,次が

成立することによる.

α々β≡(g`α)E(β`β),α斤β…(C`α)E(C`β).

よって,Ord(X)<Ord(Y)<LIsomE,E(X,Y).よって,3.49により,X=Yとなる.

上のことより,整列クラスは高々1つのオーディナルに対して同型でありうることがわか

る.

整列クラスが1つのオーディナルに対して同型であるための十分条件は次の定理によって

与えられる.

3.50

1Pr(A)かつAWeWであり,しかもAのどの固有W-セクションも集合であれば,A

はⅣとEに関して0乃に同型である.

2
αWeⅣであれば,αはⅣとEに関して1つの順序数に同型である.

[1の証明] 3.45により,次のようなクラスCに対して,∀α[F･α=C･(F｢α)]をみ

たす0ナ1上の関数Fがただ1つ存在する.

旬,X〉∈G≡y∈(A-Rng(x))<(A-Rng(x))nw"レi=0.

任意の集合xに対して,G`x∈A-Rng(x).なぜなら,A-Rng(x)は2.85,2.73によって固

有クラスであり,よって,キ0であるから.ゆえに,任章のαに対して,F`α∈A-Rng(F｢α).

よって,Rng(F)⊆A.また,Fは1対1である.Dom(F)=OnかつPr(On)であるから,2

･84により,Pr(F"On).すなわち,Pr[Rng(F)].ところで,Rng(F)⊆A<[AnW"Rng(F)⊆
Rng(F)].ゆえに,3.6より,Rng(F)はAのW-セクションである.よって,仮定より,

Rng(F)キAではありえない.すなわち,Rng(F)=A.さらに,任意のα,β∈Onに対して,

α<β≡(F`α)Ⅳ(F`β).以上より,FIsomE,Ⅳ(0れ,A).

[2の証明] Aをαでおきかえて,1の証明と同様にしてCとFを構成し,∀α[α-

Rng(F｢α)キ0]とせよ.すると,Rng(F)⊆aとPr[Rng(F)]を示すことができる.しかし,

M(a)であるから,これは矛盾である.よって,]α[a-Rng(F｢α)=0].このようなαのう

ち最小のオーディナルをβとすると,F｢βはαとβの間の同型関係を確立する.

Ⅵ 選択公理を用いると,次の整列可能定理がえられる.

3.51任意の集合αに対して,α=♂"αとなるような順序数α,ならびにα上の1対1

の関数♂が存在する

[証明] 選択公理Eによって,∬≒0→C`∬∈∬なるV上の関数Cが存在する.さて,F

を次によって定義する.

∀α[F`α=C`(a-Rng(F｢α))]かつFFnO抑.

すると,C`(a-Rng(x))は正規タームであり,X∈V→M[c`(a-Rng(x))].よって,M5により,

次のようなただ1個のV上の関数Cが存在する.
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∬∈Vに村して,C`∬=C`(α-Rng(∬)).

ここで,∬=F｢αとすると,Fは∀α[F`α=C`(F｢α)]をみたす.もちろん,このようなFの

存在と一意性は3.45により保証される.

今,∀α[α-Rng(F｢α)キ0]と仮定する.C`∬∈∬であるから,任意のαに対して

F`α=C`(a-Rng(F｢α))∈a-Rng(Fトα).

すなわち,F`α∈a-Rng(F｢α).よって,Rng(F)⊆a.他方において.Un2(F).さらに,

Dom(F)=On,Pr(On).よって,2.84より,Pr(F"On),すなわち,Pr(Rng(F)).しかるに,

M(a).これは矛盾である.よって,]α[aTRng(F｢α)=0].このようなαのうち最小のオ

ーディナルをβとすれば,F｢βを♂と考えることができるからこの定理がえられる.

整列関係を拡大して,順序数の順序対に対しても付与することが望ましい.これは次のよ

うに定義される.

3.52 定義 〈α,β〉⊥g〈γ,∂〉…【β<∂>(β=∂<α<γ)]<⊥g⊆(伽2)2.

3.53 定義 〈α,β〉R〈γ,8〉…[Max(α,β)<Max(γ,8〉>[Max(α,β)=

Max(γ,∂)<〈α,β〉⊥g〈γ,∂〉]]<β⊆(伽2)2.

上記3.52をみたす⊥gの存在はM4からでてくる.なぜならば,次によって定義される関

係⊥gは,明らかに3.52をみたすからである.

〈∬,ツ〉∈⊥β≡∃α,β,γ,∂[∬=〈α,β〉<プ=くγ,∂〉<(β<∂

>(β=∂<α<γ))]

斤に対しても同様である.

3.54(九2のどの固有斤-セクションも集合である.

[証明] 〈〃,リ〉β〈α,β〉となるような対〈〃,リ〉を任意にとって考えてみる.この点

は定義3.53における斤であるから次をみたす.

MaxIFL,リl≦Maxlα,針<Maxlα,βけ1

ゆえに,FL,リ∈Maxjα,βけ1.よって,〈FL,リ〉∈[Maxlα,針÷1]2.そして,[Maxiα,

針+1]2=αとおくと,2.75より,M(α)(これは次の理由による:α,β∈0れであるから,

M(α)<M(β).さらに,M(Maxlα,針).ゆえに,公理A4により,M(jMaxlα,β=).

よって,2.70により,Maxlα,βi+1Maxlα,BH=Maxjα,βけ1は集合であり,さらに,

2.75により,[Maxiα,βけ′1]2=αも集合である).よって,1〈〃,リ〉lく〃,リ〉斤〈α,β〉l
⊆α.〈〃,リ〉 と 〈α,β〉のクラスは1対1であるから,〈α,β〉 の全てのクラスも集合で

ある.すなわち,0托2のどの固有β-セクションも集合である.

ところで,G6delは次の2つについては言及はしても証明はしていない.次にそれについ

て少し触れておきたい(2の証明は要約のみ示す).

1伽2の⊥gによる整列可能性

2 伽2の鋸こよる整列可能性

[1の証明] 伽2の任意の⊥㍗始切片は集合であるので,伽2の任意の空でない部分集

合uが最小元をもつことを示せばよい.(i)Min用I〈α,β〉∈ui=8,(ii)Mi吊αl〈α,8〉

∈石=γとおくと,〈γ,∂〉 は祝の最小元である.次にそれを示す.今,任意に 〈ぞ,ワ〉

∈祝をとると,∂とワを比べると,(i)より,∂≦ワ.∂<ワのときは,定義3.52により,

〈γ,∂〉⊥g〈∈,ワ〉.∂=ワのときは,〈ぞ,ワ〉は〈∈,∂〉となる(●.■∂=ワ).よって,(ii)より,

γは 〈α,∂〉なるαのうち最小のものであるから,γ≦∈.γ<∈のときは,∂=ワ<γ<
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∈であるから,3.52より,〈γ,∂〉⊥g〈∈,ワ〉.γ=∈のときは,∂=ワ<γ=∈であるから,

〈γ,∂〉=〈∈,?〉.よって,〈γ,∂〉は祝の最小元である.

[2の証明] 3.54の証明と同様のやり方で,伽2のどの斤一始切片も集合となることが

示される.よって,On2の任意の部分集合uが最小元をもつことを示せばよい.Min(Max

(α,β)l〈α,β〉∈祝)=γ,∂=Min(αlα≦γ<【〈α,γ〉∈祝>〈γ,α〉∈従】)とすれば,〈γ,∂〉が

求めるルの最小元である.

さて,伽2は3･32,2･83により固有クラスであり,また,伽2we斤であった.そこで,

3.50,3.54を適用すると次が成立する.

3.55 0れ2は斤とEに関して,伽に同型である.

さらに,0れ2から伽への同型関係をPで表す.

3.56 定義 PFnOn2<Rng(P)=On<∀α,β,γ,∂[〈α,β〉R〈γ,∂〉→P･〈α,β〉

<P`〈γ,∂〉].

3.57 Max{α,針≦P`〈α,β〉.

[証明] γ=Max一α,針とする.Maxlγ,Oi=Maxiα,射 であり,0<βかあるいは0

=βのときは,γ=α<0=βであるから,3.53より,〈γ,0〉斤〈α,β〉,あるいは〈γ,0〉

=〈α,β〉･よって,3.56より,P`〈γ,0〉≦p`〈α,β〉.ところで,P`〈γ,0〉 はγの関数

と考えることができる.それをF`γと表すと,3.56より,Pは厳密に単調であるから,F

も厳密に単調である･よって,3.48により,γ≦F`γ.したがって,Max(α,β)=γ≦F･

γ=P`〈γ,0〉≦p`〈α,β〉.

4 基数

Ⅰここでの展開も一般的である.われわれはすでに,選択公理を仮定すればどの整列集

合もある順序数に同型であり(3.50の2),また,3.51の整列可能定理によって,どの集

合も整列集合となることをみてきた.したがって,2つの集合の間の仝単射関係の存在をも

ってそれらの集合の元の個数が同じであると考える限りにおいては,集合の元の個数を順序

数(これも集合)でもって定義できることになる.こうしたことから,選択公理を仮定して基

数の理論を建設することが可能となる.もちろん,周知のように,選択公理を仮定しない基

数の理論もある.G6del自身は有限カーディナルに関するものを除けば,選択公理を仮定す

る立場をとっている.以下,彼の記述にしたがい,基数の理論を概説するが･*･印のつい

ている定義ないし定理は選択公理に基づくものである.

まず,同等性について.2つのクラスズ,yは,それらの元の間に1対1対応が存在する

ならば,同等(equivalent)であるといわれる.

4.1定義 X=Y…∃Z[un2(Z)<Rel(Z)<Dom(Z)=X<Rng(Z)=Y]

明らかに,この観念は正規的でない.それに対応する正規的観念は次のようである.

4.2 定義 X=′Y≡∃z[un2(z)<Rel(z)<Dom(z)=X<Rng(z)=Y].

4.3
∬=プ≡∬=ケ.

[証明] 2つの集合ズ,yに対して,4.1の右辺をみたすクラスZは,2.76より,集

合である.

4.4 定義 G,y〉∈Aeq…x=y<Rel(Aeq).
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ズのカーディナルは･斉,によって表され,次の公準によって定義される.

*4.5 定義
∬=言<言∈伽<∀α[α<言→～(αごわ]<(Pr(ズ)→屠=伽).

すなわち,言を集合∬と同等な順序数とし,かつ,∬と同等な順序数のうち最小のものを妄

とするのである.そして,固有クラスズに対する斉を伽と定めるのである.斉の存在は

3.51により,一意性は最小性による.また,斉は正規演算である.なぜなら

ズ∈デ…方∈伽<∀α[α=′y→ズ∈α].
また,ターム宗は正規演算であり,∬∈Vに対して,M(言).よって,M5により,V上の

関数で`∬∈Vに対して,肋`∬=言,をみたすものが存在する.

*4.6 定義 肋`∬=言<肋Fnt′.

Ⅰ 集合のカーディナルは基数(cardinalnumber)とよばれる.すなわち,基数のクラス

Ⅳは次のように定義される.

*4.7 定義 〃=Rng(肋)(=(妄l∬∈V)).

*4.8 〃⊆0彿.

[証明] 4.5と4.7より明らか.

基数を始数(initialnumber)概念を用いて説明すれば次のようになる:順序数がそれより

も小さなオーディナルと同等でないとき,すなわち,始数であるとき,かつそのときに限っ

て,順序数は基数である.

*4.9(貢≦α.

[証明] αの基数諒とは,αと同等な最小の順序数であり,α自身がαと同等な順序数で

ある.よって,反≦α.

*4.10 ∬∈Ⅳ…∬=言.

[証明] ∬=言とすると,4.7より,∬∈乱 逆に,∬∈〃とすると,4.7より,]ッ[∬=

デ].よって,∬はッと同等な最小の順序数(=デ)である.ここで,言<∬とすると,妄ニガか

つ∬=プ(■･●グ=デ<∬=デ)であるから,言=プ.言<∬であったから,妄=プ…ッ=言<妄<ズ.ゆえに,

ッ=妄<∬.これは矛盾である.よって,∬≦言.ところで,4.9より,言≦∬.したがって,∬

*4.11言=∬.

[証明] 3.51による∬の存在と4.5による.

*4.12 ∬=グ≡f=ダ.

[証明] ∬=γとする.芳=言であるから,妄=γ,ゆえに,言はッと同等な順序数である.

他方,デはプと同等な最小の順序数であるから,デ≦妄.同様にして,グ=デ.よって,∬=プ<

プ=デより,デ=∬.よって,言≦デとなるから,言=デ.逆に,妄=デとすると,∬=妄であるから,

∬=す.また,ダ=γ.ゆえに,ズ=プ.

*4.13 肋`[肋`∬]=肋`∬.

[証明] 4.11より,言=∬.よって,4.12より,(妄)=言.

*4.14 ∬⊆プ→f≦す.

[証明]
∬⊆γとする.γ=デ.ゆえに,∬=悠<z⊆デなる集合zが存在する.gは順序数の

集合である(つまり,Z⊆0ナl).3.31を用いると,このzはEによって整列されるから,3

.50の2により,ある順序数βに同型である.すなわち,んkomE,E(β,g)なる九が存在する.
定義3.12より,九は厳密に単調である.また,んは順序関数でもある.したがって,3.48

一
26
-



山岡悦郎 G6del集合論Ⅰ

より,α∈β(=Dom(ん))に対して,α≦九`α.一方,α∈βに対しては,ん`α∈z⊆デ.よ

って,α∈β→α≦九`α∈デ.つまり,α∈β→α∈デ.ゆえに,β⊆デ.だが,同型関係
より,β=言であり,また,∬=gであったから,4.12より,言=言.よって,β=言=言.し

たがって,言=言=β≦β≦デ.

これらの定理からの帰結として,SchroederBernsteinの定理がでてくる.すなわち,X=t

⊆プ,かつプ=祝⊆∬であれば,言=『≦デ<デ=蒜≦妄.よって,言=デとなるから.
*4.15 α>1に対して,α+1≦α2.

[証明]A=(〈0,β〉lβ<α)∪(〈1,0〉lとおけば,α+1二ごAかつA⊆α×α.よ

って,4.12,4.14より,α+1=A,かつオ≦扉.
*4.16 U｡(A)→扇≦言.
[証明]

α=言とおけば,α=房であるから,ん:α→αなる仝単射関係九が存在する.

ところで,置換公理C4において,∬=αとおけば次が成立する.

Un(A)→ヨプ∀㍑[祝∈プ…]γレ∈α<〈祝,〃〉∈A]].

よって,y=Rng(Ala)=A"aであり,かつ,Mb′).すなわち,Un(A)→M(A"a).ここで,

u｡(A)の仮定の下で,わ=A"｡とおく.さらに,♂:わ上⊥αを次でもって定義する(もちろ

ん,〃βは`最小のβ'を意味する).

∬∈わ→g(∬)=〝βh`ん(β)=∬].
すると,♂は1対1であるから,わ=♂"わ.また,グ∈♂"わとすると,♂(刑)=グなる刑∈わが存

在する.よって,上記♂の定義より,刑∈わであるから,g(刑)=〃βh`九(β)=刑]となる.

また,A`九(β)=刑かつ刑∈わ,すなわち,A`九(β)∈わ.さらに,わ=A"α.よって,ん(β)∈

α.また,んはん:α→αなる仝単射であった.ゆえに,β∈α.

他方,定義より,♂(刑)=βであるから,ダ(刑)∈α.♂(刑)=γであったから,プ∈α.す

なわち,グ∈♂"わ→プ∈α.よって,♂"わ⊆α.以上より,わ=〆`ゎ<♂"わ⊆αが示された.ゆ

えに,4.12,4.14より,わ=♂"わ<♂"わ≦正.よって,戻≦庁=(言)=∂.よって,『≦∂.

すなわち,A"｡≦臥 したがって,A"∬≦言となり定理は証明された`二Q
*4.17 妄<釘汀.(C｡nt｡rの定理)

[証明]集合ズの各元刑∈∬に,部分集合(刑)⊂∬を対応させることにより,集合A={1扉

l椚∈石をうる.∬=A⊂タ(∬)であるから,4.14より,妄≦軒訂.したがって,言=所訂とし

て矛盾を導けばよい.妄=房て打とする.すると,が=タ(わ.よって,九:∬→汐(∬)なる仝単
射関数んが存在する.さらに,M2により,次のようなクラスCが存在する.

β∈C…∃fUFru<Dom(/)=x<RngV)=9(x)<β∈x<"(β∈h`β)].

C=(封β∈∬<～(β∈九`β)lであるから,C⊆∬.ゆえに,C∈ダ(∬).ところで,九の存在
より,九`∂=Cなる∂∈∬が存在する.そして,∂とCの関係としては,∂∈Cか"(∂∈C)

のいずれか一方のみが成立する.∂∈Cと仮定する.クラスCの定義より,∂∈∬<"(∂∈

九`∂).九`∂=Cであるから,～(∂∈C).他方,～(∂∈C)と仮定する.C=九`∂より,～(∂

∈ん`∂).また,∂∈∬であるから,～(∂∈C)→∂∈∬.よって,∂∈∬<"(∂∈九`∂).した

がって,Cの定義より,∂∈C.すなわち,∂∈C…～(∂∈C).

*4.18 Pr(Ⅳ).

[証明] 〃が集合であるとして,それを乃で表す.∪仰=γとすると,2.69より,M(γ).

ズ∈彿→∬⊆∪習,すなわち,∬∈抑→∬⊆γ→言≦房.ところで,∬∈乃(=〃)のときは,4.10より,
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∬=言である.すなわち,∬∈れ→∬=言.よって,∬∈れ→∬=言≦房.他方,4.17より,房<夕(γ).

よって,∬∈れ→∬=妄≦房<所万.すなわち,∬∈れ→∬<軒訂.ここで,∬として所訂をとる

と,房て汀<軒訂.これは矛盾である.よって,Pr(Ⅳ).

Ⅱ 自然数のクラス山は次のように定義される.

4.19 定義 ∬∈仙≡∬+(∬)⊆gI.

∬が第1種順序数であり,しかもそれより小さい全てのオーディナルも同じく第1種順序

数であるならば,∬は自然数である.

4.20 1 α∈仙→α+1∈仙

2
α∈仙<β<α→β∈仙

[1の証明] α∈仙とする.α∈gI⊆伽より,α∈0仇 よって,3.38より,α+1

∈0れ また,∃α[β=α+1]であるから,3.40より,β∈〟卜すなわち,α+1∈gI.

ゆえに,(α+1)⊆gト また,α+1=α+(α)⊆gIより,α+1⊆gI.よって,(α+

1)十(α+1l⊆gI.したがって,4.19より,α+1∈仙.

[2の証明] α∈山<β<αとする.すると,4.19より,α∈gI.β∈αであるか

ら,β∈gI.よって,(β)⊆gI.また,β<αより,β⊂α.さらに,4.19より,α⊆

gI.よって,β⊂gI.したがって,β+(β)⊆gIより,β∈仙.

4.21定義 五,おは変域が仙であるような変数である.

帰納法の原理が自然数に対して成立する.

4.22 0∈A<∀拍∈A→々+1∈A]→仙⊆A.

[証明] 0∈A<∀た[お∈A→た+1∈A]<～(仙⊆A)とする.A⊂山であるから,Aには

属さない最小のαの元iが存在する.よって,4.19より,五+(り⊆gI.したがって,3

.40より,∃烏有=お+1]>五=0.ところで,0∈Aであるから,五=0ならi∈Aとなり,仮定に
反する.また,i=た+1とすると,iはAに属さない仙の最小の元なのであるから,fよりも

小さいたはAに属することになる.すなわち,た∈孔だがこのときは,∀拍∈A→お+1∈A]

より,た+1∈A.すなわち,i∈Aとなり,これも仮定に反する.

自然数のクラス上の関数は帰納的に定義される.

4.23 ∀α∀C∃!F[FFn(山<F`0=α<∀た[F･(た+1)=C`(F`お)]].

これは3.45におけるCを特殊化するか,あるいは3.45の証明で用いられた論法と同じ

論法を用いることによって証明することができる.

4.24 石=牒→五=た.

[証明] ∀五∀お[巨=牒→i=お]をiに関する帰納法で示す.(1)五=0のとき.0=たのとき

は明らかに,た=0.よって,∀た[0=た→0=た].(2)t=i｡のとき成立するとする.すなわち,

∀た[五｡=お→i｡=お]と仮定する.今,任意のおに対し,五｡+1=たとする.たは0ではありえな

いから,た=わ+1なるた｡が存在する.よって,五｡+1=お0+1と仮定することになる.ところ

で,五+1=た+1→石=おである[･.･～(ト=お)ならば,4.12より,Jキ釘,ゆえに,五+1≒お+1.

よって再び,4.12より,～(五+1=た+1).ゆえに,i+1=た+1→t=れ 一方,帰納法の仮

定より,わ二沌→五｡=たであった.よって,io+1二ごわ+1→五0=如→五0=れ また,五0=わ→五0+1

=お｡+1.したがって,i｡+1二ごた｡+1→i｡+1=た｡+1.すなわち,五｡+1のときも成立する(:刀
4.25 α=た→α=ゐ

[証明] α<仙ならば,α∈仙であるから,4.24より明らかに成立する.山≦αの
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ときはどうか.α=たと仮定する.ここで,お+1を考えてみる.た∈仙であるから,4.20よ

り,お+1∈仙.よって,お+1⊆仙.また,α⊆Ⅳ[･.･れ∈仙とする.4.9より,完≦れ∈

仙.よって,お∈山に対しては,4.24より,彿=た→れ=た.ゆえに,た<れ→"(れ=わ.よって,

蒜<乃ならば"(れ=蒜)であり,これは不合理.よって,仰≦蒜となり,蒜=彿,他方,完∈〃

であるから,抑∈凡すなわち,れ∈仙二空瑚･ゆえに,た+1∈凡よって,4･10より,た

+1=た+1.た+1⊆α=たであるから,た+1≦反.α=たであるから,4.12より,庁=妄.4

.9より,妄≦た.よって,お+1≦庁=言≦た.ゆえに,た+1=た+1≦庁=妄≦た.すなわち,た
÷1≦お.これは矛盾である.よって,山≦αのときは,"(α=た)であるから,そのときは,

α=たは偽となる.したがって,山≦αのときも,α=た→α=た.

*4.26 五∈凡

[証明] 4.11より,J=五.た=デとすれば,お=i.よって,4.24より,た=i.お=デ<た=

iであるから,i=デ.したがって,4.10より,i∈凡

Ⅳ クラスは,それが自然数と同等であれば有限(finite)とよばれ,そうでなければ無限

(infinite)とよばれる.

4.27 定義 Fin(∬)…]α[α∈仙<α=′∬].

4.28 定義Inf(x)…～Fin(x).

4,29 1 Fin(x)<z⊆x→Fin(z).

2 Fin(x)<Finb′)→Fin(x+y)<Fin(xxy).

[1の証明] Fin(∬)<z⊆∬とする.すると,∃α[α∈仙<α=′ズ].3.51により,∬=

′`αとなるような順序数α(∈仙),ならびにα上の1対1の関数/が存在する.同様にして,Z

⊆∬なるzに対しても,Z=/"β<β≦αとなるような順序数β(∈仙),ならびにβ上の1

対1の関数/が存在する.1村1より,β=′z.また,β∈仙.よって,Fin(g).

[2の証明] 次の3つは明らかに成立する.

(1)Fin(x)→Fin(x+(a)).(2)Fin(x)→Fin((a)×x).(3)妄=n+1<｡∈x→㌻=て訪=n.

与式の証明は言に関する数学的帰納法による.(i)言=0のときは,∬=0.よって,㌃り=

y,かつ,∬×y=0.しかし,Fin(γ)であり,さらに,Fin(0)でもある(●/0∈w<0二ご′0).(ii)

帰納法の仮定として,∀x[f=n<Finb′)→Fin(x+y)<Fin(xxy)]とする.さて,妄=n+1

とする.明らかに,∬キ0であるから,∃α[α∈∬].すると(3)より,;二て訂=彿.よって,帰納

法の仮定より!(∬-(α))+プは有限であり,(∬一(α))×プも有限である.しかるに,∬+ッ=[(∬

-(α))+グ]+(α)であるが,これは(1)より,有限である.さらに,∬×ッ=[(∬-(α))×ッ]+[(α)

×y]であるが,仮定より,Finレ).よって,(2)より,Fin((a)×y).したがって,Fin(xxy)

となり定理は証明された`:㊥

4.30 Fin(α)…α∈仙.

[証明] Fin(α)とすると,]β[β∈仙<β=′α].しかるに,β=αのときは,4

.25より,α=β.よって,α∈仙.逆に,α∈仙とする.M(α)であるから,3.51より,
α=′`βとなるような順序数β,およびβ上の1対1の関数/が存在する.明らかに,α=

β･よって,α=β.また,α∈仙<α=βより,β∈仙.すなわち,β∈山<β=α

なるβが存在し,Fin(α).

4.310rd(仙).

[証明] 4.19より,山は順序数のクラスであるから,仙⊆0れ.よって,3.31,3.
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4より,ECon軋 また,∬∈仙とする.上述のように,仙⊆0臥 さらに,α∈わ<わ∈仙とす

ると,Ord(b).ゆえに,Comp(b).よって,3.14より,∀u[u∈b→u⊆b].仮定より,a∈b

であるから,α⊆わ･また,わ∈仙であるから,わ+(わ)⊆gI.よって,α⊆わ⊆わ十(わ)⊆gl.

すなわち,α⊆gI.また,∂⊆gI<α∈はり,α∈gI.ゆえに,(α)⊆gI.よって,α+(α)

⊆KI･したがって,4.19より,a∈a).すなわち,Comp(w)となり,Ord(w).

4.32 M(仙).

[証明] 無限公理Clによってその存在が保証される集合αに対して,わとしてαの元

の全ての部分集合のクラスをとる.わ⊆タ(∪α)であるから,わは集合である.刑∈αなる別

に対するタ(刑)はわの部分集合であり,肌∈αのときは,刑+(れ)∈αである.よって,タ(刑

+(れ))⊆みでもある.さらに,任意の∬に対して

∬∈タ(刑)(⊆わ)→ズ+(彿)∈タ(椚+(れ))(⊆り.
すなわち,∀∬♭∈わ→∬十(れ)∈り.

さて,C=(仙1Aeq)"わによって定義されるクラスC,すなわち,ぁの元と同等である自然

数のクラスを考えてみる.Un(wIAeq)<M(b).よって,2.65より,M(C).また,任意の

f∈Cをとると,f∈仙であるから,4.20より,∃5[ぶ∈わ<5=f]<f+1∈仙.よって,∃ぶ+

(れ)[5十(邦)∈わ<5十(粥)=f+1]<f+1∈臥 したがって,f+1∈C.ここで,C⊂αと仮定

する.≠∈みであるから,≠=≠より,0∈C.山一Cの最小の順序数をαとする.0∈Cで

あるから,α≒0.α∈山一Cより,α∈仙.ゆえに,4.19より,α∈gI.よって,∃

β[α=β+1].このような順序数βに対しては,β<α.また,β+1=α∈仙のときは,

β∈仙･さらに,β<α,かつαは山一Cの最小の順序数であったから,β∈C.よって,

β+1∈C.しかるに,β+1=α･であったから,α∈C.これは,～(α∈C)という仮定に

反する.ゆえに,･山⊆C.したがって,2.67よりM(仙)となり,定理は証明された`:甥
4.33(0∈〟Ⅲ.

[証明] 仙∈gIとすると,]α[仙=α+1].α∈α+(α)=α+1より,α∈仙.

よって,4.20より,α+1∈仙.ゆえに,仙∈仙となるが,これは不可能である.

4.34 第2種順序数が存在する.

[証明] 4.31,4.32,4.33による.

*4.35 定義 Ⅳ′=〃一山.

*4.36 Ⅳ′⊆0れ.

[証明] ∬∈Ⅳ′,つまり,∬∈〃一山とする.すると,∬∈凡 他方,4.8より,Ⅳ⊆0仇

よって,尤∈0仇

*4.37 〃′はEに関して0†lと同型である.

[証明] 4.18,4.32,2.85により,Pr(Ⅳ′).また,4.36より,〃′⊆0彿.よって,

3.31より,Ⅳ′はEによって整列される.また,ズが〃′の固有E-セクションであるとすると,

3.11により,方は〃′のE-始切片,つまり,〃′一方の最初の元αによってうみ出されるE一

始切片である.よって,ズ⊆α.M(α)であるから,2.67により,M(ズ).よって,3,50

の1より,〃′はEに関して0れに同型である.

0れから〃′への同型関係は一般に,8で表される.

*4.38 定義 8IsomE,E(0彿,〃′).

明らかに,次が成立する.
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*4.39 8`0=仙.

4.25により,仙∈〃であるから,8γと仙γは次によって定義される.

*4.40 定義 8r=仙γ=8`r.

*4.4182α=8｡.

[証明] 4.38,4.40より,仙r(=8`γ)∈〃′となるから,叫∈凡 よって,4.9より,

山r=覇.γは82γ≒8γなる最小の順序数であると仮定して,仙2γ=仙γを示せばよい.な
ぜならば,仙2γ=仙γなら,4.11より,山2r=82γ=仙γ=8γ=8γ,つまり,82r=8γとな

り,最初の仮定に反し,与式が成立することになるからである.

3.56で定義されたPに対して,3.57より,Max(α,β)≦P`〈α,β〉 であり,また明ら

かに,〈α,β〉∈仙2r≡α∈叫<β∈仙γ.よって,山γ⊆P"(山2γ).したがって,

Schroeder-Bernsteinの定理より,P"(w2,)⊆w,が示されるならば,P"(w2,)=w,となり,

Un2(P),かつPは仝射であることから,仙2γ=叫となる.ゆえに,P"(仙2γ)⊆叫が示されれ

ばよい.

以下,γは82γ≒8γなる最小の順序数であるとの仮定の下に,P"(仙2γ)⊆仙rとなることを

示す.ところで,P`〈α,β〉<叫→P"(仙2r)⊆叫であるから,α,β∈叫に対して,P`〈α,

β〉<叫を示せば十分となる.また,あらゆる∂に対して(∂∈〃より,∂=庁(4.10)

であるから),∂<叫…庁<叫である.よって結局,α,β<叫に対して,P･〈α,β〉<仙

rを示せば十分ということになる.

さて,P`〈α,β〉はP`〈α,β〉 より小さなオーディナルの集合のべき(濃度)である.つ

まり,

P`〈α,β〉=(∬ Ord(∬)<∬<P`〈α,β〉).

Pの定義3.56により,この集合は順序βにおいて〈α,β〉に先行する対の集合別にP-1に

よって写される.すなわち

刑=(〈芳,グ〉l〈∬,プ〉斤〈α,β〉)<刑=P~1"(P`〈α,β〉).
よって,P`〈α,β〉=蒜.また,3.54の証明において示されたように,〈∬,ツ〉∈別に対し

て

〈x,y〉∈m→x,y∈[Max(α,β)+1]→〈x,y〉∈[Max(α,β)+1]2.

ここで,Max(α,β)=〃とおくと,〈∬,ツ〉∈刑→〈∬,ツ〉∈(〃+1)2.よって,刑⊆(〃+1)2.

この〃に対して,次の区別を行う.

(1)FLが有限であるとき.Fin(FL)であるから,4.29より,Fin(FL+1).ゆえに,Fin

((〃+1)2).よって,4.30より,(〝+1)2∈仙.すなわち,(〝+1)2<仙.よってこの場

合,蒜≦(〃+1)2<山≦仙r.すなわち,蒜=P`〈α,β〉<叫.

(2)〃が無限であるとき･〝=Max(α,β)<α,β∈叫であるから,〃<仙γ.よって,

ある∂<γに対して,オ=仙∂(=8∂).ところで,γは仮定より,82γキ8γ,つまり,仙2γ

キ仙rなる最小の順序数であった.ゆえに,rより小さい∂に対しては,仙2∂=仙∂が成立す

る.つまり(仙∂=庁であるから,(β)2=庁が成立する.庁=〃であるから,(庁)2=〃2.

よって,〝2=√.ゆえに,4.15を用いると,〃+1≦〃2であるから,蒜≦(〃+1)2≦

(〝2)2=〃2=庁<仙γ.すなわち,蒜=P`〈α,β〉<仙r.

以上,P`〈α,β〉<仙rが示され,よって,仙2r二ご仙γが示され,この定理の証明は終わっ

た.
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*4.42 任意の無限集合∬に対して,∬2=言

[証明] 4･39より,8`0=仙.4.40により,8γ=叫=8･γ.また,8

IsomE,E(0れ,〃′)で,Ⅳ′=〃一山であるから,8`α∈〃′=Ⅳ一山.よって,8･α∈乱 したがっ

て,4･41は任意の無限集合8αに対して成立する.そこで,4.4において,8α=∬とす

ると,∬2=∬･そして,∬=8α=8`α∈凡 つまり,∬∈Ⅳであるから,4.10より,∬=言.よ

って,∬2=オ.

*4.43Inf(∬)<ッキ0→丙=市=Max(妄,デ).

[証明]Inf(x)<y≒0とする.ゆえに,W≦涼<0<;.Max(言,;)=αとおくと,4.11

より,∬=言,ツ=すであるから,∬×γ=fXダ⊆α×α.よって,∬×グ≦α×α=α.すなわ

ち,丙≦Max(言,弟.

ところで,プ≒0は次の2つのケースに分けられる.(1)デ=1のとき.(り≦盲であるから,

∬×グ=∬+プ[■･■In拍)<デ=1であるから,∬×ッ=∬,かつ∬+プ=∬].よって,丙=市=言=

Max(言,デ).(2)1<デのとき.1<言<1<デ→∬+ッ≦∬×グである[･.･1<言<1<デであるから,

∃∬1,∬2∈∬レ1≒∬2]<ヨハ,プ2∈グ♭1キγ2].そこで,次のような∬×ッ上の関数Fを定義する:

F`㍍2,グ2〉=∬2,∬≒∬2のときは,F`㍍,ツ1〉=∬,それ以外のときは,F`㍍,プ〉=γ.すると,∬×γ

から∬+グへの関数Fは仝射であり,よって,Un(F)であるから,4.16により,∬十ッ=F"(∬

×ヅ)≦ガ×グ]･ゆえに,㌃恒≦∬×プ.しかるに,上述より,∬×グ≦Max(宗,デl.よって,∬+ッ

≦∬×ッ≦Maxj言,只.さらに,∬⊆∬+ッ<γ⊆㌃りであるから,言≦∬十プ<デ≦α力.よって,

Max(;=,;)≦市.したがって,Max(f,;)≦x+y≦xXy≦Max(f,;)となり,定理は証明さ

れた?q

*4.44 任意のプ∈別に対して,ダウ≦∂ならば,∪(F"扉≦言文諒.

[証明] まず,∀∬∈α[宗≦J]→甘言≦訪話を示す.∀∬∈α[言≦J]とする.すると,

∀∬∈αヨルわ:∬⊥ユれ ここで,′∬=ルとおくと

∃/∀∬∈αレ∬:∬⊥れ

さらに,もし刑∈∪αであれば,]ッ[刑∈ッ<プ∈α].選択公理たる公理Eを用いると

∃九∀刑∈∪α[刑∈九`刑<九`刑∈α].

(1)

(2)

また,次のようにして,∪α上の関数Cを定義する.

刑∈∪αに対して,C`刑=くん`椚,レ`ん`刑)`刑〉.
(1),(2)より,刑∈∪αならば,刑∈九`刑<ん`刑∈αであり,かつ

げ`九`刑)`刑∈わ.

よって,C:∪α→α×む.次に,Un2(C)を示す.刑∈∪α<乃∈∪α<C`肌=C`乃とすると

ん`刑=血気<伊九`肌)`刑=け`血気)`仇

しかし,ん`肌=ん厄のときは,/`ん`刑=/`九九 さらに,/`ん`刑は1対1であるから

げ`九`刑)`刑=け`抽)`れ→刑=邦.

よって,C:∪α→α×わ.ゆえに,∪α≦α×わ.

ところで,～Un(F)のときは,2.41より,4.44は明らかに成り立つ.Un(F)のときは,

4.16より,戸忘≦蒜であるから,J音戸忘≦諏完.さらに,∬∈F･`別のときは,]ッ∈刑[∬=Fパ.

よって,プ∈別に対して,Fケ≦∂ならば,∪(F"扉≦諏下有≦諏完.すなわち,∪(㍗扉≦言

文完.これで定理の証明は終わった.

4.45 定義 斤"A⊆Aならば,Aは斤に関して閉じている.
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4.46 定義 S``(A2)⊆Aならば,Aは3項関係としてのぶに関して閉じている.

4･47 定義 yが勘,……,斤たについて閉じ,また,3項関係としてのぶ1,‥･…,ち

に関して閉じており,しかも,方を含む最小のクラスであれば,yは勘,……,ガた,およ

び3項関係としてのぶl,……,ちに関するズの閉包であるとよばれる.

このクラスの存在は次の条件の下でのみ必要となる.

*4.48 M(ズ),かつ斤1,……,斤おとぶ1,

_…二･,ちが1価的であれば･閉包yが存在し,集合である.さらに,ズが無限であれば,テ=斉.

[証明] cFnl′を次のように定義する.

C`∬=∬十町`∬+……十月た"∬+Sl"(∬2)+……+Sノ"(ズ2).

右辺は正規タームであり,かつ2.65,2.70,2.75により,任意の集合∬に対して,集合

である･よって,M5により,Cは存在する.また,/Fn(dを次のように定義する.

/･0=∬,′(た+1)=C･レ･れ

明らかに,れ∈仙に対して,ル⊆/`(彿+1).ここで,∪け"仙)を考えてみると,これは集合

であり,定義4.47におけるyのみたすべき条件を全て満足する.さらに,任意の無限集合

ッに対して,4･16,4.42,4.43により,Cン=デ.したがって,∬が無限集合であれば,〝
に関する帰納法により,ル=/`0=fを示すことができる.よって,4.44,4.43により

∪絢)≦;文~石~=Max(言,蒜)=妄

であり,また,4.14により

言=再≦∪絢).

したがって,∪絢)=言.

注

(1)竹内[14],P.267.

(2)選択公理と数学の関わりについては,田中[17]を参照.

(3)前述の竹内氏によると,`P.Cohenのforcingの考えはゲーデルの上の考えのちょっとした

拡張であるというのは多くの専門家の意見である,ということである.竹内[14].p.12.

(4)竹内[14],P.12.

(5)このあたりの事情については,Wang[18],特にP.88-107.贋瀬･横田[6]を参照.

(6)竹内[14],P.27.

(7)本稿の記述はG6del全集第2巻所収の1940年の講義録(文献[5])に基づく.

(8)集合とはM(ズ)をみたすクラス方のことであるから,この公理は不要である.

(9)集合に対する外延性公理は,この公理の特別な場合である.

(拍 ここでの記法は現在多く使われている記法とは異なる.つまり,ここでの〈γ,ル〉はt現在

では〈〝,γ〉 と書かれることが多い.後の定義域や値域その他の定義においても同様である.

(11)例えばTakeuti&Zaring[15](P.83-84)においては,選択公理は次のように説明されてい

る.

強い形 ∃F∀∬[∬キ0→F`∬∈∬]

弱い形 ∃/∀∬∈α[∬キ0→/`∬∈∬]

すなわち,弱い形での選択公理は,αに限定された場合の選択関数/の存在を主張しているの

であるが,強い形の選択公理の場合はそのような限定がない.
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(12)以上の諸公理のうち,外延性公理[A3],対集合公理[A4],無限公理[cl],和集合公理[c

2],べき集合公理[c3],置換公理(図式)[c4],正則性(基底)公理[公理D]はZFにも含ま

れている.ZFには上記以外に,∃∬∀ッ["γ∈∬]が空集合存在公理として含まれる場合がある.

しかし,この公理は,やがて示されるように,G6del集合論では定理となる.

(1頚1951年に付加した注では,`概念'は観念と演算にのみあてはまり,特殊クラスはむしろ`対

象(object)'とよばれるべきであるといっている.

(14)以上,G6del集合論の公理系について述べてきたが,一般に,BG(したがって,G6del集合

論)とZFの関係については次が成立し,集合の理論としては対等であるといわれている.

1 Z Fのどの定理もBGの定理である.

2 集合についてのみ立言するBGの定理はいずれもZFの定理である.

コーヘン[3],P.83.Fraenkel,Bar-Hi11el&Levy[4],P.130-133.

(191951年に付加した注において,G6delは次のような趣旨のことを述べている:2のⅣで与え

られた正規性の定義にしたがうならば,`W占は正規的でないtという表現は正しくない.そ

れは`正規的であることを証明することはできない'といった方がよい.しかし,選択公理が

仮定されるなら,違ったやり方ではあるが,Weの正規性を示すことができる.つまり,定義

3.4でUを㍑でおきかえることができるのである.

(16)これと次の4.17の証明はTakeuti&Zaring[15]に負う.

(1乃 これと次の4.25の証明は竹内[14]に負う.

(18)4.29の証明はTakeuti&Zaring[15]に負う.

(19)Mendelson[8]は無限公理Clは論理式

∃α[0∈α<∀∬[∬∈α→∬∪(∬)∈α]]

と同値であること(P.198)と,上の論理式の無限公理を用いるとM(仙)となることを示して

いる(P.188).

CZO)これと次の4.44の証明はTakeuti&Zaring[15]に負う.
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