
二重大学教育学部研究紀要 第 56巻  自 然科学 (2005)1-29頁

一般の汎関数空間上の Fourier変換

(domainが測度空間の場合)

桑原 克 典
*・
新田 貴 士

**

Generalized Fourier Transforrnation for the Space of Functionals

(Measure Space Dornain)

Katsunori KUwAHARA and Takashi Nrtrn

IntrOductiOn

1960年ごろ、Abraham Robinsonが モデル理論の考えを使うことによって、Leibniz流の無限小解析

をそのままの形で合理化す ることができるのではないか、 と いう着想を得たのが超準解析

(Nonstandard Analysis)の始まりである。その後、超積の理論とも結びついて超準解析は急速に発展

し、応用として Ricmann積 分、位相、そして確率過程の議論への Nonstandardバージョンが見られる

ようになった。

超準解析によれば、たとえば実数体の超準モデルとして、実数体を真に合む全順序体が作られる。そ

こには無限大数、すなわちどんな実数よりも大きい数や無限小数、すなわちその絶対値をとったときに

どんな正の実数をよりも小さく、しかもゼロより大きい数が存在する。これは無限という概念の実体化、

すなわち実無限を数学として厳密かつ具体的に構成したということで特筆すべき業績である。 しかも、

ある意味で実数体に関して成り立つ性質はすべて超実数体、すなわち拡大された体でも成り立ち、逆も

また真である。この性質は移行原理と呼ばれ、超準解析においてとても重要な性質の 1つである。これ

により無限小解析の議論を展開することができるようになった。また、中でもPeter A.Loebによるロー

ブ測度論は、その後の超準解析の発展に寄与し、本論文はその応用にあたる。

二重大学の新田と名古屋大学の岡田によって汎関数空間上の FOurier変換が定式化されたが、そこで

の汎関数はノ:{α :R→ R}→ σというものを考えていた。
一方、本論文

…
では domainが 測度空間

0イ, μO)の 場合、すなわち/:(α :″ → R}→ θの場合を考えた。そして汎関数空間上の Fourier変

換を行うために、新田 ・岡田の理論にしたがって 2回 の拡大を用いるが、新田 ・岡田の 2回 の拡大がど

んな *Ⅳの無限大数よりも大きいような ☆(*め の無限大数の存在を保証するために、特殊なフィルター

を用いていたのに対し、ここでは自然数全体の集合上のフレシェ・フィルターを含む超フィルターを用

いる一般的な 2回 の拡大で議論を行った。そしてその結果、新田・岡田の場合と同様の結果が得られた。

* 二 重大学教育学部

** 二 重大学教育学部

*** こ の論文はすべて桑原の仕事であり、彼の修士論文をまとめたものである。新田は修士論文の指導にあたった。
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また、本論文は 3つ の章から構成されており、第 1章では超準解析の議論に必要な事を簡単に述べ、

第 2章 では超準解析の応用として知られているローブ測度空間とルベーグ測度空間の対応について、結

果のみ述べる。そして最後の第 3章 では、本論文の題名にもなっている
一般の汎関数空間上の FOuricr

変換、但しdomainが 測度空間の場合について述べる。

第 1章  超 準解析の準備

この章では超準解析の議論に必要な事を簡単に述べる。また本章では、定理の証明を省略するので、

それらについては中村徹著 『超準解析と物理学』の第 1章を参照されたい。

§1.Rの 超巾

[1.1定義]

(1)自然数全体の集合Ⅳの部分集合族Fが 次の3つの条件を満たすとき、Fを Ⅳ上のフ.ィルターとい

う。

(i)Ⅳ∈′,ψ¢′.

(ii)(И c′ かつ И⊆3)⇒ B∈ ′。

(iii)(И ∈′かつ B∈ ′)⇒ И∩B∈ F.

(2)Ⅳ 上のフィルターFが さらに次の条件を満たすとき、Fを ノ上の超フィルターという。

(市)任 意のИ⊆Ⅳに対して、∠c′またはИ゙ =Ⅳ Иヽ∈′が成り立つ。

このときψ¢′と
“
(И∈′かつB∈r)⇒ И∩B∈′

"ょ
り、И∈′とノ ∈ノが同時に成り立つこ

はない。

このフィルターについて、次の命題が成り立つ。

[1.2命題]

(1)集 合 y上 のフィルターFに 対して、′を真に含むⅣ上のフィルターが存在しないとき、′を極大

フィルターという。′が極大フィルターであることとFが 超フィルターであることは同値である。

(2)y上 の任意のフィルターFに 対して、 Fを 含む極大フィルターが存在する。

ノの部分集合族馬を

鳥 ={И⊆Ⅳ :Ⅳ И`=И ば有限集合}

と定義する。この島はフィルタ
ーとなるが、これをフレシェ・フィルターという。

このフレシェ・フィルターは、超フィルターではない。例えば、И={2,4,6,8,…}を考えるとノ ={1,3,5,7,…}

であり、И,И
ιがともに無限集合であることから、И,И

εはどちらも鳥に属さない。しかし命題 1.2によ

って、この鳥を含む超フィルタ
ーの存在が保証されている。

[1.3定義]

無限集合Alを自然数全体の集合Ⅳとし、Al上のフィルター4を ノ上のフレシェ
・フィルターを含む

超フィルターとする。そして実数列全体の集合

′
Al={(1,r2'

上の関係～を

%∈κ)={∫|∫:Al→R}
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一般の汎関数空間上の Fouricr変換

(r19ら,…・)～(■,S2'…・)⇔ {μ∈Al:%=∫ μ}∈4

と定義すると、これは同値関係になる。′` をこの同値関係～で同値類別してできる集合Rへ/～をRの

超巾といい、*′で表す。定数列 (孔物 ・・。)を代表元とする類[(%物
・・・
)]をπ∈Rと 同

一視することで、
*Rは Rを 部分集合として含むことになる。

§2.上 部構造

[2。1定義]

(1)集合 Xに 対 して、 Xの 部分集合全体の集合を′(χ)で表すとき、

″0ぱ) = 2 ,

ノ. . ( * R ) =″2 (ス)∪P (″π( R ) ) (η
= 0 , 1 , 2 ,…

) ,

びぱ)=Uυπば)
η=0

によって定義される欽2)を Rの 上部構造 (super structure)という。

これはRに 関する数学のすべての諸概念を集合によって同一視 したときに、それらをすべて含む集合

である。同様に*′の上部構造改
*К
)も 定義される :

び0(*′)=*′ ,

y 2 . ( * R ) =″η(* 2 )∪P(びπ(* R ) ) (η
=0 , 1 , 2 ,…),

び(*ス)=U″.(*′)。
″=0

( 2 )χ ∈吹ス)に対してχ∈び.(2)を満たす最小の 2を χのランクといい、憾ηλ(χ)で表す。また電πん(χ)は

欽′)の 構成手順の何回目で χがつ くられるかを表す数である。同様にχ∈び(*R)のランクとは

χ∈びπ(*R)を満たす最小の2の ことである。

[2.2定義]

(1)以下の手順で帰納的に構成されたものをびば)の論理式という。

(i)為 ノを欽R)の各要素を表す定項 (constant term)もしくは、び(R)の要素をとって変化する変項

(variablc tcrm)とするとき、

χ∈ノ,  χヲ

は論理式である。これらを特に基本論理式という。

(五)Φ とΨが論理式のとき、¬Φ, Φ∨Ψ,Φ ∧Ψ,Φ →Ψも論理式である。

(五)Φ (χ)が変項χを含む論理式のとき、
∀κΦ(χ), ヨχΦ(χ)も論理式である。

(市)以 上の操作を有限回くり返してつくられるもののみを論理式という。

(2)論 理式Φの中に現れる変項κのうち、
]χ
, ∀χの形で現れるものを束縛変項 (bounded variable)、

そうでないものを自由変項 (■ce variable)といい、自由変項を含まない論理式を閉論理式 (closed

formula)という。

もし論理式が自由変項χを含んでいたら 「すべてのχについて」と解釈すべきか 「あるχについて」

と解釈すべきか確定しないので真偽を考えることができない。

ゆえに閉論理式に対してのみ真偽を考えることができる。

(3)ノのすべての要素χに対してΨ(χ)が成り立つという命題、すなわち、
∀χ{χ∈ノ→Ψ(χ)}を

∀χ∈ノΦ(χ)

で表す。また、Ψ(χ)を満たすようなχ∈ノが存在するという論理式、すなわち
ヨχ〔(χ∈ノ)∧Ψ(χ)}を
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ヨχ∈ノΦ(χ)で表す。

論理式Φの中に∀やヨの記号が全 く現れないか、現れたとしても χ ∈ノ,

き、Φを限定論理式という。

(4)(1)の “R)をび(*2)に置き換えたものを、び(*R)の論理式と定義する。

§3.移 行原理

[3.1定義]

の形でのみ現れると

(1)″ば)のランクπの要素、すなわちノ″ば) びヽ″Jば)の要素を並べた列全体を考え、これに対し関係
～を

(Иl'И2'・…)~(31,32・…)く⇒{μ∈Al:∠μ
=Bμ}∈Fl

と定義すると、同値関係になる。この同値関係～で類別してできる類の全体を″2(R)とし、

Jば)=∪」″ば)とする:
れ=0

び(2)=U″π(X),びπ(2)=(び″(′) ψ`π.(2))/`～.

以下、J.(R)のlxl,χ2…)を代表元とする類[lxl,χ2デ…)]を[(χμ〉μ∈Al]=[(χμ)]と略記する。

[3.2定義]

(1)χ∈びぱ)に対して、列(χ,χ,χデ…)を代表元とする類降,χ,χデ…)]∈欧′)を対応させる写像をαlとする。

(2)写像Д:欧′)→び(*2)を次のように定義する。

(i)(*R=ガ0(2)の上ではAは恒等写像とする。

(五)」0ば)∪Jlば)∪…∪Jπ(2)の要素に対して写像ムが定義されているとして、J″.(R)の任意の要素

χ=[ (χμ)] (χμ∈びπ」(′)
びヽ″( R ) ,μ∈Al )に対 して、

A(κ)={ム(ノ):ノ
=[(ノ
μ)]∈び。(2)∪

…。び″(2),(μ∈Al:ノμ∈χμ}∈Fl}

でД(χ)を定義する。

(3)合成写像Д oαl:4ス)→び(*R)を*で表し、χ∈″(R)の写像 *に よる像
*(κ)を *χで表す。

[3.3定義]

欽 *2)の要素のうち、写像 *の 値域に入っているものを標準元 (standard elcmcnt)、写像ムの値域に

入っているものを内的な元 (intcrhal element)、4*′ )の要素のうち内的でないものを外的な元 (cxternal

clcmcnt)という。

[3.4定理](ウ ォッシュの定理)

定項がすべて内的な欽
*К
)の限定閉論理式

Φ=Φ(A([(αμ)]),A([(し)]),…,A([(θμ)]))

が吹
*2)で真であることと

(μ∈Al:Φ(αμ,ら,・・・εμ)がびば)で真である}∈4

は同値である。

このウォッシュの定理から次の定理を導くことができる。



[3.5定理](移 行原理)

吹2)の限定閉論理式Φ=Φ(α,ら,一,ι)

Φ(α,ら,…ちι)がび(2)で真である

が成り立つ。

一般の汎関数空間上の Fouricr変換

(但しα,ら,…ε,∈びば)をΦの中に現れる定項とする)に ついて、

⇔ Φ(*α,*ら,…ち*ι)が改
*R)で真である

同値

この移行原理により、スタンダードな世界で成り立つ性質の多くが、ノンスタンダードな世界でも成

り立つことがわかる。

§4.内 的な集合に関する諸定理

ここでは内的な集合について成り立つ諸定理について述べる。

[4.1命題](内 的集合の特徴づけ 1)

α∈欽*r)について、αが内的であるためには、α∈*らを満たすら∈″ば)が存在することが必要十分で

ある。つまり内的な元とは、ある標準元の要素となっているもののことである。

・4。1の系 内 的な元の全体は、∪
*μ
2(R))と
一致する。

π=0

[4.2命題](内 的集合の特徴づけ2)

内的な集合の要素は内的である。

(ここで考えている内的な集合とは、もちろん*2の 要素ではない)

[4.3定義]

吹*R)の論理式Φについて、その中に現れる定項がすべて内的な元であるとき、Φを″(*′)の内的な

論理式という。

[4.4命題](内 的集合の特徴づけ3)(Kcislerの定理)

Φ(χ)をκのみを自由変項として含む欽*R)の内的な限定論理式とし、Иを内的な集合とするとき、集

合 {χ∈И:Φ(χ)は吹
*梁
)で真である}は内的である。

[4。5定 義]

ランクが 1以上のИ∈びば)に対して、
疵И={*α:α∈∠}とすると、これは吹

*′
)の要素である。混乱の

おそれのない限りИ∈吹R)と
疵И∈び(*R)を同

一視して単に∠で表すことが多い。特にИ∈び1(2) び`0(К)

のときは、完全に
まИとИを同一視できる。また、この

飢∠をИを颯
*R)に埋め込んだ集合ということもある。

*Rを 定義したときに*Rが 実数を含むと述べたのは、
・R⊆ *Rと いうことである。

また、ここまでAl=Ⅳ の場合で議論してきたが、Alが一般の無限集合の場合でも同様の議論を行うこと

ができる。

§5。有限数と無限大数と無限小数

以下、И∈吹2)に対する
並∠∈び(*′)(定 義 4.5)を単にИで表すことにする。
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[5。1定義]

(1)*y,*Z, *Rの 要素をそれぞれ超自然数,超 整数,超 実数という。

(2)す べてのπ∈yに 対してlχl>πが成り立
つようなα∈*Rを (正,負 の)無 限大数という。

(3)lχドπを満たすπ∈ノが存在するとき、κc*Rを有限数という。

(4)すべてのη∈ノに対してlχl<:が成り立
つとき、 κ∈*Rを (:正, 負の)無 限/J数ヽという。 または1無

限/1とヽもいう。

(5)κ,ノ∈*2に対してχ―夕が無限小数のとき、χとノは無限に近いといい、χ笙ノで表す。

。例 1[(1,2,3,…,μデ・・)]は無限大数である。

・例2脚,:モ_,÷劇岬跡数であ乙
これらが無限大数や無限小数であることは、フレシェ・フィルターの性質とウォッシュの定理からわ

かる。そして超実数の性質において、次の命題は特に重要である。

[5。2命題]

α∈*スが有限数のとき、α tt γを満たすγ∈′がただ 1つ存在する。

この命題から、次の標準化写像が定義される。

[5。3定義]

有限数α∈*2に 対 してα≡γを満たすただ 1つのγ∈Rを α∈*スの標準部分 (standard part)といい、
°α

で表す。α∈*Rに 対して α゙を対応させる写像をoで表し、標準化写像 (standard map)という。写像oを

sιで表し、°α=sι(α)と表すこともある。

さらに後の便利のために、α∈*Rが 有限数でないとき、α>0な らば
°α=∞ ,α<0な らば°α=一 ∞と標

準化写像oの定義を拡張しておく。

[5.4定義]

(1)И∈ム′)の有限部分集合の全体をみ(И)とするとき、写像*による場(И)の像を
*(4(И))=*ら(*И)で

表し、その要素をり の*―有限部分集合という。

(2)∪ *(らげ2(2)))の要素を*―有限部分集合という。
π=0

この*―有限集合はもちろん内的な集合であり、移行原理によってスタンダードな世界における有限

集合の性質の多くを保つ集合である。またり の*―有限部分集合αは、

α={χl,κ2'・̈'χπ}={χλ:たC*Ⅳ,た≦η}(π∈
*y)

の形に表すことができる。

以下の記号を用いることにする :

聡+=(χ∈R:χ>0}, *R+={χ ∈*R:χ>0},

*Ⅳ
∞={π∈
*Ⅳ:ηは無限大数,す なわち

∀π∈Ⅳ,lπl>易}=*Ⅳ、ノ.
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二般の汎関数空間上の FOuricr変換

第 2章  超 準解析における積分論の応用

この章ではスタンダードな世界の測度空間が、ノンスタンダードな世界の*―有限加法的測度空間か

ら導かれるローブ測度空間と対応付けられることを簡単に結果だけ述べる。

また第 1章 と同じく、本章でも証明は省略させて頂くので、足りない部分については中村徹著 『超準解

析と物理学』の第 2章を参照されたい。

§1.*― 有限加法的測度空間とローブ測度空間

[1.1定義]

以下の (i)から (vi)を満たす(X,A′,τ)を内的な*―有限加法的測度空間という。これがさらに (宙i)

を満たすとき、(X,Aご,τ)は有界であるという。

(i)X,Aど ,τはいずれも内的な集合である。

(五)A′ の要素はXの 内的な部分集合である。

(面)τ はAごから*″ ∪{0,*∞}への写像である。

(市)ψ ∈A″であり、(И∈AどならばИ
ε∈Aノ)である。

(v)η ∈*Jと するとき、AJの要素の内的な*―有限列<4,t,… ,4>に 対して、

∪ИんはAどの要素である。
た≦″

(宙)(v)の<4,4,…,孔>が4∩4=ψ(J≠ブ)を満たしているならば、

くU4)=Σ《Иん)。
た≦π        た≦″

(前)τ(X)は有限数である。

[1。2定義]

Xを *― 有限集合とし、内的な *― 有限加法的測度空間 (X,Aど,τ)が重みとよばれる内的な関数

ρ:X→
*R+∪
{0}によって次のように構成されているとする :

Aノ=*′(X)(=Xの 内的な部分集合の全体),

τ(И)=Σρ(χ)(ИCAど).

И∈A′に対 して
゛
(τ(И))を対応させる写像

°
τは、AごからR∪ (±∞}への有限加法的な測度である。Xの

任意の内的または外的な部分集合 Eに 対 して

°
デ(E)=inTτ (И):E⊆ И,И∈Aご),

°
二(E)=Sup(°τ(И):И⊆E,И∈A〆}

によって外測度
°
デ:P(X)→[0,∞]と内測度

°
二:P(X)→[0,∞]を定義する。

[1,3定義]

(1)E⊆ Xが
°
二(E)=°ア(E)<∞を満たすときτL―可積分な集合といい、その全体をI(Aピ)で表す。

( 2 )〃 ⊆ Xに つ い て 、 す べ て の E∈ I ( Aィ)に 対 して ν ∩ E c I ( A′ )が 成 り立 つ と き、 ″ は τL一 可 測 で あ
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るという。τL―可測集合全体をL(Aご)で表す。またL(A」)の要素であるτL―可測集合をロ
ーブ可測集

合、またはL(Aピ)可測集合という。

[1.4定理]

(1)ν ∈L(Aど )に 対 して、 τL(″ )=°F(ν )で 写 像 τL:L(Ad)→ [0,+∞]を 定 義 す る。

このとき(X,L(A′),τム)が完備なσ―加法的測度空間となる。

(2)A′上の有限加法的測度
°
τのAどを含む最小のσ_加法族σ(A」)への拡張は 1通 りである。

この(X,L(Aノ),■)をローブ測反空間 (Loeb mcasurc sPacc)というo

[1.5定義]

L(Aノ)―可測関数ノ:X→ R∪ II∞}に対 して、 *―単関数F:X→
*′が∫のもちあげ (li■ing)とは、

°F(χ)=ノ(χ)(τ五
一a.c。)ぐ )τι({χ∈イ:°F(χ)≠∫(χ)})=0

を満たすときをいう。

なお*―単関数とは、スタンダー ドな世界における単関数の定義に移行原理を用いて得られる条件を

満たす内的な関数のことである。

[1.6定義]

次の 3つ の性質 (a),(b),(b')を 同時に満たす内的な *―単関数 F:χ →
*Rは S―可積分であると

いい、その全体をS―」(X)で表す。

(a)*LIF(χ)lτ(激)は有限数である。

(b)И∈Aどがτ(И)≡0を満たすならば、*LIF(χ)lτ(ク)≡0

(b')И cAノの上でF(χ)笙0な らば、
*LIF(χ)lτ(激)笙0.

・
μ(X)<∞ のときは明 らかに (b')が 成 り立つので、 (a)と (b)だ けでよい。

また、*LF(χ)τ(激)は*―単関数Fの*―積分であるが、これはスタンダードな世界における実数の有

限集合から実数への写像Σを移行原理によってノンスタンダードな世界に拡張したΣ:*み(*R)→*′に

よるΣF(χ)ρ(χ)の値と等しい。

[1.7定理]

∫:X→ ′∪世叫 がτL

°F(力)=ノ(χ)(τι

を満たすものが存在する。

単関数 F:X→ *Rで 、

§2.ス タンダー ドな世界との対応例,区 間[0,1]上のルベ
ーグ積分

ルベーグ測度をローブ測度として構成してみる。簡単のため、区間[0,1]で考える。

Ⅳ∈*ノ∞を固定し、 *―有限加法的測度空間(X,A」,τ)を次のように定義する。

＊
　
　
激

贅
　
幌

属

　

ス

に
　
ｒ
レ

豹

―
片

Ｊ

　

激

一　

　

τ
＜

Ｓ

　

↓

ヽ
　
　
Ｆ

ば

　

ｒ
撮

「り
　
／
卜
ヽ

な分積
　
　
。
＞
，

可

　

ａ・ｃ
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記号

一般の汎関数空間上のFouricr変換

〔
弁
:0≦ん≦Ⅳ―Lλ∈*Ⅳ},AJ=*P(X)(Xの 内的な部分集合の全体),

=器 (∠∈A」).鯉 しIИL*Ⅳ ∪oは ИcAどの要素の個数とする)

:R = R∪ {±∞}.

[2.1定義](ル ベーグ積分におけるもちあげ)

(1)ノ:[0,1]→πに対して、内的な関数F:X→ *Rが

°
(F(χ))=ノ(°χ)(τι

―a.e。)。̈ (♯)

を満たすとき、Fを ノのもちあげという。これはFが ∫o∫ι:X→ Rの 定義 1.5の意味でのもちあげに

なっていることと同じである。

(2)(♯)の 中の 「(τL―a.e.)」を 「すべてのχ∈Xに 対して」に変更したとき、Fは ∫の
一様なもちあ

げであるという。

[2.2定理]

(1)S⊆ [0,1]がルベ
ーグ可測集合であるためには、

Sι l(S)={χ∈χ:°χ∈S}

がL(A′)―可測集合であることが必要十分である。さらに、ルベーグ測度をンで表すとき、

ソ(S)=τL(Sι l(S))  が万えり立つ。

(2)∫:[0,1]→Rが 連続であるためには、∫が
一様なもちあげを持つことが必要かつ十分である。

(3)ノ:[0,1]→πがルベーグ可測関数であるためには、ノがもちあげを持つことが必要十分である。

(4)∫:[0,1]→πがルベーグ積分可能であるためには、ノがS―」(X)の中にもちあげを持つことが必要

十分である。さらに、ノのもちあげをFと すると

1/レン。)≡*LFl→く激)←思FO)+)
が成り立つ。

また、次の命題が成り立つことが、齋藤正彦著 『超積と超準解析』の P103例 5。1.5で紹介されている。

[2.3命題]

(ν,β,ぁ)を測度空間とすると、その測度に関して積分が定義されることになるが、その実数値可積分

関数全体の集合をEと すると、ある*― 有限集合 X(⊆*ν)、およびそのX上 の内的な超実数値関数

ρ:X→
*′が存在して、任意のノ∈Eに 対して

L∫(χ)μO(激)笙Σ*/(→ρ(→

が成り立つ。

ここまでの議論は実数値関数に関して行ってきたが、複素数値関数に対しても、実部と虚部に分けて、

各々にこれまでの議論を適用すればよいので、その場合も成り立つことになる。

み
　
　
切

- 9 -
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第 3章  一 般の汎関数空間上の無限小 Fourier変換

この章では一般の汎関数空間上の無限小 Fouricr変換について述べるが、特にdomainが測度空間の場

合について考える。また、汎関数空間上の Fouricr変換を行うために、新田・岡田の理論にしたがって

超巾の拡大を2回行う。この2回の拡大は余リー般的ではないので、まずは2回 の拡大に関する性質に

ついて述べる。また、すでに第 1章で定義した記号はそのまま用いることにする。

§1.*Xの 超巾
☆
(*′)

第 1章で定義したように、*Rの超巾や上部構造なども同様に定義される。

[1.1定義]

(1)無限集合A2を 自然数全体の集合Ⅳとし、A2上のフィルター鳥をⅣ上のフレシェ・フィルタ
ーを含

む超フィルターとする。そして超実数の列全体の集合

*RA2=((Ъ
ヶ …):ち∈

*R}={ノ
|∫:A2→

*R)

上の関係～
)を

(1,■,・・・)～
'(与
S2'・・・)⇔ {λ∈A2:ち =Sス}∈F2

と定義すると、関係～
'は
同値関係となる。*RA2を この同値関係～

'で
同値類別 してできる集合 *RA2/～

を*κの超巾といい、
☆
(*ス)で表す。

(2)☆ (*′)の上部構造 改
☆
(*′))は次のように定義される :

arO(☆(*′))=☆(*′),

び″.(☆(*ス)) =びπ(☆(*′))∪′(び"(☆(*′)) ) (η=0 , 1 , 2 ,…),

び(☆(*R))=∪Q(☆(*′))。
π=0

( 3 )χ∈改
☆
(*ス))のランクとはχ∈び″(☆(*2 ) )を満たす最小のηのことをいう。

[1.2定義]

第 1章の定義 2.2(1)の びば)を吹
☆
(*R))に置き換えたものをび(☆(*R))の論理式と定義する。

[1.3定義]

欽 *2)のランクηの要素、すなわちび2(*ス) び`π.(*R)の要素を並べた列全体を考え、これに対し関係
～'

を

(4'И2デ・・)～
'(31,32ダ…)⇔ {λ∈A2:t=鳥 }∈F2

と定義すると同値関係になる。この同値関係～
'で
類別してできる類の全体をび″(*R)とし、

び(*′)〓U」2(*R)とする:
π=0

J(*ス)=∪Jπ(*2),  Jπば)=(びπ(*′) び`″J(*′))A2/～
'。

″=0

以下、欽*2)の(ノ1,ノ2'・・°)を代表元とする類[(ノ1ノ2'・・・)]を[(ノぇ);λ∈A2]=[(ノぇ)]と略記することにする。

[1.4定義]

(1)χ∈吹
*R)に対 して、列(χ,x,χ,…)を代表元とする類[(κ,χ,κ,・・。)]∈υ(*ス)を対応させる写像をα2とす

- 1 0 -



一般の汎関数空間上の Fouricr変換

る :α2:び(*′)一→″(*2)。

(2)写像ん:Й*R)→″(☆(マ))を次のように定義する。
(i)(☆ (7=))鴫 (*R)の上ではんは恒等写像とする。

(五)銑 (7)∪仏(*2)∪…∪″η(*′)の要素に対して写像んが定義されているとして、銑.(*R)の任意の

要素χ=[(χぇ)](χぇ∈びη.(*R) Qヽ(*R),え∈A2)に対して

ん(κ)={ん(ノ):ノ=[(ノぇ)]∈び。(*R)∪…。び2(*2),{え∈A2:ノλ∈κぇ}∈F2}

でん(χ)を定義する。

(3)合成写像ん o α2:吹り)→″(☆(*′))を☆で表し、χcび(*′)の写像☆による像☆(χ)を
☆κで表す。

すでにスタンダードな世界欽2)からノンスタンダードな世界″(*′)への写像 *が定義されていたが、

これによりさらに改*R)からノ(☆(*′))への写像が定義されたことになる。また、第 1章と同様にウォッ

シュの定理や移行原理も成り立つ。

[1.5定理]

(1)(ウォッシュの定理)

Φ(α,ら,…,`)を取*′)の限定閉論理式、α,ら,…,ε∈″(*2)をその中に現れるすべての定項とする。

[(πぇ)],[(υぇ)],…,[(ωヵ)]∈Й*′)からび(☆(*′))の定項
Z=β2([(πえ)]), υ=β2([(υヵ)]), い。, ω=β2([(ωλ)])

を作 り、Φの中のα,み,…,θを2,υデ・・,ωに置き換えて得られる論理式をΦ(2,υ,

欽
☆
(*′))の限定閉論理式であるが、このとき次の同値関係が成り立つ :

Φ(2,υ,・・・,の)がび(☆(*ス))で真である

⇔ {え∈A2:Φ(2′,υぇ,…,ωλ)が吹
*2)で真である)∈F2・

,“)とすると、これは

(2)(移行原理)

Φ=Φ(α,ら,…ちε)を昭
☆
(*′))の限定閉論理式、α,ら,…ちσ∈び(*ス)をΦの中に現れる定項とするとき、

次の同値関係が成り立つ :

Φ(α,ら,・・・,σ)が改*R)で真である ⇔ Φ(☆α,☆ら,…,☆ε)がび(☆(*ス))で真である。

(証明)

(1)の ウォッシュの定理と (2)の 移行原理は、それぞれ第 1章の定理 3.4と定理 3.5と同様にして証

明できるので、中村徹著 『超準解析と物理学』を参照されたい。 □

§2.一 次内的と二次内的

第 1章 の定義 3.3で
“
内的
"に
ついて定義 したが、ここでは 2回 の拡大によって吹7)の 内的と

鉄
☆
(*2))の内的を考えることになるから、それらを区別する必要がある。

そこで吹*R)の要素のうち、写像 *の値域に入っているものを一次標準元、写像ムの値域に入っている

ものを一次内的といい、改
*R)の要素のうち一次内的でないものを一次外的ということにする。

そして吹
☆
(*′))の要素のうち、写像☆の値域に入っているものを二次標準元、写像ん の値域に入って

いるものを二次内的といい、欽
☆
(*′))の要素のうち二次内的でないものを二次外的ということにする。

このとき第 1章の§4で 述べた一次内的な集合に関する諸定理が、やはり二次内的な集合についても成

り立つ。証明は一次内的な集合の場合と同様にして示すことができる。ゆえにそれらの命題を以下、命

題 2.1～命題 2.3として結果のみ述べる。
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[2.1命題](二 次内的集合の特徴づけ 1)

α∈Щ
☆
(*′))について、αが二次内的であるためには、α∈

☆らを満たすら∈υ(*X)が存在することが必

要十分である。つまり二次内的な元とは、ある二次標準元の要素となっているもののことである。

・2.1の系

二次内的な元の全体は、∪
☆ψπ(*X))と一致する。

π=0

[2.2命題](二 次内的集合の特徴づけ2)

二次内的な集合の要素は二次内的である。

(ここで考えている二次内的な集合とは、もちろん
☆
(*2)の要素ではない)

[2.3命題](二 次内的集合の特徴づけ3)

Φ(χ)をχのみを自由変項として含む玖
☆
(*′))の二次内的な限定論理式とし、Иを二次内的な集合と

するとき、集合

{χ∈И:Φ(χ)はび(☆(*2))で真である}
は二次内的である。

[2.4定義]

第 1章の定義 4.5と同様に、ランクが 1以上のB∈吹*′)をび(☆(*2))へ埋め込んだ集合
☆並Bも 定義さ

れ、☆封B⊂☆3となる。特に☆
ま
ぽR)は2と同一視できる。

☆StB=(☆ら:b∈B}, ☆~StB⊂☆B.

§3.2重 の内的

このセクションで述べる2重 の内的は中村徹の本にはないので、証明も載せておく。

[3.1定義]

今、吹
☆
(*′))の元Иが二次内的であり、なおかつИ=ん ([(Иぇ)])とおくとき、

{えc A2:ち は
~次 内的である}∈鳥

を満たすとする。このときИは2重 の意味で内的である、または2重 の内的であるという。

[3.2命題](2重 の内的集合の特徴づけ 1)

α∈欽
☆
(*′))について、αが 2重 の意味で内的であるためには、α∈

☆
(*み)を満たすら∈″ぱ)が存在する

ことが必要十分である。

(証明)

十分性. α ∈玖
☆
(*′))に対して、α∈

☆
(*ろ)を満たすら∈″(′)が存在するとする。

このときαは命題 2.1より二次内的なので、α=ん ([(αぇ)])と表せる。

するとウォッシュの定理より、

α∈☆(*ろ)⇔  {えC A2:αえC*ら}∈F2

が成り立ち、各α′は
一次標準元*らの要素であるから、αぇも

一次内的である。よって

{λ∈A2:αえ∈
*み
}⊆{え∈A2:αえは

~次 内的である}c F2

-12-
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であるから、αは 2重 の意味で内的である。

必要性. α ∈吹
*北
)が 2重 の意味で内的であるとする。このときαは二次内的なので、α=ん ([(αぇ)])

なる[(α′)]∈び(*R)が存在 し、命題 2.1の系より

]π∈ys.ιo α∈☆(びπ(*R))

が成り立つ。ゆえにウォッシュの定理から

{え∈A2:αえ∈び“(*R)}∈弓

となる。今、αは 2重 の意味で内的なので、各αぇは
一次内的である。ゆえに命題 2.1の系より、

αぇ∈∪*(びπ(R))となるが、αぇ∈び"(*R)であることから、

αぇ∈U*(銑(′))=*(ちlRl)
λ=0

となる。ゆえに

{λc A2:αλ∈″″(*梁)}∩{え∈A2:αえは
~次 内的である}

⊆{λc A2:αλ∈
*(υ
a(R))}∈馬

が成り立ち、ウォッシュの定理からα∈☆(*″凛(2)))となる。

もちろんこのび″(R)は、玖R)の定義からびば)の元である。 □

。3.2の系

2重 の意味で内的な元の全体は、 u☆ (*ψπ(R)))と
一致する。

″=0

(証明)

命題 3.2の証明より、2重 の意味で内的である任意の元αca☆ (*2))に対して、α∈
☆
(*(び“(R)))を満た

すび“ば)∈びば)が存在する。このとき

α∈☆(*(び“(ス)))⊂U☆(*(びπ(′)))
●=0

が成り立つので、(2重の意味で内的である元の全体)は ∪
☆
(*(銑(2)))に含まれる。

逆に任意のαcu☆ (*ψπ(2)))について、α∈
☆
(*ψれ(2)))となる影Ъ(2)∈4の が存在するので、命題3.2

″=0

からαは2重 の意味で内的な元となる。

よって 2重 の意味で内的な元の全体は、∪
*″
ηば))と
一致する。 □

[3.3命題](2重 の内的集合の特徴づけ2)

2重 の意味で内的な集合の要素は2重 の意味で内的である。

(証明)

αを 2重 の意味で内的な集合でろ∈αとする。このときαは二次内的な集合であり、なおかつその元で

あるらも命題 2.2から二次内的となる。そこで

α=ん ([(αぇ)]), b=ん([(bぇ)])

とおくとき、ウォッシュの定理から {λ∈A2:ち∈αえ}∈鳥 が成り立つ。また、αは2重の意味で内的な

集合なので各αぇは
一次内的であり、その元であるらについても第1章の命題 4.2から

一次内的となる。

よって、

-13-
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{えc A2:ち∈αλ}∩{え∈A2:αえは
~次 内的である}

⊆{え∈A2:ちは
~次 内的である}∈F2

が成り立つので、みは2重の意味で内的である。 □

[3.4定義]

颯
☆
(7))の論理式Φについて、その中に現れる定項がすべて 2重 の意味で内的であるとき、Φを

4☆ (*R))の2重 の意味で内的な論理式、または 2重 の内的な論理式という。

[3.5命題]

Φ(″)を″のみを自由変項として含む吹
☆
(*2))の2重 の意味で内的な限定論理式とし、Иを 2重 の意

味で内的な集合とするとき、集合

{χ∈∠:Φ(χ)はび(☆(*2))で真である}

は 2重 の意味で内的である。

(証明)

Φ(κ)に現れる定項を■,θ2デ・・'ε“として、Φ(χ)をΦ(■ダ・・,ι“,κ)と表すことにする。らε2'…'ε“ノ は2重 の

意味で内的なので、命題 3.2の系から十分大きいπをとれば、■,ι2'…'ιがИ∈
☆
(*″"(′)))となる。そこで

びば)の限定論理式

∀
χl∈び2(2)・

・・∀″π∈υ2(2)∀ノ∈び2(2)

∃z∈びた.(2)∀χ∈び″(2)(κ∈Z←〉(χ∈ノ∧Φ(χl,・
…,χ“,χ)))

を考えると、これは分出公理によりz={χ:χ∈ノ∧Φlxlデ…,χがκ))が存在するので、 42)で 真である。す

ると移行原理により

∀χl∈
*(υ
π(R))…・
∀χ御∈
*(び
″(2))∀ノ∈

*(″
π(2))

]Z∈*(υ
η.(R))∀κ∈

*(び
π(R))(χ∈ZO(χ ∈ノ∧Φ(κl,・…,χ“,″)))

は吹
*R)で真である。さらにび(☆(*R))への移行原理を用いれば、
∀κl∈
☆
(*(びル(R)))。…

∀κ“∈
☆
(*(びれ(2)))∀ノ∈

☆
(*(″π(R)))

]Z∈☆
(*Cノπ.(2)))∀κ∈

☆
(*Cノπ(r)))(κ∈z〈→(κ∈ノ∧Φ(κl,…・,χπ,χ)))

が成り立つ。ここで朽皇%…。,χ″=επ,ノ=Иとおくと

旱Z∈
☆
(*(びπ刊(2)))∀χ∈

☆
(*(び″(2)))(χ∈Z〈→(χ∈И∧Φ(■,・…,ι“,χ)))

が改
☆
(*2))で真 となる。 この zが 集合 {χ∈И:Φ(■,・・・,θπ,χ)は び(☆(マ))で真である}で あ り、

Z∈☆(*(銑ョ(2)))なので、命題 3.2の系からzは 2重の意味で内的である。 □

§4.☆ (*′)の世界

[4.1定義]

(1)す べての
☆
(*η)∈
☆~"("y)(ηCy)に 対して

☆
(*η)<lχlが成り立

つようなχ∈☆(*2)を
☆~す
(“R)に対する

(正,負 の)無 限大数 (または単に無限大数)と いう。

(2)lχl<☆(*η)を満たす
☆
(*η)∈
☆壺
げⅣ)(η∈y)が存在するとき、χ∈

☆
(*R)を有限数という。

③すべての数が ■判 は め剛 してIJ<導ド井
餞 *かが成り立つとま 【物 を加ぽめに

対する (正,負 の)無 限小数 (または単に無限小数)と いう。

(4)χ,ノ∈
☆
(*′)に対してχ―ノが無限小数のとき、χとノは無限に近いといい、χ≡ノで表す。

(5)χ∈☆(*2)が
☆
げ′)に対する (正,負の)無限大数であるとは、すべての[(*πぇ)]∈

☆
儡の (ηぇ∈Ⅳ)に対

- 1 4 -



して[(*ηス)]<lκlが成 り立
つときをいう。

数である。

(6)χ∈
☆
(*R)が
☆
(・2)に対する (正,負 の)

し¬ J<品 が成り立つときわ 。

数である。

・例 1

0例 2

・例 3

・例 4

一般の汎関数空間上の FOuricr変換

もちろん☆(寛R)に対する無限大数は
☆諺
(・2)に対する無限大

無限小数であるとは、すべての[(*η′)]∈
☆
(壺∬)(ηぇ∈y)に対

もちろん☆(・F)に対する無限小数は
☆~"(7)に

対する無限小

[(*1,*2,*3,・…,*ぇ,.…)]∈
☆
伴の (え∈A2)は無限大数である。

階
ケ :だ 弓

月 降数り は∈り 曲 い 数であ机

☆瑚
(*Ⅳ∞)(⊆
☆
(*y))の任意の元は、

☆
ぽR)に対する無限大数である。

卸
ぼ凡 X⊆敵*め の任意の元降』 げ 町 剛 してヽ

締
はマ 幻 剛 す撫 跡 数で

ある。

ｌ

１

１

１

■

これらのことは、フレシェ・フィルターの性質とウォッシュの定理からわかる。

次に後の議論に用いる2種類の無限大数の大小関係について述べる。

[4.2命題]

(1)☆("y)、
☆~・
(・ノ)の任意の元は

☆~膨
(・′)に対する無限大数である。

(2)☆("Ⅳ)∞圭
☆
ぽノ)ヽ
☆瑚
げⅣ)とおくとき、

∀
[(χぇ)]∈
☆
(・ノ)∞(χλ∈

壺Ⅳ), ∀[(ノ′)]∈
☆
(*∬)｀
☆
げⅣ)(ノぇ∈

*Ⅳ)[(χぇ)]<[(ノス)]

が成り立つ。

(証明)

(1)任 意の[(*κ2)]∈
☆
("Ⅳ)ヽ
☆~"伴
の (χぇ∈ノ)について、

[(*κヵ)]∈
☆
(・Ⅳ)ヽ
☆・
ぽⅣ)⇔ {え∈A2:*χえと

“∬}∈F2

かつ∀π∈″ (λ:*″λ≠
*η
}∈F2

が成り立っている。ここで[(*χぇ)]が無限大数でないと仮定すると、

{λ∈A2:*χえ∈
“ぶり∈鳥かつ

∀π∈ノ {え:*χぇ≠
*η}∈鳥

かつヨη。∈ys.ι.{ぇ:|*χぇ|≦
*20}∈
鳥

となる。すると{え:*χヵ∈
・Ⅳ,*χぇ<*1}=ψ∈鳥という矛盾が生じるので、[(*χぇ)]C☆(・y)

☆`J儡
0は 無限

大数である。

(2)任 意の[(χぇ)]C☆(=Ⅳ)∞(χ′Ctty)と任意の[(ノぇ)]∈
☆
(*Ⅳ)｀
☆
儡的 (ノぇ∈

*y)について、

[(ノヵ)]∈
☆
(*Ⅳ)｀
☆
(・Ⅳ)く⇒ {えc A2:(ノヵ∈

*y)∧(ノλ¢
"y)}∈
鳥

⇔ {λ c A2:ノえ∈
*Ⅳ
∞}∈F2

であり、一方、各χぇは
"Ⅳの要素であるから、

(え∈A2:χλ∈
"Ⅳ
}∩(え∈A2:ノλ∈

*∬
∞}⊆{λ∈A2:κえ<ノぇ}∈F2

が成り立つ。ゅえにウォッシュの定理から[(χぇ)]<[(ノぇ)]が成り立つ。 □

|   ☆
(膨y)∞

| ☆
(*y)｀
☆
(“Ⅳ)

/1ヽ
|

- 1 5 -
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[4。3命 題]

α∈☆(*R)が有限数のとき、α≡
☆
(*F)を満たす

☆
(*γ)∈
☆壺
げ動 (γ∈R)がただ 1つ存在する。

(証明)lχl<☆(*りを満たす
☆
(*η)∈
☆~・
(・Ⅳ)(η∈Ⅳ)

И={☆(*κ)∈
☆SJ(S′R):χ∈′,☆(*χ)<α}, B={☆(*χ)∈

☆~∫ι
(S`′):χ∈′,☆(*χ)≧α)

とおくと、αが有限数なので、lαl<☆(*η)となる自然数れが存在し、

Fm]庁
1雅I鞠二7:L霊廻iF∈

鳥
{え:lαλl<*η}⊂{λ:一

*η<αぇ}∈F2

⇔ α<☆ (*η), 一
☆
(*η)<α

⇒ ―
☆
(*η)∈ ∠ , ☆ (*η)∈ B

であるから、ИとBは 空集合ではない。また、αとは異なる任意の
☆
(*χ)∈
☆壺
ぼ′)は
☆
(*R)の順序におい

て、
☆
(*χ)<α,α<☆(*χ)の どちらか

一方しか成り立たないので、ИとBの 一方にしか属さない。
☆
(*χ)=α∈
☆"げ
0の ときは、明らかにχ¢∠, χ∈βとなる。ゆえにИ∪B=☆

"(・ス)である。

またИ∩B=ψ であることと、任意の
☆
(*χ)∈Иと任意の

☆
(り)∈Bに 対して

☆
(*χ)<☆(秒)が成り立つこと

は明らかである。従って対(И,3)は
☆J("R)の切断である。

ゆえにRと 同一視できる☆
J(歓
)にデデキントの連続性公理を適用させることで、ある

☆
(*γ)∈
☆α
(・′)(γ∈′)

がただ 1つ存在して、任意の
☆
(*→∈Иと任意の

☆
(つ)∈Bに 対して

☆
(*χ)≦
☆
(*γ)かつ
☆
(つ)≦
☆
(・rlとなる。

すると任意のη∈Ⅳに対して、

☆
(*γ)一
☆
(* 1 )∈∠, ☆( *γ) +☆( * 1 )∈3と なるか ら、
π                η

☆
(*γ)一
☆
(集
1)<α <☆ (*γ)+☆ (*1)
η              η

が成り立つ。(もしα=☆(*γ)+☆(*―ちとなるηO∈Ⅳが存在したとすると、
η0

☆m=α―女*井)<α―女*券)∈И
となり、任意の

☆
(*χ)∈Иに対して

☆
(*χ)≦
☆
(*γ)となることに矛盾する)

従って任意の2∈Ⅳに対して一
☆
(*1)<α_☆(*γ)<☆(*1)、すなわち
η             η

lα―
☆
( *γ) | <☆( * 1 )

π

が成り立つので、α≡
☆
(*γ)である。 □

この命題 4.3により、
☆
(*κ)における標準化写像が定義される。

[4。4定 義]

有限数αc☆(*ス)に対 してα≡
☆
(*γ)を満たすただ 1つ の

☆
(*γ)∈
☆J(・2)(γ∈′)をα∈

☆
(*X)の標準部分

(standard part)といい、
☆°αで表す。α∈

☆
(*′)に対 して

☆°αを対応させる写像を☆―oで表し、標準

化写像 (standard map)という。写像☆―oを☆―∫ιで表し、
☆°α=☆―sι(a)と表すこともある。

また、
☆ゞ
(“R)の要素

☆
(*γ)(γ∈′)について、特にウォッシュの定理を使った議論が必要ないところで

は、単にγと表しても良いことにする。例。 1=☆(*1)∈
☆諺
(・2)。

- 1 6 -



一般の汎関数空間上のFOurier変換

さらに後の便利のために、α∈
☆
(*′)が有限数でないとき、α>0な らば

☆°

と標準化写像 ☆―oの定義を拡張 しておく。

α<0な らば☆
°

[4。5定義]

(1)И∈欽*ス)の有限部分集合の全体をみ(И)とするとき、写像☆による場(∠)の像を
☆
(4(И))=☆み(☆∠)

で表し、その要素を☆Иの☆ ―有限部分集合という。

(2)∪
☆
(み(吼(*R)))の要素を☆ ―有限部分集合という。

π=0

この☆ ―有限集合はもちろん二次内的な集合であり、
☆Иの☆ ―有限部分集合αは、

α={綺'χ2'…'χ″}={χλ:λ∈
☆
(膨y),た≦π}(π∈

☆
ぽⅣ))

の形に表すことができる。

§5。☆ ―有限集合に関する諸定理

汎関数空間の元の domainとなる測度空間(″,μO)が、ある*― 有限加法的測度空間のロ
ーブ測度空間

と対応付けられる時、2回 目の拡大で用いた添え字集合とその超フィルターが 1回 目の拡大と同じであ

ることから、その*―有限加法的測度空間と同等の☆ ―有限加法的測度空間の存在が保証される。つま

りЩ
*(″∪θ))に埋め込んだ″ に対して、同じように☆ ―有限加法的測度空間を構成すればよい。そこ

でその☆ ―有限加法的測度空間の baseとなる二次内的な☆ ―有限集合を
#〃
(⊆
☆
(轟″))とする。このセク

ションでは☆ ―有限集合に関する諸定理について述べ、ここで定義された記号は後のセクションでも用

いる。

[5。1定 義]

|#〃|=π
∈☆("Ⅳ)(但 しFν lは

#″ の要素の個数),

″′ざ瑚e札)に☆(*Ⅳ))は偶数,ε′=券

とする。そして
#″上の二次内的な重み′

#〃
→☆(“X+)∪{0}が与えられていて、

∀
たC#ハイ ン (λ)>0

を満たしているとする。

[5。2補題]

(1)任意のИ∈みぽν)は
一次内的である。

(2)任意のИ∈ら(″M)に対して∫:И→
壺Rは一次内的な関数である。

(3)☆―有限集合
#νに対して、二次内的な関数∫:#ν→

☆
ぽ′)は、2重の意味で内的な関数となる。

(証明)

(1)И ={*αl;*α2'・・°オα″)(αん∈″ , た=1,2,…。,η)と おくと、

致する。実際、任意の*αん∈∠について{μ∈Al:αん∈B}∈4

となる。

Иは一次内的な集合*B=*{%,α2デ…'α″)と
~

が成り立ち、ウォッシュの定理から*αん∈
*B

逆に任意のみ∈*Bを とると、超フィルターによって必ずらと一致するИの元が存在することになる。

よってИ=*3と なり、Иは一次内的な集合である。

(2)任意の∠∈為ぽν)は、

- 1 7 -
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И={*αlダα2'・・・'*αη}(αλ∈27, 力=1,2,…。,π), *B=*{αl,α2'・・・'α″}

とおくとき、(1)の 証明からИ=*Bと なることがわかる。今、関数∫:И→
"Rの
定義域Иは有限集合

なので、

∫(И)=(*a,*ち,…。,*ち,4∈R,∫(*αl)=*亀,た〓1,2,…。,η}

と表せるが、これはスタンダードな世界の関数 g:β→R,g(αた)=銭 を移行原理でうつした
一次内的

な関数*g:*B→ *′と一致することから、ノ:И→
・2は 一次内的な関数である。 □

(3)#M=ん ([(〃ぇ)]), ノ=ん ([(ん)])とおくと、ウォッシュの定理より

(えc A2:〃え∈みぽν),ん:ν′→
“R}c F2

となる。すると (2)よ り、各ん:νλ→
S歓は~次 内的な関数となる。よって、

{えc A2:νえ∈4("ν ),ん:″ス→
"R〕
⊆{λ∈A2:ん は

~次 内的である}∈F2

が成り立つので、/:#〃→
☆
(・2)は 2重の意味で内的な関数である。□

この補題によって
#ν上の二次内的な重みソ:#M→☆ぽR+)∪{0}が 2重 の意味で内的な関数であること

がわかる。

§6.汎 関数空間上の無限小FOurier変換

いよいよ本題に入る。

[6。1定義]

各んどν について、2重 の意味で内的な無限小格子Llを

4‐tf争|:士デ弔|≦希<=チ≒下,デどe期に切
によっす 義亀 各た

#νに… 、
姉議≒
プど ぼ翻 上の磁 関係～4を

χ～4ノ⇔肝ノく青ぜC翻
によって議 し■

喘
プざ cり を～4で割ったもの脅tと 同

‐視吹 同鵬 で表すこれこする

鳴ずり/蔦二ξ
・

2重 の意味で内的な関数空間Xを 次のように定義する :

χ卜{αl″
|〃→☆(*2)は 2重 の意味で内的,∀んど〃 αけ)∈鳥}.

汎関数空間 Aを 次のように定義する :

A:={ノ |∫:X→
☆
(*θ)は 2重 の意味で内的}.

[6.2定義]

α,らcX, ∫ ,g∈Aと する。

(1)∫ の無限小 Fourier変換 F・∫∈A,無 限小逆 FOurier変換 F~・∫cAを

(F・ノ)(の‐Σθ
′m eXp(-2π′Σソ(た)α(λ)み(λ))ノ(α),

αGX               λ c#ハィ

- 1 8 -



一般の汎関数空間上の Fourier変換

(F・√)(の‐Σε
′″CXp(2πz Σ7")α(たン(λ》∫0)

acχ         ん c#″

で定義する。

(2)無限小δ関数を

れ桐卜{『
″
鷹‖

によって定義する。

(3)∫とgの合成積ノ*g∈Aを

(ノ*g)(α)卜Σメ
m∫(α―のg(b)

らcX

によって定義し、汎関数空間 Aの 内積を

(∫,g)卜Σε
′″√(α週(α) (但しノ(α)はノ(のの複素共役)

acX

によって定義する。

このとき以下の通常の Fouricr変換の定理が成り立つ。

尚、具体的な計算を必要としないところでは、

″ろ‐Σソ(0イλ)み(λ)
たc#んイ

という記号を用いることにする。

[6.3定理]

(1)δ tt F。1=F~・1,

(2)Fは unitaryであり、F4〓1かっFF=FF~=1,

(3)∫*δ〓δ*∫=∫,

(4)ノ*g=g*∫ ,

(5)F(ノ*g)=(EF)(Fg),

(6)F(∫*9=(7)(Fg),

(7)F(/g)=(F/>(聴),

(8)F(/g)=(■>(■).

(証明)

(1)(F。1)o)〓Σε
′m eXp(-2πj Σソ(0くた)ズた))・1

たcFノヽイ

=ΣノれΠexp←2πjズo<0ズλ》
αcχ    た c#ん′

=ε′″Π ΣCXp←2πJズoィんン(0)
んc#〃′(OC4

n fexp(-2niv(k)a(k)b(k))
keo M,b1k1+o a(k)eL '1 '

i l f exp(-2 riv(k)a(k)b(k))
ke* M, t1k=g a(k)et 'k

-19-―
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ズλ)≠0となるん∈#″について、 ΣこXp(-2πjソ(oくた)ら(ん))は、
α(ん) C Lカ

棚¬場知←希刑,
公比枷げがИDttЦ切

:言忙段贄■ヒ警
駆メ⊇″ズⅨ―希Xり。切ば̈ 愉幽切

1-駆肛-2がズo←7NttXり

Π Σ cxp←2π′ソ"》"ンに)).
たc#スイ,ら(1)=Oα(1)CLん

ι(λ)≠0の とき

妨=爺告ノ∈手グ<手,ノ∈
☆ぽ幼

とおくと、

= 1T・⊇刺嵩″η摯ば″均
:

次にみ=0の ときより、(*)=0と なる。よってみ≠0のとき、(F・1)(み)=0となる。

(F・D(の=Σε′れ=ε′“。(〃′2ソ=〃′“.
αCX

以上によりF・1=δが示された。

0 □F・1=δ も同様

(2)(F/,Fg)=ΣθttF/(blFg(の
みcЙ

=Σ{メ“(Σノ滋eXp(2πj″の∫(の)(ΣεttCXp(-2πJソらι)g(ι))}

( * ) = ε
′滋

  I I
#んfcι,ら(た)≠0

らcX    acX

=Σ{ノ″(Σε′2“cxpoπ′ソαのΣCXp(-2πJ力ε》∫(α週(θ)}
ιcX    α cX

=Σ{プ(Σθ′2れΣcxp(2πj力(θ―の》∫(α遺(→}
夕∈χ    acX    ι cX

=Σ{ε′れ(ΣΣノ
2“ノ(α遺(θ)CXP(-2π′1/b(θ―の》)

OcX    α ∈χεcX

=ΣΣε
′2“∫(αL(のΣε

′m CXp(-2πj Σソ(0(`(0-α(た))わ(0)…け1)。
αcXrcχ            ら cχ            ん cIM

Σθ
′“CXp(-2πJ Σソ(0(〈λ)―ズ0ン(んD

みcX             た c#ジ′

〓Σε
′“
ΠCXP←2πJズoo¢)―ズ0ン(0)

みcX   た c#ノИ

-20-



一般の汎関数空間上の FOuricr変換

=θ′π Π ΣCXp←2πJズoo(0-ズ0ン(0)
χc#〃ズ1)Cιん

=ε′" Π  Σ CXp←2πJズoo(0-ズのン(0)
ん∈#ノゝイ,`(ん)≠a(λ)ら(た)CLカ

Π Σ exp←2π′ズo"は)一《0ン0))…け2)。
たcL,r(た)=`(ん)ι(λ)CL″

ここで、 ΣexP(_2π′ソ(ん)(θ(た)一α(ん))ら(λ))について、θ≠αのときに
` ( た) Cιカ

ズ0=〒諭(―手グ<手,た
☆Ca)

とおくと、これはθ(ん)≠α(ん)であるんについては、

額¬現が出←希Hヶo,
公 比 : cxp(-2π Jソ(ん)

の等比級数である。よって

( * 2 ) =

(ε(ん)一α(ん)))

Π  Σ exp←2πJソ")00)一<0ン0))
力cIM,ε(1)= (́ん)b(ん)∈ιカ

止
編

Π
λcIM,ε (1)≠α(ん)

∝メ⊇″醐 ∈
希
HO瓢 り浮{Xp1 2が山 のコ リ

孫
D

l―exp←2″ズoけ7編 )は0-《o))

となる。そこで

0瓢0=希後切)
とおくと、

αメ⊇″71111d10コリ需l CXメ4グ到
となる。よってι(た)≠α(た)となるたが存在するとき、すなわちι≠αのとき、

( * 2 ) = 0

である。また、ε=αのときは、

け2)=ε
′“
Π Σexp←2πJズゎo(0-ズの)ズ0)
κc#″み(力)∈4

=ε ′″〃
′2れ=〃 ′

れ

であるから、

(*2)=δ(ε一α)

と表せる。よって

(*1)=ΣΣε
′2“ノ(α遺(ι)Σε′π exP(-2π′Σソ(0(くた)一α(0)ら(lll

αcXεcX          み cX           た cちИ

=ΣΣε
ρ“ノ(α遺(のδ(ι―の

αcXι ∈X

- 2 1 -
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=Σε′″/⑫週0)
αCX

=(∫,g)

が成り立つ。ゆえに

(7,Fg)=Σε′π√しと(の=(/,』

であるから、Fは unitarァである。次に、

(F2∫)(ε)=(F(ry))(θ)=ノ (―ι)

であることを示すことで、F4=1で ぁることを示す。

(F2√)(ε)=(F(F/))(ε)

= 
Eu' 

* exp(-2tr i v bc) (Ff (b))

: L t'* exp(-2n i v bc)le'' exp(-2n i v ab) f (a)

ερ″ Π
たc#ルr,α(た)≠―ι(1)

ke# M ,o1k1=-r14 b(k)eLI

らcχ

〓Σε
′2″
ΣcxP(-2π′力(α tt θ))∫(α)

らcX    α cX

=Σερ“ΣCXp(-2π′Σズん)み(0(く0+く0》∫(α)
acX   ら cX 考c・iイ

=Σメ2π{Π ΣcXp←2πJズo∝00(0+く0)》ノ(0 …←1).
acX   ic#″ ばん)∈4

←ち)=ε′
″
Π ΣeXp←2πJズoズ0"0)十∝0))
たc#〃`(た)CLん

とする。 Σexp(-2πJソ(1)b(た)(α(1)+ι(1)))は、α(λ)≠―θ(λ)となるたについては、
ι(λ) Cιん

狐枷⊇″痢←希M併o,
公比 ‐xp1 2がス動

v弄万
はOM籾

の等ル

1級

数である。よって

州 親 ″ ズⅨ
―

希

HO瓢 り 凛 式 Xp1 2がズリ

,o瓢

り

孫

D

l―∝メー2″ズoげ NttXくの十ズ籾

Π  Σ exI-2πJズのo")+ズ0ン0))

となる。そこで

0瓢0=希ビea)
とおくと、

駆メ親″ズ以,0■allllttl exメ⊇″り鋼
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一般の汎関数空間上のFourier変換

となる。よってα(λ)=_ε(λ)となるたが存在するとき、すなわちα≠―θのとき、

( * : ) = 0

である。また、α=―θのときは、

けち)=ε′
“
Π ΣCXp←2πJズoズリ0(0+く0))=θ

′″(〃2)″=1
lc#″ら(λ)CLカ

となるので、

(*ち)=ε
′“δ(α+ι)

と表せる。よって

け1)=Σノ
"δ(α+ε)∫0)=∫(一ι)

αCX

となる。したがって(F2∫)(ι)=(F(F/))(ε)=ノ(―θ)である。

最後に(F(F/))(ι)=∫(ι)を示す。

(F(F/)l16)〓Σ{ε
″eXppπ′Σズのみにlalλ》F/(の}

みc χ          κ c I ルィ

=Σε′m CXP(2πj Σ1/1た)み(た)ι(λ》Σε
′れCXP(-2πJ Σンにン(た)ズた))ノ(α)

みeX       ,c#″        acX        た c#ν

=Σ(′′“)2ΣeXp(-2π′Σソ(0み(λ)(ズ0-ε(λ)))ノ(の
みcX     α cX         た c#ハィ

=Σ(ε′“)2ΣeXp(-2πJ Σ71ん)ら(た)0(た)一ε(ん)))ノ(α)
aex beX たc・んf

=Σばれメ{Σ Πexメー2πJズゎズわ0(0-《0)l1/(の
acX      ら cXλ cIんィ

=Σけ“ア{Π Σexp←2π′ズゎら0)0●)一<0)》ノ0)… ←り
●CX    た #″ズλ)C4

が成り立つ。

け1)=←ダ
″)2Π Σcxp∈2π′ズoわ¢)0")一く0))
たc#″み(た)CLん

とする。 Σcxp(-2πル(λ)ら(λ)(α(ん)一ι(λ)))は、α(0≠ε(た)であるんど″について
ι(た)∈五カ

初項:cxp(-2π′ソ(λ)(―〃′/httλ))o(た)一くん))),

A\Ih : exp(-Zniv(k)(e' t ",!i1411rr(ft)- c(ft)))

となる等比級数である。よって

(*`)=

t源 )細    卜

の 卜 CXpl-2が痢
滞
m allllll

2がズの←7マ5て石ちはゎ一<切)

Π  Σ exp∈2π″ンo)ズ00¢)一く0))
λcIM,α(■)≠r(″)ら(1)C五ん

となる。
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ここ¬現が動i;子手m―altlllに'て、どMなゎ瓢ゎのとま

…0=希ばkノ<″≒だe翔
とおくと、

呼ば″醐滞いい響滋7
となる。

ゆえにα(た)≠θ(た)となるた∈
#〃が存在するとき、すなわちα≠θのとき(*`)=0である。

また、α=θのときは、

け̀ )=←
′れ)2 Π Σcxp←2πJズλン(00(0-く0))
たc#〃ι(ん)∈4

=ば“アΠ〃
2=ばげ(〃′ド=1

たc#九`

となるので、

(*;)〓ε
′η
δ(α一θ)

と表せる。 よって

はD=Σばπゾ(Π ΣCXp←2π′ズoズ00(0-く0)》∫(の
たc#〃ι(1)C4

=Σε′“δ(α―ε)∫(の=ノ(→
acX

が成り立つ。以上によりFF=1が 示された。また、 FF=1に ついても同様に

(3)(ノ*δ)(α)=Σメ物∫0-のδ(b)
みcX

=ノ″Σノ(α―のδ(b)
`cX

=ε′“∫(α)δ(0)=∫(α)

であり、

(δ*/10)=Σε“δ(α―ら)∫ψ)
み∈X

〓ε′"Σδ(α―ら)√(の
らcX

=ε′″δ(0)ノ(α)=∫(α)

が成り立つ。 □

(4)(ノ*gl(α)=Σε“∫(α―b)g(b)
みcX             .

(ェgの 定義域 Xを 同値類たちへの関数たちの集合としたので、

しても和は等しいので、)

=Σ θ′“∫(α―ら)g(α―(α一b))
(α
―夕)C X

して示すことができる。

□

ΣとしてもΣ と
らcX         (α ―b)cχ

- 2 4 -



一般の汎関数空間上の Fourier変換

=(g*ノ)(α)。  □

F(∫*gl(の=Σ{ε′″eXp(-2πJ Σソ(λン(た)ε(ん))(∫*g)0)}
acX             た c#ノИ

=l{e'^ exp(-2ni lv(k)a(k)t(k)) Zu'- f (o-b)s!)}
α∈χ ic#ハイ ιcX

=Σ〔ε′″Σε
′“CXP(-2π′Σソ(ん)α(た)ι(λD∫(α一のg(の}

aeX beX λc・ンヽイ

=Σ{ε′れΣゴ
π eXp(-2πj Σν(λン(た)ι(た))∫(a_b)g(の}

らcX    α cX           た cち′

(J(λ)=α(ん)一ら(ん)とおくと、)

=Σ{ε′“g(b)・Σθ
′π eXp(-2πJ Σソ(ん)(ら(λ)+J(た))ε(0)∫(ご))

ιcIY ノcX― ろ んc#ハイ

=Σノ“g(b)Σε′“{CXp(-2π′Σ7(λ)み(たレυり)eXp(-2πJ Σソ(1)ごυりθ(λ》〕∫(J)
ιc χ      ノ εX― ι んc#ノル̀

=Σ{ε′れCXP(-2πJ Σ71λ)ろ(λ)ι(0遺(b)・Σε
′m exP(-2πJ Σソ(たソ(λ)くた》∫(ご)}

らcχ              た c#ハィ                 ′ cX_み              λ ∈
#1ィ

(ェgの 定義域Xを 同値類たちへの関数たちの集合としたので、 Σ としてもΣ とし
′cX― み          ご cχ

ても和は等しいので、)

={Σ ε
′“
CXP(-2π j Σ ソ(λ)ι(ん》(λ》glの}・{Σ θ

′御
CXP(-2π J Σ ズλ)ご(たン(λ》∫←の}

みcX           icち И                ′ cX           ic#ハ `

=(Fg)(θ)(F/)(ε)=(F/)(θ)(Fg)(ε)。(但しχ―み卜{″―み:χ∈X}と する。) □

(6)(5)と 同様にすると、F(√
′*gり(の=lF/つo(Fgり0)。 □

(7)上の (6)の両辺にFを 施すと、∫
′*g′=F((」 ′)(セ

′
))が成り立つ。そこでノ

′

と、次が成り立つ :(F/)*(Fg)=F(■ )。 □

( 8 ) ( 5 )“ F (∫
′* g′) = ( F /′) ( F g′) "よ り、 ∫

′* g′= F ~ ( ( F /′) ( F gり)が 成 り立 つ。

そこでノ′=7,ゴ =Fgとすると、次が成り立つ:(7)<■)=「(/g)。□

§ア.無 限小前進差分と無限小後退差分

このセクションでは、汎関数の無限小前進差分と無限小後退差分を定義する。

以下、簡略化のために

″み卜Σソ(λ)くた)ら(λ)
んc M`

という記号を用いることにする。

[7.1定義]

ノcA, α cXと し、

/″ →数り は の誹 で内D酬 ♂ν 切 ∈ad蒜 ぜ ぽ翻 ・

とする。このときεら∈Xで あることに注意する。

∫の無限小前進差分D十,ら∫を

g′=Fgと する

-25-
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ρ.ハ0‐

によって定義し、/の無限小後退差分D_,ιノを

Q,調 0ト

によって定義する。そして関数えら,れ を次のように定義する:

琢な =

ム(α):=
exp(-2nie'vab) -l

このとき、次の定理が成り立つ。

[7.2定理]

(1)(F(D+,bノ))(α)=ん (α)({F)(α),  (2)(F(D¬ み∫))(α)=―瓦(a)(F/)(a)。

関数″:αぃん(α)ノ(α),9′:αいん(α)ノ(a)

について次の (3)～ (6)が成り立つ。

(3)(Fψ)(α)=―(D_,3(F/))(α),  (4)(F¢
′
)(α)=(D+,b(F/))(a),

(5)(D+,み(瓦F))(α)=(Fψ)(α),  (6)(p_,み (Iア))(α)=―(F~¢
′
)(α),

0原 の=笏 ・
TCや

いノ″み

(証明)

(1)(F(D+,ι∫))0)=Σε′“CXp(・2π′Σ7(け(λン(λ))(Dtι∫)(ι)
σcX             ictM

ε
′

= 
E' 

* exp(-2n i 
r|,v 

(k)c(klt4n &YT&

I
= Zu'^ , {e"n(-2 ni \ v(k)c(k)a(k))f (c + eb)}

ceX d kesM

I
- Zt'* , {exn(-2ni lv(k)c(k)a(k))f (c)}

ceX 
"  

k .nM

: 
|"'^l{.'n{- 

,oo 
r};rn)a(k)(c(k) 

+ eb(k) - eb(k))f (c + eb)}

I
- Zt'^ ; {."n(-2 ni lv(k)c(k)a(k))/(c)}

teX ,  keFM

'l

= l,e'* . {."p(-Zriva(c + eb))exp (Znivaeh)f (c + eb)}
, L /  - t '
c e X  c

1
- Z u' ̂  

, {exR (- 2n i lv (k)c(k)a(k)) "f (r)}
c e X  a  k . o M

一-26-
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一般の汎関数空間上の FOuricr変換

=ёXpOπjε′″の2ン
′″
l(exp←2πJ″(ε tt εり)∫(ι+θり}

-3メ物l←Xp←2πちンにx°イリ八朝
(∫の定義域Xを 同値類への関数たちの集合としたので、

和は等しいので、)

θ
′

| 
,|.*vlZoi e'vab) Zu'^ exp(-Zniva(c + eb))f (c + eb)

―Σθ
′“CXp(-2πj Σソ"》(た)α(λ))∫(ι)]

んcFiイ

Σ

ぼ

&U"cb I  &U(+)

としても ΣI として
ε―εらcX

=l{CXpOπ′θしりの(項F)0)―(項F)0)}

=l∝ XpOπJε′1/aの_D(F/)0)=花0)(F/)0)。

図D.ハル)=ニメ“eXp←2πちンoくたXλ)の_ψハ0

□

(2)

=]メa CXp←2πちンはxたИり
/1al―ルーεり

=]メれま卜Xp←2πちン(oズλX°H朝

一
三メ
滋
l←Xp←2πち)oxの

αOルーεり

=三ノ物l←Xメ
ー2″
λンにxん¥λ》ス朝

―
]ノl←
Xp←2π
ち)oxわ山
一εao+ε買ゎ口θ―ε鶴

=思メ″l←X噴2πちンはxλXめÅ朝

一
三ε
′“
l{exp←2πJ1/a(`―εり)CXp←2πJ″fり√。

~εη}

=]メ″l・Xp←2πちンo<°ズリル》

―cxp←2年Jε′1/aの二ε
′“
l{CXp←2π′ソ《θ
―εり)∫(θ―θの}

(ノの定義域 Xを 同値類への関数たちの集合としたので、

も和は等しいので、)

=l嘔メ“・Xp←2πちン"xんXλ》ル》

―cxp(-2πJε′Иb)Σメ“{exp(-2πj″(ι―′ら))ノ(ε―εら)}]
r―εらcX
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=lllF/10-eXp勒 メ″以羽 側

= 1 0  C X P勒 ノの 印 0-取 以 羽 0.

ばの0=]メ“exp←2πちンo∝紛ズめズの

=Σε“eXp(-2πJ Σソ¢ンに)α(λ》九0)∫(の

□

=思ノm eXp←2πJソ̀のまにXpOπJε
′″の一り(→

=l{三ε′“CXp←2πj″のcXpOπた′″の∫lal

一Σε
′"CXP(-2πJ″α)∫(θD

=l(ニメれexp←2πJ761α―εり)ル)<J)0)}

=l{(7)。一εつくF/)0)}

=―(D_,ぁ(■
r))(α
)。 □

(4)(F¢つo)=Σε′“CXp(-2πj Σズた)ε(λ)α(tll″ての
σC X

=Σε“eXp(-2πJ
r cχ

たc#ハイ

たc・
lif

Σ7(た)くたン(λ))ん(θ)∫(の
たc・ハイ

=]ノ“OT←2πj“のよにXp←2π′θ
′″の二リノ(の

=l{ニメπ exp←2πJ″のcXp←2πJε′ソιのル)

一Σε
′“CXP(-2π′1/6α)∫(ι》

εC X

=l{]ε m cxp←2π′1/61α+εり)ル)≪F/)0))

=l{(J)。+εη<J)0)}

=(D+,ら(」))(α)。 □

(5)(1)の (F(D+,み∫
′
))(α)=ん (α)(F/′)(α) に より、

両辺を逆Fouricr変換すると、関数ψ
″:αぃん(α)(F/′)(α)について、

(D+,みノ
′
)(α)=(F″

″
)(α)

である。そこでノ=〃 とすると、

(D+,ι(■
1))(a)=(F9)(α

)。 □
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一般の汎関数空間上の Fouricr変換

(6)(2)の (Fの _,らノ
′
))(α)=一 九(α)(F/つ(α)に よ り、両辺を逆 Fouricr変換す ると、関数 ¢

″
:αぃ えら(α)(」つ(a)

について、

(D_,らノ
′
)(α)=―(Fψ

″
)(α)

である。そこでノ=F/と すると、

(D_,♭(7))(α)=―(Fρり(α)。 □

(7)ん (α)=
cxP(2π jε

′
ソαら)-1

ε
′

= い 口 ″の exp←がノ″鋤

= 2颯 だ″の

=物 ・
Tα

肛″勘 ケ ロ
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