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1 序論

場の量子論は現代物理学における基礎理論である。場の量子論では電磁場を初めとする

「場」を量子論的に取り扱う。場の量子論における最低エネルギー状態 (真空)は無限大の

エネルギーを保有する。この真空エネルギーは物体が存在すると修正を受ける。この修正

されたエネルギーと自由空間の真空エネルギーの差 (Casimir エネルギー) は物体間距離

に依存し、力を生ずる。これが Casimir効果であり、驚くべきことに場の量子論から電気

的に中性な物体間に力が生じることが予言される [1]。二枚の平行導体板では、この力に

よる圧力は Lを導体板間距離として F/A = −π2ℏc/240L4 であることが理論的に導かれ

る。平行板間の距離が 1µmのとき圧力は 1.3 mPaであり、実験的にも検証可能な効果で

ある。

Casimirによる予言から現在に至るまでに Casimir効果に対する研究は実験、理論面と

もに著しい発展を遂げてきた。場の間の相互作用が存在しない、つまり自由場における

Casimirエネルギーの計算法は近年大きな進展を見せた。その中でも Jaffe(2008)らの散

乱的アプローチ [2]は任意の形状、個数、配置における Casimirエネルギーを系統的に求

める方法を確立した。このアプローチは電磁場 [3]を始めとした様々な場 [4]-[5]に対して

適用できる。そのため、二つの誘電体球を始めとする多様な配置、形状をもつ物体間の

Casimirエネルギーが分かるようになってきている [6]-[9]。

上述のような理論面での発展から、多様な配置、形状の物体間の Casimir力の実験値と

理論的な計算値を比較することが可能になってきた。Casimir効果を初めて検出した実験

は Lamoreaux(1997)によって行われた [10]。この実験では理論値と実験値との相対誤差

5% ほどであった。その翌年 Mohideen,Roy(1998) らが金属球と金属板の間の Casimir

力を AFMを用いて測定した。この実験での理論値と実験値の相対誤差は数 %となって

いる。より最近の実験 (Decca,2007)ではさらに精度が上がり、相対誤差は 1%未満まで

抑えられた [11]。このように近年における Casimir 力の測定は精密実験の領域に達しよ

うとしている。

散乱アプローチを代表とする、自由場に対する Casimirエネルギーの理論研究は数多

くなされてきた。しかし、場の間の相互作用までを考慮に入れた Casimir 効果の研究は

1-loop補正の計算などが行われているものの [12]-[14]自由場のものと比べると非常に少

ない。そこで、本研究では場の間に相互作用が存在する場合の Casimir効果をスカラー場

ϕを例にとって考察した。その際には以下の点に着目した。

• 元々の系に場 ϕと相互作用する外場 J を仮想的に導入した系を考える。そのような系
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の分配関数 Z[J ]は場 ϕの経路積分によって書き下すことができる。

• 元々の系の真空エネルギーは Z[J ]から導かれる有効作用 Γによって得られる。

本論文の第 2章では、先程述べた散乱的アプローチについて簡潔に説明する。これは

自由場中の任意形状、複数物体間の Casimir 力を求める強力な手法である。第 3 章では

境界は存在しないが、場の間に相互作用がある場合を考える。ここでは通常の場の量子論

における摂動論をまとめる。第 4章では本研究の主題である、相互作用が存在する場合の

Casimir効果について議論する。第 5章はまとめと課題点に充てる。
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2 境界が存在する場合:自由場

空間中に物体が存在すると、場は境界条件を満たすように制限を受ける。それに伴い真

空エネルギーも境界が存在しない場合から変化する。この変化分こそが Casimir エネル

ギーである。以下に見るように、分配関数 Z に対して極限操作を行うことで真空エネル

ギーを取り出すことができる。このことに注目すると Casimir エネルギーは物体表面上

の電荷間の相互作用として記述される。この方法における最終的な Casimir エネルギー

は個々の物体の散乱行列と異なる座標原点から見た部分波を関係づける並進行列のみで表

記される。この新しい Casimirエネルギーの導出法では、任意形状の物体、配位を取り扱

うことが可能である。

ここでは実スカラー場中に物体を複数配置した状況を取り扱う。なお、物体は境界条件

で記述され、境界上で場がゼロ (Dirichlet条件)になる理想的な場合を考える。

2.1 分配関数と真空エネルギー

系の分配関数は境界条件付きの経路積分によって

Tre−iHcT =

∫
[Dϕ]Ce

iS[ϕ] = Z[C] (2.1)

と書くことができる。作用 S[ϕ]は質量ゼロの実スカラー場のラグランジアンを時刻 0か

ら T まで積分

S[ϕ] =

∫ T

0

dt

∫
d3x{(∂tϕ)2 − (∇ϕ)2} (2.2)

したものである。分配関数 (2.1)において、時間 T を虚時間 Λへ

T = −iΛ (2.3)

置き換え、Λ → ∞の極限操作を施すと、真空エネルギー

E0[C] = lim
Λ→∞

−1

Λ
lnTre−HcΛ

= lim
Λ→∞

−1

Λ
lnZ[C] (2.4)

を取りだすことができる。従って、Casimirエネルギーは、

E [C] = − lim
Λ→∞

1

Λ
ln
Z[C]

Z∞
(2.5)
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で与えられる。ここで Z∞ は境界を無限遠に持って行ったときの ZC であり、境界が存

在しない場合の分配関数である。(2.1)におけるスカラー場 ϕ(t,x)は時間 T の周期関数

(付録 A.4参照)ゆえ、Fourier級数展開

ϕ(t,x) =

∞∑
n=−∞

ϕn(x)e
2πin/T (2.6)

ϕ−n(x) = ϕ∗n(x) (2.7)

が可能である。経路積分では可能な場の配位全てに対して積分を行う。そのため場の

Fourier級数展開を行うと、展開係数 ϕn(x)に関する経路積分∫
[Dϕ]C =

∞∏
n=−∞

∫
[Dϕn(x)]C (2.8)

に置き換わり、境界条件は ϕn(x)に引き継がれる。ϕ(x)の Fourier展開を (2.2)に代入

すれば作用はすべて ϕn(x)の二次形式の和で書かれる。従って、(2.4)の対数をとれば積

は和に変わり、

lnZ[C] =
∞∑

n=0

ln

{∫
[Dϕn(x)]C exp

[
iT

∫
d3x

(
2πn

T

)
|ϕn(x)|2 − |∇ϕn(x)|2

]}
(2.9)

となる。なお (2.8)に伴いヤコビアンが生じるが、この変数変換に境界依存性は無いため

Casimirエネルギーへは寄与しない。

T → ∞ の極限では nは連続変数に、和は積分に

ϕn(x) → ϕ(k,x)
∞∑

n=0

→ T

2π

∫ ∞

0

dk (2.10)

k =
2πn

T
(2.11)

なるので、(2.9)は

lnZ[C] =
T

2π

∫ ∞

0

dk ln

{
[Dϕ(k,x)]C exp

[
iT

∫
d3x(k2|ϕ(k,x)|2 − |∇ϕ(k,x)|2)

]}
=

T

2π

∫ ∞

0

dk lnZC(k) (2.12)

ZC(k) =

∫
[Dϕ(k,x)]C exp

[
iT

∫
d3x(k2|ϕ(k,x)|2 − |∇ϕ(k,x)|2)

]
(2.13)
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と表記される T → iΛ の変換に伴う、置き換え k → iκ を施せば、Casimir エネルギー

(2.5)は

E [C] = − 1

2π

∫ ∞

0

dκ ln
ZC(iκ)

Z∞(iκ)
(2.14)

である。

物体 αの境界上 Σα で場がゼロになるという Dirichlet条件

ϕ(x) =

{
0 x ∈ Σα

ϕ(x) x　 /∈ Σα

(2.15)

は汎関数 δ 関数によって達成できる。これにより制限付き経路積分は以下∫
[Dϕ(x)]C =

∫
Dϕ(x)

N∏
α=1

∫
Dϱα(x) exp

[
iT

∫
Σα

d3x(ϱ∗α(x)ϕ(x) + c.c.)

]
(2.16)

のように全空間の ϕと各物体上の電荷 ϱα の経路積分になる。(2.16)によって、(2.13)は

ZC(k) =
N∏

α=1

∫
Dϱα(x)Dϕ(x) exp (iT S̃[ϕ, ϱ]) (2.17)

のようになる。S̃[ϕ, ϱ]は

S̃[ϕ, ϱ] =

∫
d3x(k2|ϕ(k,x)|2 − |∇ϕ(k,x)|2) +

∑
α

∫
Σα

d3x(ϱ∗α(x)ϕ(x) + c.c.) (2.18)

であり、自由場の作用に各物体上に導入された電荷との結合項が加わったものとなる。

2.2 電荷間相互作用への帰着

変形された作用 S̃ を部分積分により以下

S̃[ϕ, ϱ] =

∫
d3xϕ∗(x)(∇2 + k2)ϕ(x) +

∑
α

∫
Σα

d3x(ϱ∗α(x)ϕ(x) + c.c.)) (2.19)

のように書き直す。場の方程式は作用 S̃[ϕ, ϱ]の場 ϕ(x)に関する変分原理

δS̃[ϕ, ϱ]

δϕ(x)
= 0 (2.20)

によって導かれる。従って、古典場は

(∇2 + k2)ϕcl(x) =

{
−ϱα x ∈ Σ

0 x /∈ Σ
(2.21)
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という方程式から決定される。また、場の方程式より、境界 Σα 内部の場 ϕin と外部の場

ϕout の関係が導かれる:

ϕin(x) = ϕout(x), x∈ Σα (2.22)

∂n(ϕin(x)− ϕout(x)) = ϱα(x), x∈ Σα (2.23)

∂n は物体 αの表面に垂直な方向への微分である。

(2.19)において積分変数 ϕを

ϕ(x) → ϕcl(x) + ∆ϕ(x) (2.24)∫
Dϕ(x) →

∫
D∆ϕ(x) (2.25)

のように古典場 ϕcl と量子場と古典場の差 ∆ϕの和に書き直す。この変数変換は単なる並

進のため、変換に伴って生じるヤコビアンは１である。S̃[ϕcl +∆ϕ, ϱ]を古典場 ϕcl のま

わりで展開すると、

S̃[ϕcl +∆ϕ, ϱ] = S̃[ϕcl, ϱ] +

∫
d3x

(
δS̃[ϕcl, ϱ]

δϕ(x)
∆ϕ(x) + c.c.

)

+
1

2

∫
d3xd3y

(
∆ϕ∗(x)

δS̃[ϕcl, ϱ]

δϕ∗(x)δϕ(y)
∆ϕ(y) + c.c.

)
(2.26)

のようになる。古典場は (2.20)を満たすため∆ϕの一次の項は消える。そのため S̃[ϕcl +

∆ϕ, ϱ]は変形された作用と、自由な量子場の作用の和

S̃[ϕcl +∆ϕ, ϱ] = S̃[ϕcl, ϱ] +

∫
d3x∆ϕ∗(x)(∇2 + k2)∆ϕ(x) (2.27)

となる。また、S̃[ϕcl, ϱ]は場の方程式 (2.21)を用いれば

S̃[ϕcl, ϱ] =
1

2

∑
α

∫
Σα

d3x(ϱ∗αϕcl(x) + c.c.) (2.28)

のように、古典的な場と電荷間の結合で書くことが出来る。また、変形された作用 S̃[ϕcl, ϱ]

のみが電荷 ϱα を含んでいる。それゆえ、場と物体上の電荷に関する経路積分は分離でき

る。つまり、(2.27)より ZC(k)は二つの因子の積

ZC(k) =
N∏

α=1

∫
Dϱαe

iT S̃[ϕcl,ϱ]

∫
D∆ϕ(x) exp

[
iT

∫
d3x∆ϕ∗(x)(∇2 + k2)∆ϕ(x)

]
(2.29)
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となる。(2.29)の第二因子∫
D∆ϕ(x) exp

[
iT

∫
d3x∆ϕ∗(x)(∇2 + k2)∆ϕ(x)

]
(2.30)

は自由場の分配関数で、Z∞ と同一のものである。そのため Casimirエネルギー (2.5)を

求める場合、この因子は分子と分母で打ち消される。

古典場 ϕcl は場の方程式が線形であるため、各々の物体上の電荷が作る場の和

ϕcl(x) =
∑
β

ϕβ(x) (2.31)

で表される。従って、Casimirエネルギーへの寄与は

ZC(k) =
N∏

α=1

∫
Dϱα exp

 iT
2

∑
α,β

∫
Σα

d3x(ϱ∗αϕβ(x) + c.c.)

 (2.32)

のみとなる。

2.3 経路積分の評価

Casimirエネルギーを知るためには、

ZC(k) =
N∏

α=1

∫
Dϱα exp

 iT
2

∑
α,β

∫
Σα

d3x(ϱ∗αϕβ(x) + c.c.)

 (2.33)

において、ϱα 積分をどのように実行するかが問題となる。以下では α ̸= β、α = β で場

合分けすれば、この積分が実行可能であることを示す。

• α ̸= β の場合 :相互作用項

S̃βα =
1

2

∫
Σα

d3xα(ϱ
∗
α(xα)ϕβ(xα) + c.c.) (2.34)

ϕβ は物体 β 上の電荷が作る場である。それゆえ S̃αβ は異なる物体 α, β 上の電荷同士の

相互作用を記述する。また、xα は物体 α内部の原点から測定した座標であることを示し

ている。ϕβ は物体 β 上の電荷が作る古典場であるため、Helmholtz方程式の Green関数

G0 によって、

ϕβ(xβ) =

∫
Σβ

d3x′
βG0(xβ ,x

′
β , k)ϱβ(x

′
β) (2.35)
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と書かれる。今の場合 xβ は物体 α 上を指し示しており、積分変数 xβ は物体 β 上の点

であるゆえ、rβ = |xβ | > r′β = |x′
β |である。そのため、Helmholtz方程式の Green関数

G0 の部分波展開

G0(xβ ,x
′
β , k) = ik

∑
l,m

jl(kr
′
β)h

(1)
l (krβ)Ylm(x̂β)Y

∗
lm(x̂′

β) (2.36)

を用いることが出来る。これにより (2.35)は

ϕβ(xβ) = ik
∑
l,m

h
(1)
l (krβ)Ylm(x̂β)

∫
Σβ

d3x′
βjl(kr

′
β)Y

∗
lm(x̂′

β)ϱβ(x
′
β) (2.37)

となる。上の式において、Σβ 上の積分は電荷 ϱβ の配位で決まる量であるため、多重極を

定義する:

Qβ,lm ≡
∫
Σβ

d3x′
βjl(kr

′
β)Y

∗
lm(x̂′

β)ϱβ(x
′
β) (2.38)

ϕβ(xβ) = ik
∑
lm

Qβ,lmh
(1)
l (krβ)Ylm(x̂β) (2.39)

(2.39)における xβ は物体 β 内の原点から測定した物体 α上の座標である。原点 β から

見た部分波を原点 αから見た部分波で展開すれば

h
(1)
l (krβ)Ylm(x̂β) =

∑
l′β′

U αβ
l′m′lm(Xαβ)jl′(krα)Yl′m′(x̂α) (2.40)

となる。基底の変換行列 U αβ は原点 αから測定した β の位置Xαβ に依存する。これら

の記号は図 1に示してある。

xα,xβ はともに物体 α上の同一点を指定しているので ϕβ(xβ) = ϕβ(xα)であることに

注意すると、(2.39)は

ϕβ(xα) = ik
∑
lm

Qβ,lm

∑
l′β′

U αβ
l′m′lm(Xαβ)jl′(krα)Yl′m′(x̂α) (2.41)

と書かれる。(2.41)を (2.34)に代入すれば

S̃βα[Qα, Qβ ] =
ik

2

∑
lml′m′

(Q∗
α,l′m′U

αβ
lml′m′Qβ,lm + c.c.) (2.42)

となる。
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図 1

• α = β の場合:自己相互作用項

α = β における古典的作用への寄与は

S̃[ϱα] =
1

2

∫
Σα

d3x(ϱ∗α(xα)ϕα(xα) + c.c.) (2.43)

となる。古典的作用におけるこの部分は α上の電荷が同じく物体 α上の電荷によって作

られた場との相互作用を記述する。以下では xα の添え字を省略するが, xは常に物体 α

内の原点から測定した位置であるものとする。(2.43) は物体 α 上での積分であるが、境

界上の被積分関数の値 ϕα(x)は場の方程式より

ϕα,in(x) = ϕα,out(x) (2.44)

であるゆえ、ϕα,in, ϕα,out のうち、どちらを選んでもよい。ここでは ϕα,in を被積分関数

として採用する。ϕα,in は境界内部における Helmholtz方程式の解であるため、物体 α内

の原点で正則になっていなければならない。そのため、ϕin,α は Helmholtz方程式の正則

な解のみによって展開される。すなわち、

ϕα,in(x) =
∑
lm

ϕα,lmjl(kr)Ylm(x̂) (2.45)

である。これを (2.43)に代入すれば、

S̃[ϱα] =
1

2

∑
lm

(ϕα,lmQ
∗
α,lm + c.c.) (2.46)

を得る。一方 ϕα,out は (2.44)を満たすので、

ϕα,out(x) = ϕα,in(x) + (Σα上で消える項) (2.47)
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と書くことができる。(2.47)の右辺第 2項目は物体 αの境界上で Dirichlet条件を満たす

ような Helmholtz方程式の解

ψα
lm(x) = h

(2)
l (kr)Ylm(x̂) +

∑
lml′m′

Slml′m′(k)h
(1)
l′ (kr)Yl′m′(x̂) (2.48)

の線形結合で一般的に表すことができる。ただし、内向き球面波 h
(2)
l Ylm を規格化して

あるので、Helmholts 方程式の解は散乱行列 S で書かれる。この散乱行列 S は境界上で
ψα
lm が 0になるように決定される。さらに、散乱行列 S から単位行列を差し引いたもの
を Tで定義する:

T(k) =
1

2
(S(k)− I) (2.49)

右辺の 1/2は便宜上付けた。そうすると、(2.48)は

ψα
lm(x) = 2jl(kr)Ylm(x̂) +

∑
l′m′

2T α
lml′m′(k)h

(1)
l′ (kr)Yl′m′(x̂) (2.50)

と書き直される。(2.50)式により (2.47)は

ϕα,out(x) = ϕα,in(x) +
∑
lm

χα,lmψ
α
lm(x)

=
∑
lm

(ϕα,lm + χα,lm)jl(kr)Ylm(x̂) +
∑

lml′m′

χα,lmT α
lml′m′h

(1)
l′ (kr)Yl′m′(x̂)

(2.51)

と書くことができる。しかし、一方で ϕα,out は物体 α上の電荷 ϱα と Helmholtz方程式

の Green関数 G0 によっても得ることができる。それゆえ (2.51)は kr → ∞において G0

と同様の漸近形を持つはずである。つまり、r → ∞では h
(1)
l のみが生き残らなけらばら

ない。それゆえ、
χα,lm = −ϕα,lm (2.52)

が成り立つ。従って、ϕα,out は

ϕα,out(x) = −
∑
lm

ϕα,lm
∑
l′m′

T α
lml′m′(k)h

(1)
l′ (kr)Yl′m′(x̂) (2.53)

と書き表される。また、前述のように ϕα,out は G0 によって

ϕα,out(x) =

∫
Σα

d3xG0(x,x
′, k)ϱα(x

′) (2.54)
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と書かれる。xは物体の外部、x′ は物体の境界上の点であるため、r > r′ である。Green

関数の部分波展開 (2.36)を代入すれば、ϕα,out の別の表現として、

ϕα,out(x) = ik
∑
l′m′

Qα,l′m′h
(1)
l′ (kr)Yl′m′(x̂) (2.55)

を得る。(2.53)と (2.55)を比較すれば、

ikQα,l′m′ = −
∑
lm

T α
l′m′lm(k)ϕα,lm (2.56)

が導かれる。ϕα,lm について解けば

ϕα,lm = −ik
∑
l′m′

[T α]−1
lml′m′Qα,l′m′ (2.57)

となる。これを (2.46)に代入すれば、最終的に

S̃α[Qα] = − ik
2

∑
lml′m′

(Q∗
α,lm[T α]−1

lml′m′Qα,l′m′ + c.c.) (2.58)

が得られる。
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Casimirエネルギーの評価を行うために

ZC(k) =
N∏

α=1

∫
Dϱα exp

 iT
2

∑
α,β

∫
Σα

d3x(ϱ∗αϕβ(x) + c.c.)

 (2.59)

を計算する必要があった。(2.59)は先ほど導いた自己相互作用、相互作用項

S̃α[Qα] = − ik
2

∑
lml′m′

(Q∗
α,lm[T α]−1

lml′m′Qα,l′m′ + c.c.) (2.60)

S̃βα[Qα, Qβ ] =
ik

2

∑
lml′m′

(Q∗
α,l′m′U

αβ
lml′m′Qβ,lm + c.c.) (2.61)

及び、演算子
Mαβ

C ≡ [Tα]−1δαβ − Uαβ(1− δαβ) (2.62)

を定義することにより、

ZC(k) =
N∏

α=1

∫
DQαDQ∗

α exp

 ikT
2

∑
α,β

(Q∗
αM

αβ
C Qβ + c.c.)

 (2.63)

と書かれる。(2.63) において、積分変数の変更 DϱαDϱ∗α → DQαDQ∗
α に伴って生じる

ヤコビアンは物体の配置 C に依存しないものであるため、Casimir エネルギーに全く寄

与しない。そのため、ここではヤコビアンを省略している。(2.63)は Qの二次形式の指

数関数であるから経路積分が実行できる。

k → iκに置き直し、積分を実行すると

ZC(iκ) = (detMC)
−1 (2.64)

を得る。従って、Casimirエネルギー (2.5)は

E [C] =
1

2π

∫ ∞

0

dκ ln
detMC(iκ)

detM∞(iκ)
(2.65)

となる。

２物体の場合の Casimirエネルギーは

E2[C] =
1

2π

∫ ∞

0

dκ ln det(I− T1U12T2U21) (2.66)

である。
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3 境界のない場合における場の量子論の摂動論

前章までは自由場を対象にした議論だった。ここからは相互作用する量子場を考えてい

く。この章では境界が存在せず、相互作用項を含む場の理論の摂動論を取り扱う。

3.1 摂動論と Feynman則

相互作用を含む質量ゼロの実スカラー場の理論はラグランジアン密度

L = −1

2
ϕ(x)2ϕ(x) + Lint(ϕ) (3.1)

で記述される。第一項目は自由場のラグランジアン密度を、第二項目はスカラー場の間の

相互作用をそれぞれ表している。 ここでいくつか記号の約束を行う。まず、演算子∆−1
F

を
−i∆−1

F (x, y) ≡ 2δ4(x− y) (3.2)

のように定義する。演算子 ∆−1
F は伝搬関数

∆F (x− y) =

∫
d4k

i(2π)4
−1

k2 + iϵ
e−ik(x−y) (3.3)

の逆演算子である。また、引数 x, y を持つ演算子が作用した関数の積分を行列演算のよ

うに

(−i∆−1
F ϕ)(x) ≡

∫
d4y − i∆−1

F (x, y)ϕ(y) (3.4)

と書く。さらに、４次元積分を

ϕ · J ≡
∫
d4xϕ(x)J(x) (3.5)

(Lint(ϕ)) ≡
∫
d4xLint(ϕ) (3.6)

と略記する。

この約束の下でラグランジアン密度 (3.1) で記述される系の生成汎関数は場の経路積

分で

Z[J ] =

∫
Dϕ exp i

∫
d4x(−1

2
ϕ(x)2ϕ(x) + Lint(ϕ) + ϕ(x)J(x))

=

∫
Dϕ exp i

[
−1

2
ϕ · (−i∆−1

F ϕ) + (Lint(ϕ)) + ϕ · J
]

(3.7)
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のように書かれる。

(3.7)を外場 J で汎関数微分すると

δ

δiJ(x)
exp i(ϕ · J) = ϕ(x) exp i(ϕ · J) (3.8)

から分かるように J 微分は場 ϕ に置き換わる。これを利用することで (3.7) 中の相互作

用項Lint(ϕ)は、

exp i[−1

2
ϕ · (−i∆−1

F ϕ) + (Lint(ϕ)) + ϕ · J ] =

exp i(Lint(
δ

δiJ
)) exp i[−1

2
ϕ · (−i∆−1

F ϕ) + ϕ · J ] (3.9)

のように変数 ϕを J 微分に置き換えることができる。(3.9)を用い、さらに経路積分 Dϕ

において、積分変数を
ϕ(x) → ϕ′(x)− i(∆FJ)(x) (3.10)

と変更する。そうすると、(3.7)の被積分関数は

exp i[
1

2
ϕ · (−i∆−1

F ϕ) + ϕ · J ] = exp [− i

2
ϕ · (−i∆−1

F ϕ) +
1

2
iJ · (∆F iJ)] (3.11)

となり ϕと J の結合が分離される。(3.11)に対して経路積分 Dϕを実行することができ

る。生成汎関数は次式

Z[J ] = Z0 exp i(Lint(
δ

δiJ
)) exp

[
1

2
(iJ ·∆F iJ)

]
(3.12)

で表される。ここで、Z0 は自由場の生成汎関数

Z0 =

∫
Dϕ exp iϕ · (−i∆−1

F ϕ) (3.13)

である。

式 (3.11)における外場 J 依存性を担う因子 exp
[
1
2 (iJ ·∆F iJ)

]
も

exp
1

2
(iJ ·∆F iJ) = exp

[
1

2

δ

δϕ
·∆F

δ

δϕ

]
exp i(ϕ · J)|ϕ=0 (3.14)

のように微分演算子で書き換えることができることが分かる。(3.14) を (3.12) に適用す

ると

Z[J ] = Z0 exp i(Lint(
δ

δiJ
)) exp

[
1

2

δ

δϕ
·∆F

δ

δϕ

]
exp i(ϕ · J)|ϕ=0 (3.15)
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となるが、相互作用項中の微分 δ/δJ と ϕ微分は順序が交換可能である。結局、Z[J ]は

Z[J ] = Z0 exp

[
1

2
(
δ

δϕ
·∆F

δ

δϕ
)

]
exp i[(Lint(ϕ)) + ϕ · J ]|ϕ=0 (3.16)

となる。

ϕ微分を行い、最後に ϕをゼロにする操作を記号

exp

[
1

2

δ

δϕ
·∆F

δ

δϕ

]
F [ϕ]|ϕ=0 ≡ ⟨F [ϕ]⟩0 (3.17)

で定義する。すると、式 (3.16)は

Z[J ] = Z0 ⟨exp i[(Lint(ϕ)) + ϕ · J ]⟩0 (3.18)

と表記される。また、J = 0で生成汎関数が 1となるように規格化すれば、

Z[J ] =
⟨exp i[(Lint(ϕ)) + ϕ · J ]⟩0

⟨exp i(Lint(ϕ))⟩0
(3.19)

を得る。この式が Z[J ]に対する摂動的な評価法の規則を与える。

上式において exp i(ϕ · J)を展開すれば (3.19)式の分子は

⟨exp i[(Lint(ϕ)) + ϕ · J ]⟩0 =
∑
n=0

in

n!

∫
d4x1 · · · d4xnJ1(x1) · · · Jn(xn)Gn(x1 · · ·xn)

(3.20)

となる。ここで外場の n次の係数を

Gn(x1 · · ·xn) = ⟨ϕ(x1) · · ·ϕ(xn) exp i(Lint(ϕ))⟩0 (3.21)

と書いた。ここで定義した Gn(x1 · · ·xn) は場の量子論において n 点 Green 関数として

知られるものである。さらに相互作用の指数関数を展開すれば Gn(x1 · · ·xn)に対する摂
動展開

Gn(x1 · · ·xn) = Gn
(0)(x1 · · ·xn) +Gn

(1)(x1 · · ·xn) · · ·+Gn
(m)(x1 · · ·xn) (3.22)

が与えられる。ここで、Gn
(m)(x1 · · ·xn)は Gn(x1 · · ·xn)の m次の摂動項であり、具体

的には、

Gn
(m)(x1 · · ·xn) =

im

m!

∫
d4y1 · · · d4ym ⟨ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)Lint(ϕ(y1)) · · ·Lint(ϕ(ym))⟩0

(3.23)
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と表記される。

Gn
(m)(x1 · · ·xn)を求めるためには

⟨ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)Lint(ϕ(y1)) · · ·Lint(ϕ(ym))⟩0 (3.24)

を実行する必要がある。簡単のために、まず G2
(0)(x1, x2)を例に挙げる。G

2
(0)(x1, x2)は

G2
(0)(x1, x2) = ⟨ϕ(x1)ϕ(x2)⟩0 (3.25)

であるが、記号 <>0 の元々の意味を思い出すと

⟨ϕ(x1)ϕ(x2)⟩0 = exp

[
1

2

δ

δϕ
·∆F

δ

δϕ

]
ϕ(x1)ϕ(x2)|ϕ=0 (3.26)

になる。また、略記

δ

δϕ
·∆F

δ

δϕ
=

∫
d4y1d

4y2
δ

δϕ(y1)
∆F (y1 − y2)

δ

δϕ(y2)
(3.27)

に注意し、汎関数微分を実行すれば

G2
(0)(x1, x2) = ⟨ϕ(x1)ϕ(x2)⟩0 = ∆F (x1 − x2) (3.28)

が得られる。以上の計算から分かるように、演算 <>0 は 2つの ϕを∆F に置き換える操

作 (縮約)である。∆F の引数はそれぞれの ϕの時空座標を引き継ぐ。縮約を 2つの時空

点を繋ぐ線に各端点の時空座標を引数として持つ伝搬関数を付与する操作として捉えると

摂動項の計算を見通しよく行うことが可能になる。

x1 x2

∆F (x1 − x2)

図 2
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例えば ϕ3 理論

Lint(ϕ) = − λ

3!
ϕ3 (3.29)

における G2(x1, x2)の 2次摂動項 G2
(2)(x1, x2)は

G2
(2)(x1, x2) =

1

2!

∫
d4y1d

4y2

⟨
ϕ(x1)ϕ(x2)

(
− iλ
3!

)
ϕ3(y1)

(
− iλ
3!

)
ϕ3(y2)

⟩
0

(3.30)

であるが、これは縮約の仕方によって分類された 5種類の項の和

G2
(2)(x1, x2) = G2

(2:a)(x1, x2) +G2
(2:b)(x1, x2)

+G2
(2:c)(x1, x2) +G2

(2:d)(x1, x2) +G2
(2:e)(x1, x2)

(3.31)

で与えられる。G2
(2) に寄与する各項は

G2
(2:a)(x1, x2)

=
3 · 3 · 2
(3!)2

∫
d4y1d

4y2∆F (x1 − y1)(−iλ)[∆F (y1 − y2)]
2(−iλ)∆F (y2 − x2) (3.32)

G2
(2:b)(x1, x2)

=
3 · 2 · 3
(3!)2

∫
d4y1d

4y2∆F (x1 − y1)(−iλ)∆F (y1 − y2)∆F (y2 − x2)(−iλ)∆F (y2 − y2)

(3.33)

G2
(2:b)(x1, x2)

=
3 · 2 · 3
(3!)2

∫
d4y1d

4y2∆F (x1 − y1)(−iλ)∆F (y1 − y2)∆F (y2 − x2)(−iλ)∆F (y2 − y2)

(3.34)

G2
(2:c)(x1, x2) = G1

(1)(x1)G
1
(1)(x2) (3.35)

G2
(2:d)(x1, x2) = G2

(0)(x1, x2)
1

2

3!

(3!)2

∫
d4y1d

4y2(−iλ)[∆F (y1 − y2)]
3(−iλ)(3.36)

G1
(1)(x) =

3

3!

∫
d4y∆F (x− y)(−iλ)∆F (y − y) (3.37)
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′
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1
′

2
′

1 2

(d) G2
(2:d)

1 2

1
′

2
′

(e) G2
(2:d)

図 3: 縮約の仕方

G2
(2:e)(x1, x2)

= G2
(0)(x1, x2)

3 · 3
(3!)2

∫
d4y1d

4y2∆F (y1 − y1)(−iλ)∆F (y1 − y2)(−iλ)∆F (y2 − y2)

(3.38)

となるが、これらは時空座標 x1, x2 を持つ 2つの端点 (外場)と y1, y2 という座標をも

つ 2つの相互作用頂点を適当に縮約することで得られる。図 3は式 (3.32) (3.38)の縮約

を図で表現したものである。

統計因子は各項がどれだけの重みで G2
(2) に寄与するかを示す。例えば G2

(2:a) の統計因

子 3 · 3 · 2/(3!)2 は次のように計算される。
図 4のように x1 − y1, x2 − y2 で縮約する仕方もあれば、図 5のように x1 − y2, y1 − x2

という縮約も可能である。これら２つの図は積分変数 y1, y2 の入れ替えで全く同じものに

なる。そのため、まず 2 という統計因子が出てくる。これは y1, y2 を 2 つ相互作用頂点

に割り当てる場合の数と等しい。一般にm個の頂点に y1, · · · , ym を割り当てる場合の数
はm!であるから、これは (2.1)の 1/m!と相殺する。残りの統計因子 3 · 3 · 2は相互作用
ϕ3(yi)のうち、どれを端点 xi を縮約するかの 3 · 3通り、残こった ϕ2(y1)ϕ

2(y2)の縮約

の仕方の 2通りから来ている。
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x1 y1 y2 x2

図 4

x1 y2 y1 x2

図 5

摂動計算 (3.32)式 (3.38)式から摂動計算の一般的規則である Feynman則を見出すこ

とができる。

Feynman則

n点 Green関数のm次摂動項は以下の規則で与えられる。

1. 外場に対応する n 個の端点 x1, · · · , xn と Lint(ϕ) に相当する m 個の相互作用頂

点を繋ぎ、可能なグラフ（Feynmanダイヤグラム）を全て書き出す。ϕ3 相互作用

なら相互作用頂点は図 6のようになる。

2. 端点や相互作用頂点を接続する各線に伝搬関数 ∆F を付与する。例えば xと y を

繋ぐ線の場合は ∆F (x− y)となる。

3. 各相互作用頂点に対し iL の結合定数を付与する。ϕ3 相互作用で −iλである。
4. 各頂点の位置 yi について積分

∫
d4yi を実行する。

5. 各々のグラフの重みを計算して掛ける。

6. 全てのグラフの寄与を足しあげる。

−λ

図 6: ϕ3 相互作用頂点
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図 7: 真空泡グラフ

3.2 真空泡グラフと連結グラフ

図 1(d),(e)において見られるような全く外場 (端点 xi)に接続していないグラフは真空

泡グラフと呼ばれる。真空泡グラフの例を図 7に示す。

先の G2
(2) の例からも分かるように、G

n の摂動項の中には真空泡グラフを含むものが

存在する。しかし、そのようなグラフからの寄与は (3.36),(3.38)式と同じように必ず、(

真空泡グラフを含まないグラフ)× (真空泡グラフ)と書かれる。従って (3.19)の分子は以

下のように

Z[J ] = (1 +真空泡グラフの総和 : B)× (1 +真空泡を含まないダイヤグラムの総和 : C )
(3.39)

で与えられる。だが一方で、(3.19)の分母はB に等しい。結局、

Z[J ] =
B × C

B
= C (3.40)

となり、これは真空泡を含むグラフから Z[J ]へは全く寄与しないということを示してい

る。　

従って、Z[J ]は真空泡を含まないグラフから構成されている。しかし、図 1(c)のよう

に全体が一つに連結していないグラフを含んでいる。そのため、C は

C = (一つの連結グラフからなる部分) + (二つの連結グラフからなる部分) + · · · (3.41)

と書くことが出来る。一つの連結グラフの総和を iW [J ]で書くことにすると、(3.41)は

Z[J ] = 1 + iW [J ] +
i2

2!
W [J ]2 + · · · (3.42)
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に等しい。n個の連結グラフからなる部分では、n!通りの単連結グラフの配置の仕方があ

るため、それだけの重複を含む。そのため、係数 1/n!が必要になる。従って、

iW [J ] = lnZ[J ] (3.43)

で定義されたW [J ]は全ての連結グラフを足し挙げたもの

iW [J ] =

∞∑
n=1

in

n!

∫
d4x1 · · · d4xnJ(x1) · · · J(xn)Gn

conn(x1 · · ·x2) (3.44)

であることが分かる。

3.3 有効作用

有効作用はW [J ]の Legendre変換

Γ[φ] =W [J ]− φ · J (3.45)

で定義される。ここで φは

φ(x) =
δW [J ]

δJ(x)
(3.46)

である。これは図 8 で示してあるように x という引数をもつ端点と接続した連結グラフ

の総和で与えられる。tadpoleグラフにおける右側の灰色の円は連結グラフの総和を表し

x

図 8: tadpoleグラフ

ている。

φが tadpoleグラフで表せることは、定義 (3.46)と Feynman則の元になった式 (3.19)

から分かる。φの定義は

φ(x) =
⟨ϕ(x) exp i[(Lint(ϕ)) + ϕ · J ]⟩0

⟨exp i(Lint(ϕ))⟩0

/ ⟨exp i[(Lint(ϕ)) + ϕ · J ]⟩0
⟨exp i(Lint(ϕ))⟩0

(3.47)
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と書き換えが可能である。(3.47)における分子

⟨ϕ(x) exp i[(Lint(ϕ)) + ϕ · J ]⟩0
⟨exp i(Lint(ϕ))⟩0

(3.48)

は (端点 x と接続している連結グラフの総和 : F ) × B と書くことができる。従って

(3.47)は
F × B/B = F (3.49)

となる。 tadpole グラフを利用することで有効作用が 1 粒子規約なグラフから構成され

ることを示すことができる。

図 9 のグラフは波線を境にして 2 つの部分に分けることができる。連結グラフにおい

て、ある内線を境にグラフが別々の部分に分離できるとき、そのような線のことを間接線

と呼ぶ。

図 9: 間接線を持つような連結グラフ

1粒子規約なグラフとは外線以外に間接線を持たないような連結グラフのことである。

1粒子規約なグラフの例としては図 10のようなものがある。

有効作用 Γが 1粒子規約なグラフのみを含むことを示すには、tadpoleグラフによって

iW [J ]を構成することを考えればよい。構成の方法として次の候補が考えられる:

1. 端点 xに外場 iJ を付与する。つまり、

iW [J ] =? iJ · φ (3.50)

2. tadpoleグラフの端点 xと接続している伝搬関数を切断したものを (図 8灰色の円)

を端点 xに付与する。つまり、

iW [J ] =? φ · (∆−1
F φ) (3.51)
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3. 一粒子規約なグラフの総和 κ1PI [∆FJ ] において外場が付与された外線伝搬関数

∆FJ を全て φに置き換える。つまり、

iW [J ] =? κ
1PI [φ] (3.52)

ところが、1 3どの候補もグラフの数え過ぎがあるために正しく iW [J ]を与えない。しか

し、(3.50)− (3.51) + (3.52)は正確に iW [J ]となっている。すなわち、

iW [J ] = −1

2
φ ·∆−1

F φ+ κ1PI [φ] + iJ · φ (3.53)

である。これはまた、有効作用が 1粒子規約なグラフから構成されること

iΓ[φ] = −1

2
φ ·∆−1

F φ+ κ1PI [φ] (3.54)

を意味している。

κ1PI から treeグラフ (ループを含まないグラフ)を抜き出すと

κ1PI [φ] = i

∫
d4xLint(φ) + κ1PI

loop[φ] (3.55)

となる。このため有効作用は以下

Γ[φ] = S[φ]− iκ1PI
loop[φ] (3.56)

S[φ] =

∫
d4xL (φ) (3.57)

図 10: 1粒子規約な連結グラフ
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のように書くことができる。(3.56) から Γ は量子補正を含む一般化された作用と解釈さ

れる。また、有効作用の定義から、

δΓ[φ]

δφ(x)
= −J(x) (3.58)

が成り立つ。外場 J → 0の極限で理論は元々のラグランジアン密度で記述されたものに

戻るが、このとき φは
δΓ[φ]

δφ(x)
= 0 (3.59)

を満たす。すなわち、J → 0としたときの φは有効作用の変分原理から得られる Eular-

Lagrange方程式で決定されることを示している。

3.4 有効作用の評価法

有効作用を具体的に評価する方法は Γ の定義 (3.45) から与えられる。(3.45) の指数

をとると Γは

eiΓ[φ] = Z[J ]e−i(ϕ·J)

=

∫
Dϕ exp i[S[ϕ] + (ϕ− φ) · J ] (3.60)

と変形される。(3.60)に対し、積分変数の変換 ϕ→ ϕ+ φを行うと

Γ[φ] = −i ln
∫

Dϕ exp i[S[φ+ ϕ] + ϕ · J ] (3.61)

を得る。さらに、S[φ+ ϕ]を固定された関数 φの周りで展開すれば、

S[φ+ ϕ] = S[φ] +
δS[φ]

δφ
· ϕ+

1

2
ϕ · iD−1

F (φ)ϕ+ (Lint(ϕ;φ)) (3.62)

δS[ϕ]

δϕ

∣∣∣∣
ϕ=φ

=
δS[φ]

δφ
(3.63)

となる。ここで、iD−1
F を作用の φに関する 2階の汎関数微分

iD−1
F (φ) =

δ2S[φ]

δφδφ
(3.64)
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で定義している。(3.62)を (3.60)に代入し、(3.58)を用いると、有効作用は

Γ[φ] = S[φ]− i ln

∫
Dϕ exp i

[1
2
ϕ · iD−1

F (φ)ϕ+ (Lint(ϕ;φ))−
δ

δφ
{Γ[φ]− S[φ]} · ϕ

]
(3.65)

Γ[φ] = S[φ] + Γ̃[φ] (3.66)

Γ̃[φ] ≡ −i ln
∫

Dϕ exp i
[1
2
ϕ · iD−1

F (φ)ϕ+ (Lint(ϕ;φ))−
δΓ̃[φ]

δφ
· ϕ
]

(3.67)

と書ける。新たに定義された Γ̃の式の形は、(3.7)式 Z[J ]の対数をとったものと同じ形

をしている。そのため、有効作用を求めるには

∆F → DF (φ) (3.68)

Lint(ϕ) → Lint(ϕ;φ) (3.69)

J → J̃ =
δΓ̃[φ]

δφ
(3.70)

と置き換え、Feynman則に従って各ダイヤグラムからの寄与を足し挙げればよいことが

分かる。また、Γ̃へは 1粒子規約なグラフだけが寄与する。その理由は、φの定義 (3.46)

から得られる ∫
Dϕ(ϕ(x)− φ(x)) exp i(S[ϕ] + J · ϕ) = 0 (3.71)

に、積分変数の変換 ϕ→ ϕ+ φを施すことにより導かれる∫
Dϕϕ(x) exp i

[1
2
ϕ · iD−1

F (φ)ϕ+ (Lint(ϕ;φ)) + J̃ · ϕ
]
= 0 (3.72)

から言える。Γ̃は ∫
Dϕ exp i

[1
2
ϕ · iD−1

F (φ)ϕ+ (Lint(ϕ;φ)) + J̃ · ϕ
]

(3.73)

の対数であるから、一体となって連結しているグラフのみが寄与していることがただちに

分かる。そして、式 (3.72)は連結グラフしているが、途中で ϕ(x)の一本線になるものの

総和がゼロになることを示している。そのため、Γ̃ には 1 粒子規約なグラフのみが寄与

する。

3.5 有効作用の物理的意味

有効作用が φの関数として決定できれば、系の真空エネルギーを求めることができる。

外場 J と φが共に時間に依存しないと仮定すると、有効作用と真空エネルギーの関係が
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明らかになる。

J、φはそれぞれ空間成分のみの関数であるとしているので、W [J ]、Γ[φ]は時間並進不

変性をもつ。それゆえ

W [J ] = −w[J ]
∫
dt

= −w[J ]T (3.74)

Γ[φ] = −E [φ]T (3.75)

が得られる。また、外場 J を含む系の分配関数は経路積分によって

Tre−iĤ[J]T =

∫
Dϕ exp i[

∫ T

0

dtd3x{L + ϕ(x)J(x)}] (3.76)

Ĥ[J ] = Ĥ −
∫
d3xϕ̂(x)J(x) (3.77)

と表記される。従って、T → ∞の極限で上式の分配関数は、(3.7)式 Z[J ]

lim
T→∞

Tre−iĤ[J]T = Z[J ] (3.78)

に一致する。トレースを Ĥ[J ]の固有状態でとることにすれば、

Tre−iĤ[J]T =
∑
n=0

⟨nJ |e−iĤ[J]T |nJ ⟩ (3.79)

となるが、iϵ処方 (Ĥ[J ] → eiϵĤ[J ])の下で、T → ∞の極限操作を行うと真空以外から
の寄与は無くなる。すなわち、

Z[J ] = ⟨0J |e−iĤ[J]T |0J ⟩ (3.80)

である。また、Z[J ] = eiW [J] であることを用いると上式から

e−iw[J]T = ⟨0J |e−iĤ[J]T |0J ⟩ (3.81)

が得られる。従って、T → ∞において固有値方程式

Ĥ[J ] |0J⟩ = w[J ] |0J ⟩ (3.82)

が成り立つ。この式から w[J ]の物理的な意味が明確になる。すなわち、w[J ]は Ĥ[J ]の

基底エネルギーと解釈することができる。

また、固有値方程式を書き換えると

⟨0J |H|0J ⟩ = w[J ] +

∫
d3xJ(x) ⟨0J |ϕ̂(x)|0J⟩ (3.83)
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のようになる。仮に ⟨0J |ϕ̂(x)|0J⟩が w[J ]の外場による汎関数微分になっていれば、上式

右辺は w[J ]の Legendre変換である。実際にそのようになっていることが、以下のよう

にして確かめられる。まず、任意状態を引数としてもつ汎関数を

F [Ψ,Ψ∗] = ⟨Ψ|{H − E −
∫
d3xJ(x) ˆϕ(x)}|Ψ⟩ (3.84)

で定義する。そのようにすると、固有値方程式

Ĥ[J ] |Ψ⟩ = E |Ψ⟩ (3.85)

は F の状態 |Ψ⟩の変分に対する停留解となっている。このため、⟨0J |{Ĥ[J ]− w[J ]}|0J⟩
の外場に対する変分を実行すると、

⟨0J |{δĤ[J ]− δw[J ]∥0J⟩ = 0 (3.86)

という関係が導かれる。この関係式に δĤ[J ]/δJ = −ϕ̂を用いれば、

φJ (x) = ⟨0J |ϕ̂(x)|0J ⟩ = − δw[J ]

δJ(x)
(3.87)

が証明される。従って、(3.83)式は

⟨0J |H|0J⟩ = w[J ]−
∫
d3xJ(x)φJ (x) (3.88)

となる。右辺は w[J ]の Legendre変換であるから

⟨0J |Ĥ|0J ⟩ = E [φJ ] (3.89)

が導かれる。このため、J → 0とすれば、E [φ]はオリジナルの系の基底エネルギーに相

当する量であることが分かる。ただし、このときの φ は Schrödinger 表示の場の演算子

の真空期待値
φ(x) = ⟨0| ˆϕ(x)|0⟩ (3.90)

である。
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4 境界が存在：相互作用あり

前章では場の間に相互作用がない場合の Casimir エネルギーをスカラー場、Diriclet

条件を例にとって導いた。現実的にはスカラー場ではなく、電磁場が導体や誘電体によっ

て制限を受けることによって Casimir効果が生じるものと考えられる。さらに、空間中に

は電磁場以外にも電子などの粒子を記述するフェルミオン場が存在する。そのため、より

厳密に Casimir効果を考えるのであれば、電磁場と相互作用するフェルミオン場からの影

響なども考慮に入れる必要がある。相互作用場の Casimir エネルギーを考察する動機は

そのような所にある。そこで、この章では相互作用をする実スカラー場を例にとり、物体

が Dirichlet境界条件で記述されている状況で Casimir効果を摂動的に求める方法の定式

化を行う。

この章ではオーバーライン、アンダーライン付きの関数を

J(t,x) =

{
J(x) x ∈ Σ

0 x /∈ Σ
, J(t,x) =

{
0 x ∈ Σ

J(x) x /∈ Σ
(4.1)

のように物体の境界 Σとそれ以外の点で上記の値を持つように定義する。このような約

束をすれば全空間で定義されている関数 J(x)は

J(x) = J(x) + J(x) (4.2)

と書くことが出来る。相互作用はないが、場に境界条件が課されたときの分配関数は (2.1)

式であった。これは自由場の作用に物体の境界上にのみ導入された電荷 ϱ との結合項を

加えたものを電荷で経路積分することによって求めることが出来た。つまり、場に対する

境界条件は物体境界上に電荷を導入することによって達成される。今度はこの考えを相互

作用がある場合に対しても適用する。ただし、この章では全空間で定義された外場を導入

する:

Z[J ] =

∫
Dϕ exp i

∫
d4x(L + ϕ(x)J(x)) (4.3)

場に対する境界条件 (Σ上で ϕ = 0)は Z[J ]を境界上の外場 J での経路積分

Zc[J ] =

∫
DJ Z[J ] (4.4)

によって課される。物体の形状が常に一定であると仮定すれば、各物体が異なる配置を

とっても積分 J を行うことによって生じる規格化因子は変化しない。つまり、分配関数
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の規格化因子は物体の配置に依存しないため省略している。

(3.43),(3.45)と同様にWc,Γc を Zc から定義する:

iWc[J ] = lnZc[J ] (4.5)

Γc[φ] =Wc[J ]− J · φ (4.6)

φ(x) =
δWc[J ]

δJ(x)
(4.7)

Wc は境界上での外場依存性を持たないため、φは境界外部でのみ値を持つ。

新たに定義された Γc に対しても、境界が無い場合での議論と同様にして物理的な解釈

が可能である。(4.4)式 ZC [J ]は (4.2)を用いると

ZC [J ] =

∫
DJDϕDπ exp i

∫
d4x{ϕ(x)π(x)− H (ϕ, π) + ϕ(x)J(x) + ϕ(x)J(x)}

(4.8)

のように書き表すことができる。ただし、π(x) = ∂L /∂ϕ̇(x)は ϕ(x)に共役な場である。

(4.8)の被積分関数 ∫
DJ exp i

∫
d4xϕ(x)J(x) (4.9)

は境界 Σ上で場 ϕをゼロにするような汎関数 δ 関数である。それゆえ、境界上の場 ϕ, π

から ZC [J ]への寄与は存在しない。すなわち、

ZC [J ] =

∫
DϕDπ exp i

∫
d4x{ϕ(x)π(x)− H (ϕ, π)− ϕ(x)J(x)} (4.10)

である。外場が時間に依存しない場合 J(x) = J(x)には (3.76)～(3.78)と同様に

lim
T→∞

Tre−iĤC [J]T = ZC [J ] (4.11)

ĤC [J ] = ĤC −
∫
d3xϕ̂(x)J(x) (4.12)

であることが分かる。3.5での議論と同様に

⟨0J |ĤC |0J⟩ = EC [φJ(x)] (4.13)

φJ(x) = ⟨0J |ϕ̂(x)|0J ⟩ (4.14)

を言うことができる。従って、ΓC [φ]から得られる EC [φ(x)]に対しても境界条件が存在

する系の真空エネルギーという解釈が可能である。そのため Casimir エネルギーの有効

作用を用いた表式は
Ec = Ec[φJ ]− E [φJ ] (J → 0) (4.15)
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となる。

境界条件が存在する系の有効作用 ΓC [φ] も 3.4 とほとんど同様に評価することができ

る。ΓC は定義から

Γc[φ] = −i ln
∫

DJDϕ exp i[S[ϕ] + J · (ϕ− φ) + J · ϕ] (4.16)

と表記される。ただし、

J · ϕ =

∫
x∈Σ

d4xJ(x)ϕ(x) +

∫
x/∈Σ

d4xJ(x)ϕ(x)

= J · ϕ+ J · ϕ (4.17)

を用いた。ここでも変数変換 ϕ→ ϕ+ φを行う。作用 S[φ+ ϕ]の φまわりでの展開は

S[φ+ ϕ] = S[φ] +
δS[φ]

δφ
· ϕ+

1

2
ϕ · iD−1

F (φ)ϕ+ Lint(ϕ;φ) (4.18)

δS[ϕ]

δϕ

∣∣∣∣
ϕ=φ

=
δS[φ]

δφ
(4.19)

iD−1
F (φ) =

δ2S[φ]

δφδφ
(4.20)

となる。さらに、(4.6)から得られる関係

J = −δΓ[φ]
δφ

(4.21)

に加え、
δS[φ]

δφ
· ϕ =

δS[φ]

δφ
· ϕ (4.22)

であることに注意すると、(4.16)は

Γc[φ] = S[φ]

−i ln
∫

DJDϕ exp i[
1

2
ϕ · iD−1

F (φ)ϕ+ (Lint(ϕ;φ))−
δ

δφ
(Γc[φ]− S[φ]) · ϕ+ J · ϕ)]

(4.23)

と書き表される。また、(4.23)は

Γ̃c[φ] = −i ln
∫

DJDϕ exp i[
1

2
ϕ · iD−1

F (φ)ϕ+ (Lint(ϕ;φ)) + J̃c · ϕ+ J · ϕ)] (4.24)
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を定義すると、

Γc[φ] = S[φ] + Γ̃c[φ] (4.25)

である。ϕと結合している外場 Jc は以下

δΓ̃c[φ]

δφ
= −J̃c (4.26)

を満たす。Γ̃c[φ]に対しても境界上の場からの寄与は存在しないため

Γ̃c[φ] = −i ln
∫

Dϕ exp i[
1

2
ϕ · iD−1

F (φ)ϕ+ (Lint(ϕ;φ)) + J̃c · ϕ)] (4.27)

となる。従って Γ̃c[φ]を求めるには境界のない場合の Feynman則において、置き換え

∆F → DF (φ) (4.28)

Lint(ϕ) → Lint(ϕ;φ) (4.29)

J → J̃c (4.30)

を施したのち、1粒子規約なグラフを全て足し合わせればよいことが分かる。
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5 まとめと課題点

物体が空間中に存在すると、場はその物体を記述する境界条件を満たすように修正され

る。この場の修正は同時に真空エネルギーにも変化を引き起こす。この真空エネルギーの

変化が Casimirエネルギーであった。自由場の場合の Casimirエネルギーは物体表面上

の電荷間の相互作用に帰着することができ、個々の物体の散乱行列と並進行列のみで表現

された。場の間の相互作用が存在する場合にはこの考えは適用できない。なぜならば、相

互作用項に場の 3次以上の項が含まれると、境界が存在しない場合の真空エネルギーとの

相殺がうまくいかないからである。そのため、相互作用量子場理論における Casimirエネ

ルギーを求めるには摂動論に頼る必要があった。

場に対して境界 Σ上での Dirichlet条件を課すためには Σ上に導入された仮想的な電荷

の経路積分によって達成できた。この考えを相互作用場の理論に適用し、場が境界条件を

満たすような系の分配関数 Zc[J ]を求めた。境界が存在する場合でも、伝搬関数、相互作

用項、外場に対して修正を加えれば境界が存在しない場合の摂動論の手法を用いることが

できることが分かった。

本研究では、有効作用 Γc[φ]を摂動的に求める方法を定式化したが、Casimirエネルギー

を知るために必要な φ = ⟨0J |ϕ̂|0J⟩ (J → 0)を求める方法は確立していない。原理的には

(4.21)の外場 J を取り除いたときの方程式 δΓc[φ]/δφ = 0から求めることができるはず

である。とは言え、境界が存在する場合では真空の並進対称性は消失してしまうため、方

程式は非常に複雑になることが予想される。さらに、Feynmanダイヤグラムから求めた

摂動項はループダイヤグラムを含む。ループダイヤグラムからの寄与は境界以外の時空点

での積分となっており、発散する。そのため、正則化を行わなければならない。しかし、

積分が全時空点に渡っていないため、ループ項の正則化には通常の場の理論で使われるよ

うな次元正則化やカットオフなどは適さない。それゆえ、境界が存在する場合には正則化

を工夫する必要がある。

また、本論文では実スカラー場、Dirichlet条件の組み合わせのみを取り扱ったが、本研

究の結果が Neumann条件や Robin条件、電磁場を始めとする異なる種類の場に対して

も一般的に適用可能かどうか検証する必要がある。
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付録 A 経路積分

場の量子論は自由度無限大の量子力学である。そのため 1自由度系の量子力学における

経路積分に基本的な考えは全て含まれている。ここでは最も単純な 1自由度系の経路積分

について簡単に述べる。

A.1 Heisenberg描像

Heisenberg描像 (H.P.)は

• 物理量 (演算子)が Heisenberg方程式

i
˙̂
A(t) = [Â(t), Ĥ] (付録 A.1)

に従って時間発展する

• 状態 |ψ⟩は時間変化しない

で特徴づけられるような量子力学の記述法である。H.P.における演算子は時間発展で移

り変わるため、その固有状態も時間の経過とともに異なるものへと変化する。例えば位置

演算子 x̂(t)の固有状態は
x̂(t) |x, t⟩ = x |x, t⟩ (付録 A.2)

を満たす。位置固有状態 |x, t⟩に tが明示されているのは時刻 tにおける位置演算子 x̂(t)

の固有状態であることを強調するためである。

ハミルトニアンが時間に依存しない場合、Heisenberg方程式より演算子の時間依存性は

Â(t) = eiĤ(t−t0)Â(t0)e
−iĤ(t−t0) (付録 A.3)

のように決定することができる。このことから時刻 t0 における位置 xの固有状態 |x, t0⟩
と時刻 tにおけ固有状態 |x, t⟩は関係

|x, t⟩ = eiĤ(t−t0) |x, t0⟩ (付録 A.4)

によって結びつけられる。
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A.2 遷移振幅と経路積分

異なる時刻、場所における位置固有状態間の内積

⟨x, t|x0, t0⟩ (付録 A.5)

を考える。これは時刻 t0 で位置 x0 にあった粒子が時刻 tで位置 xに見出される遷移振幅

を与える。x, tをそれぞれ xN+1, tN+1 と書き直し、時間 t− t0 を N + 1分割する:

∆t ≡ t− t0
N + 1

(付録 A.6)

ti ≡ t0 + i∆t

( i = 0, 1, · · · , N + 1) (付録 A.7)

遷移振幅に対し時刻 ti(i = 1, · · · , N)における位置の完全系

I =

∫ ∞

−∞
dxi |xi, ti⟩ ⟨xi, ti| (付録 A.8)

を挿入すると、(付録 A.5)は

⟨xN+1, tN+1|x0, t0⟩ =
∫
dx1 · · · dxN ⟨xN+1, tN+1|xN , tN ⟩ · · · ⟨x1, t1|x0, t0⟩

(付録 A.9)

となる。時刻 ti と時間 ∆t経過後の固有状態間の遷移振幅は

⟨xi+1, ti+1|xi, ti⟩ = ⟨xi+1, ti|e−iĤ∆t|xi, ti⟩ (付録 A.10)

である。ハミルトニアンが

Ĥ = H(p̂, x̂) = T (p̂) + V (x̂) (付録 A.11)

のように位置演算子と運動量演算子それぞれの関数 T, V に分離できることを仮定し、N

を十分大きくとれば
e−iĤ∆t = I − i∆t(T (p̂) + V (x̂)) (付録 A.12)

と書くことができる。そのため (付録 A.10)に時刻 ti における運動量固有状態の完全系

I =

∫ ∞

−∞
dpi |pi, ti⟩ ⟨pi, ti| (付録 A.13)
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を挿入すれば、ti ∼ ti +∆t間の遷移振幅は

⟨xi+1, ti+1|xi, ti⟩ =
∫
dpi
2π

exp i∆t

[
pi
xi+1 − xi

∆t
−H(pi, xi)

]
(付録 A.14)

と変形される。(付録 A.14)の変形において運動量演算子の固有方程式

p̂(t) |p, t⟩ = p |p, t⟩ (付録 A.15)

と運動量固有状態の位置表示が

⟨x, t|p, t⟩ = 1√
2π
eipx (付録 A.16)

であることを用いた。(付録 A.14)を遷移振幅 (付録 A.9)に代入すると

⟨xN+1, tN+1|x0, t0⟩ =
∫ ∞

−∞

(
N∏
i=1

dpidxi
2π

)
exp i

N∑
i=0

∆t

[
pi
xi+1 − xi

∆t
−H(pi, xi)

]
(付録 A.17)

を得る。分割 N → ∞の極限では (付録 A.17)の指数関数の和は時間 tに関する積分にな

る (i → tと置き換わる)。また、ẋi ≡ (xi+1 − xi)/∆tは時刻 tにおける古典的な速度に

相当する量となるので

⟨x, t|x0, t0⟩ = C

∫
Dp

∫
Dx|x(t)=x

x(0)=x0
exp i

∫ t

t0

dt[p(t)ẋi(t)−H(p(t), x(t))]

(付録 A.18)

となる。C は連続無限重積分に伴って生じる発散する係数である。ここでは無限重積分を∫
Dx ≡ lim

N→∞

∫ ∞

−∞

(
N∏
i=0

dxi

)
(付録 A.19)

と書き直した。これは時刻 t0 から時刻 tまでの全ての可能なあらゆる古典的な経路を足

し上げる操作と解釈することができる。式 (付録 A.18)は位相空間上の経路積分と呼ばれ

るものである。

ハミルトニアンの運動項 T が

T (p̂) =
p̂2

2m
(付録 A.20)

で表される場合 (付録 A.18)における p積分が実行できる。(付録 A.14)式は指数内の被

積分関数

− p2i
2m

+ piẋi − V (xi) (付録 A.21)
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に対し pi に関して平方完成を行うと

⟨xi+1, ti+1|xi, ti⟩ = ei∆t(
mẋi
2 −V (xi))

∫
dpi
2π

e−
i∆t
2m (pi−mẋi)

2

(付録 A.22)

となる。pi に関する積分は複素 Gauss積分∫ ∞

−∞
dse−as2 =

√
π

ia
(付録 A.23)

になっている。従って

⟨xi+1, ti+1|xi, ti⟩ =
√

m

2πi∆t
exp i∆t

[
(
mẋi
2

)− V (xi)

]
(付録 A.24)

が導かれる。これを先程と同様に (付録 A.9)に代入し N → ∞の極限操作を行うと

⟨x, t|x0, t0⟩ = C ′
∫

Dx|x(t)=x
x(0)=x0

exp i

∫ t

t0

dt′Lcl(x(t
′), ẋ(t′)) (付録 A.25)

を得る。ただし

C ′= lim
N→∞

(
m

2πi∆t
)N/2 (付録 A.26)

Lcl(x, ẋ) =
mẋ

2
− V (x) (付録 A.27)

である。

A.3 経路積分と分配関数

始め時刻 t0 に位置 x′ にあった状態が時刻 t0 + T で同じ位置 x′ に留まる振幅

⟨x′, t0 + T |x′, t0⟩ (付録 A.28)

を考える。この遷移振幅は経路積分によって

⟨x, t0 + T |x, t0⟩ = C ′
∫

Dx|x(t0+T )=x(t0)=x′ exp i

∫ t

t0

dt′Lcl(x(t
′), ẋ(t′)) (付録 A.29)

と表記される。一方

⟨x′, t0 + T |x′, t0⟩ = ⟨x′, t0|e−iĤT |x′, t0⟩ (付録 A.30)

である。そのため時間発展演算子の対角和、つまり分配関数を求める際に経路積分が有効

となる。分配関数は

Tre−iĤT =

∫
dx′ ⟨x′, t0|e−iĤT |x′, t0⟩ (付録 A.31)
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であるが、経路積分表示では

Tre−iĤT = C ′
∫

Dx|x(t0+T )=x(t0) exp i

∫ t

t0

dt′Lcl(x(t
′), ẋ(t′)) (付録 A.32)

と書くことができる。記号
∫

Dx|x(t0+T )=x(t0) は時間 T で周期的になるような経路 xに

ついて全て足し上げよ、ということを意味している。

付録 B 並進行列

ここでは 2.4で用いた並進行列の具体的な表式を与えておく。並進行列の定義は異なる

座標系から測った部分波間の変換行列

h
(1)
l (kr2)Ylm(x̂2) =

∑
l′m′

U 12
l′m′lm(X12)jl′(kr1)Yl′m′(x̂1) (付録 B.1)

である (α = 1, β = 2とした)。U 12 を求めるために G0 を物体 2の内部の原点O2 に関し

て部分波展開する (|x2| > |x|となるような xに対して):

G0(x,x2, k) = ik
∑
lm

jl(kr)h
(1)
l (kr2)Y

∗
lm(x̂)Ylm(x̂2)

=

∫
d3q

(2π)3
eiq(x2−x)

q2 − k2
(付録 B.2)

球面調和関数の直交性 ∫
dx̂Y ∗

lm(x̂)Yl′m′(x̂) = δlml′m′ (付録 B.3)

を用いると (付録 B.2)は

ikjl(kr)h
(1)
l (kr2)Ylm(x̂2) =

∫
dx̂Ylm(x̂)

∫
d3q

(2π)3
eiq(x2−x)

q2 − k2
(付録 B.4)

となる。また x2 = X21 + x1 ゆえ、(付録 B.4)右辺の指数関数は

eiq(x2−x) = eiq(X21+x1−x) (付録 B.5)

と書き換えられる。平面波の部分波展開

eikx = 4π
∑
lm

iljl(kr)Y
∗
lm(k̂)Ylm(x̂) (付録 B.6)
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を用いると (付録 B.4)における q 積分は 3つの球面調和関数の積に対して実行すること

になる。そのため公式

∫
dk̂Ylm(k̂)Y ∗

l′m′(k̂)Y ∗
l′′m′′(k̂) = (−1)m

′+m′′

√
λλ′λ′′

4π

×
(

l l′ l′′

0 0 0

)(
l l′ l′′

m m′ m′′

)
(付録 B.7)

が適用できる。ここで λ = 2l + 1で、行列はWignerの 3-j記号で表記された Clebsch-

Gordan係数である。(付録 B.7)を用いると結局

ikjl(kr)h
(1)
l (kr2)Ylm(x̂2) =

8(−1)m√
4π

∑
l′m′l′′m′′

il+l′′−l′

√
λλ′λ′′

4π

×
(

l l′ l′′

0 0 0

)(
l l′ l′′

m m′ m′′

)
×
[∫ ∞

0

dq
q2

q2 − k2
jl′′(qd12)jl′(qr1)jl(qr)

]
Yl′′m′′(X̂12)Yl′m′(x̂1) (付録 B.8)

となる。ただし、d12 = |X12|である。これに積分公式∫ ∞

0

dq
q2

q2 − k2
jl′′(qd12)jl′(qr1)jl(qr) =

ikπ

2
jl(kr)jl′(kr1)hl′′(kd12) (付録 B.9)

を適用すると、並進行列

U 12
l′m′lm(X12) =

√
4π(−1)m

′
il−l′

√
(2l + 1)(2l′ + 1)

×
∑
l′′m′′

(−1)m
′′
il

′′√
2l′′ + 1

(
l l′ l′′

0 0 0

)(
l l′ l′′

m m′ m′′

)
h
(1)
l′′ (kd12)Yl′′m′′(X̂12)

(付録 B.10)

が導かれる。
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