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Kripke真理論とその数学的構造

山 岡 悦 郎

は じ め に

論理学的真理論研究における最近の最も大きな話題は,1975年に出されたKripkeのエレ

ガントな論文およびそれに続く,哲学者や数学者達の一連の諸研究であろう･周知のように,

その出現以来,それを肯定するにせよ批判するにせよ,真理論研究において決定的影響を与

えてきたのはTarski真理論であった.満足概念や真理概念を定義する彼の方法や,モデル

論的な基本的技術は,現在では,論理学を学ぶ場合の標準的道具となっているといってよい･

哲学に対する彼の影響も,特に意味論や認識論において大きなものであるが,その評価は論

理学におけるほど一致しているわけではない.好意的評価が支配的である(たとえばPop-

per[31]では熱狂的に支持された)とはいえ,彼自身によって列挙された初期の批判や,比

較的最近では,Field[11]やPutnam[33]による辛らつな批判もある(Etchemendy[9])･確

かに,Tarski真理論を正当に評価することは容易でないと思われるが,その核心をなすのは,

自分自身を含む文に適用可能な(つまり,自己言及的な)真理述語は存在しえないことを示

したことであると考えられる.形式化された言語の場合,G6delの不完全性定理が示される

や,Tarskiの主張は決定的なものとなった.

Russe11のパラドックスを避けんとして,一方において,タイプ理論が生まれたように,

真理述語の定義可能性を求めんとすれば,Tarski的な言語階層説へと導かれるのも,ある

意味では必然的であったのかもしれない.しかし,形式化された言語はともかくとして,日

常言語の場合,そこに階層を持ち込むのは何としても不自然さを感じざるをえない･そのよ

うなことから,パラドックスを避ける方向で自己言及的な真理述語の可能性を追求してみよ

うとの流れが生じ,そのような風潮の中で現われてきたのがKripke真理論なのである･

Kripkeは,Tarskiとは異なる視点からアプローチし(もちろん,影響は受けているが)･

Tarski的アプローチでは射程外であったことがらに光をあてようとしたといってよい･現

在における活発な真理論研究は,Kripke的思考のわく組の中で問題を提起し,また,

Kripke的思考の道具を用いて問題を解決しようとしているの観がある･

だが,Kripke以前に先行者が全然いなかったわけではない･(たとえば,VanFraassenや

M｡rtin[26]をあげることができる.)Tarski真理論を越えようとする傾向も1960年代後半か

ら次第に顕著になってくるが,Kripkeによれば,それらは本物の理論を提供してはおらず,

ただ,そのような理論の展開方法についてのヒントを与えてくれるだけであった･Tarski

真理論はそれなりに一貫しており,また,真理の数学的定義を与えている･Kripkeの先行

者達は,Tarskiを越えようとの意気込みはともかくとして,真理の数学的定義の試みは断

念しているように思われる.Kripkeはその両者を試みているのである･
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このように,｢この領域における最近の研究の礎石｣[Friedman&sheard]とも目される

Kripke真理論ではあるが,それがどのような理論であるかを正確に把握するとなると,そ

れ程容易ではない.これは,論理学(数学)的真理論であるにもかかわらず,形式的記述が必

ずしも詳細に展開されていないということや,哲学的議論と論理学(数学)的議論の両方が含

まれながらも,それらの関連が十分に説明されていないということに基づく二1'

そこで,本小論では,Kripke真理論の哲学的主張を吟味するということよりはむしろ,

論理学(数学)的記述を通して彼の真理論を理解するということを目ざしてみたい.そのため

に,まず,彼の真理論のわく組をその本質的部分について展開し,次に,論理学(数学)的

記述を原論文におけるよりも一そうていねいに解説すると同時に,Kripkeとは幾分異なる

Fittingの数学的解説を紹介する.

1.問 題

1･1Kripke真理論の背後にあるのはどのような問題意識であろうか.述語P(x),

Q(∬)に対して,文∀∬[p(∬)→Q(∬)]を考えてみるし2'構文論的観点からは特に問題はない文

のように思われる.しかし,ある場合には,この文が述語P(∬)を満足する唯一の対象であ

るということが知られている.この場合,この文をSとすると,SのみがP(∬)をみたすの

であるから,Sは｢SはQである｣を意味することになる.すなわち,さきの文は自己自身

について｢それはQ(∬)を満足する｣と主張するのである.ここで,Q(∬)を｢∬は真でない｣

と読むことにすれば,1iarパラドックスが生ずる.∀∬[p(∬)→Q(京]そのものは何らパラド

ックスを生じさせるものではなく,経験的条件がそろえばパラドックスを生じさせるのであ

る･パラドックスは,われわれの思考における人をまごつかせる困りものであって,避ける

べきものであるとすれば,1iarパラドックスの出現は,われわれに対して,真理概念の注意

深い取扱いを要求することになろう.

ところで,さきのP(∬)を満足するのは文∀ズ[p(∬)→0(幻]のみである,といったよう

な自己言及的文の存在は全く経験的なことがらであるかといえば,必ずしもそうではない.

G6delは,そのような経験的性質は,純粋に構文論的述語を用いるならば,なくてすませる

ことができることを示したのである.Tarskiの画期的な真理論が発表されたのとほぼ同じ

頃,G6delは第1(および,第2)不完全性定理を証明したが,その証明中に,｢任意の1変

数の論理式P(ズ=こ対して,S-P(S)が証明できるような閉論理式Sが存在する｣という

ことを示した(SはSのG6del数に対応するところの,形式的体系における項である).こ

れがG6delの対角化定理といわれるものである.これは,さきの表現形式を用いれば,｢任

意の述語Q(ズ)に対して,文∀∬[p(∬)→Q(京]がP(∬)を満足する唯一の対象である,といっ

たような述語P(∬)をうみ出すことができる｣と述べることができよう.つまり,構文論的

観点から自己言及を論ずることは何の不都合もないのである.パラドックスとみなされる

1iar文が人々を悩ませるのは,それが自己言及文であるからなのではない.そこに真偽とい

う意味論的概念が付加されるからである.

また,G6delの対角化定理を用いるならば,形式的体系Pが無矛盾の場合,｢任意の閉論

理式Sに対して,ぶ一丁(5)が証明できるような,1変数の論理式T(∬)は存在しない｣と

いうことが容易に示される･Tを真理述語と解するならば,真理述語の定義不可能性を主張
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するTarskiの定理となる.ここでは,S,T(S)は共にPに属する論理式である.つまり,

Tを真理述語と解した場合,それは自己自身を含む言語体系に対する真理述語と解される.

Tarskiは,そのような真理述語は形式的体系(これは,もちろん無矛盾であるのみならず,

対角化定理の証明されるもの)の中には存在しえないといっているのであり,ここから,有

名な,対象言語とメタ言語を区別する言語階層理論が導かれる.その理論に基づいて,彼は,

いわば新しい立場から,真理の定義可能性を問題とした.1iar文のパラドックス解決もその

理論に基づく.すなわら,真や偽にレベルの差(たとえば,`雪は白い,はレベル1での真で

あるとすると,｢`雪は白い'はレベル1での真である｣はレベル2での真である,といった

具合)をもうけることによって,｢5-は真でない｣なる文をSとしたとき,｢`Sは真でない,は

真でない｣といった代入を現出させないようにするのである.

1.2 2値論理を採用し,しかも,1iar文も文として真理値をもたねばならないとすると,

まさしく1iar文はその占める場がなく,こまったことになる.しかし,たとえば,日常言

語の場合,｢5-は真でない｣なる文をSと同一視することはありえることのように思われる.

すると,1iar文の存在は否定できず,2値論理の方に修正をせまり,liar文に占めるべき場

を与えてくれるような論理の可能性をさぐってみようというのも1つの考え方であろう.た

とえば,真と偽を2つの真理値としたとき,第3,第4の値として｢真でもなければ偽でも

ない｣というtruthLValvegap,｢真であると同時に偽でもある｣というtruth-Valveglutを

認める非古典論理,あるいは多値論理などの可能性が考えられる.

さらに,真理概念についても,日常言語では,通常の平叙文に対して,真であるとか偽で

あるとか述べられる.これは事実そうであるといっているのであって,それでもって,真理

の定義が可能であると断定するのは,もちろん危険であろう.他方において,truth-Valve

gapを許容しない論理に限定する限り,Tarskiの定理により,形式化された言語には,その

言語の文に適用される真理述語が存在しないことも明らかである.日常言語では文に適用さ

れる真理述語が存在しているように思われる,というわれわれの言語感覚を大切にし,それ

に添う方向で形式化された言語の真理述語も考えたいというのであれば,まず,truthrvalve

gapを許容しない論理に限定することをやめ,パラドックスからわれわれを解放してくれる

論理体系の前提の下に,それと首尾一貫する仕方でもって,自己自身を含む言語体系に対す

る真理述語の可能性,したがってまた,Tarskiとは異なる真理述語の定義可能性の方向をさ

ぐってみようというのも1つの考え方であろう.Kripkeの動機の1つもそこにあると思わ

れる.

1.3 ところで,意味論的な1iarパラドックスは昔から知られており,それが知性を刺

激して真理論研究を深めさせることになったが,他方において,論理的なRussellのパラド

ックスに触発されて,公理的集合論が構築されるようになったこともよく知られている.

Kripkeに限らず,パラドックスから自由な真理の理論を建設しようと試みるのであれば,

すでにかなりの成果をあげている集合論の側での考え方,あるいは方法を参考にして,両者

を平行的に論じ,解決の糸口をみつけてみようというのも確かに有力な考え方である.

Goddard&Johnston[14],および西脇[30]の研究によれば,1iarパラドックスとRussell

のパラドックスの間には(Ramseyによる相違点の指摘にもかかわらず),～]x∀y[Aレ,X)

-～Aレ,y)]の否定,という共通の表現形式が存在している.のみならず,■Feferman[10]の

いうところによれば,両者のパラドックスには,それをうみ出す要因に関してもまた,共通
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性が存在しているのである.Fefermanにしたがうならば,次のようである(ただし,ここ

でのぶは論理体系,⊥は5に対する言語):

(Ⅰ)Russellのパラドックスの場合

1)構文論

(クラスの命名)⊥の任意の論理式≠(∬)に対して,項1∬】≠(∬)【を作ることができる.

2)論理

通常の述語論理

3)基本原理

γがクラスzの元であることを表現するとみなされる1項関係グ∈zが⊥の中に存在し,次

の内包性公理図式が,⊥の任意の≠(∬)に対して,Sにおいて成立する:

∀ッ[ッ∈1∬】≠(∬)巨→≠レ)]

(Ⅱ)1iarパラドックスの場合

lO)構文論

(命名) ⊥のあらゆる言明≠は⊥の中に名前をもつ.すなわち,上の項｢≠｢が存在

する.

(自己言及) あらゆる論理式¢(∬)に対して,5において,¢(｢≠1)←≠なる≠を作る

ことができる.

20)論理

通常の命題論理

30)基本原理

｢∬は真である｣と解釈される述語T(∬)に対して,次の公理が成立する:

⊥の任意の言明≠に対して,T(り｢)←≠.

以上3つの項目,つまり,構文論,論理,基本原理がそれぞれの場合においてみたされる

ような体系では,容易に矛盾が生ずる.Russellのパラドックスの場合:≠(x)=～(x∈x)と

すると,内包性公理図式により,集合i∬l～(∬∈∬)!が存在する.この集合をγとすると,

述語論理の規則より,Sにおいて,γ∈γ-～(γ∈γ)をうる.β=γ∈γとすると,∫において,

β-～β,つまり,β→～βと～β→βの両方が証明可能となる.一方,(β→～β)→

～βが成立する.よって,分離則より,～βが成立し,したがってまた,βが成立する.こ

れは矛盾である.次に,1iarパラドックスの場合:Sにおいて,≠-～T(r4｢)なるIiar

文≠をとる.よって,基本原理より,T(り｢)←･〈一丁(｢≠1)が成立する.ここで,β=T

(｢≠l)とすると,0←･～βが証明可能となり,Russellのパラドックスの場合と同様の議

論により,矛盾が生ずる.

パラドックスの生ずる要因を上記3つの項目であるとすると,それを防ぐには,3つの項

目のうちの少なくとも1つを制限すればよいということになる.集合論の場合,1)を制限

するのがRussellのタイプ理論であり,2)の制限と思われるのがGilmoreの体系,3)の制

限としてえられるのがZF集合論である.それに対して,真理論の場合,10)を制限したの

がTarskiである･20),30)の制限を通して真理論建設を試みようというのがKripke,お

よびその線上にある人々ということになろう.Kripke自身については,通常の古典2値論

理を制限し,truth-Valvegapをもつ論理に基づいて理論を展開しているので,その基本的

立場に関しては,20)の制限といえるであろう.
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1.4 Kripkeの真理論の比重は,その形式的理論におかれている･そこで,その形式的

構造および数学的性質において豊富な領域を提供してくれると同時に,真理述語についての

われわれの日常的直観を完全ではないにせよ,ほどよい程度において表現してくれるような

言語モデルを,論理の制限という立場から,いかにして構築することができるか,また,そ

こではパラドックス,あるいはそれに類することがらにどのような形式的表現を与えること

ができるか,というのがKripkeの第一義的な課題であるといってよい･

2.基 底 性

2.1 さて,われわれは文の真偽をどのようにして確認できるのであろうか,その確認

の仕方を,Kripkeは,基底性(groundedness)の概念と関連づけて,次のように説明してい

る.｢一般的にいって,(1)のような文が`あるクラスCの文の(全て,若干,大ていのもの)

は真である,と主張するのであれば,その文の真理値は,もしそのクラスCの中の諸々の文の

真理値が確認されるなら,確認することができる.もしそれらの文自身のうちの若干が真理

概念を含むものなら,それらの文の真理値は順ぐりに他の文をみることによって確認されね

ばならない.もし究極的にこのプロセスが真理概念に言及しない文でおわり,かくして,も

との言明の真理値が確認できるというのであれば,われわれは,そのもとの文を`基底的

(grounded),とよび,そうでなければ`無基底的(ungrounded)'とよぶ･｣(Kripke[24]

,pp.693-4)この説明からわかるように,要するに,基底的文とは,それの真理値が最終的
にはある種の事実に訴えることによって確認できるような文のことである.そのような非意

味論的｢事実｣に訴えることのできない文が無基底的な文である.逆にいうならば,非意味

論的事実として,たとえば｢2+2=4｣を承認するならば,それに基づいて｢`2+2=

4,は真である｣と主張できるし,さらに｢『`2+2=4'は真である』は真である｣と主張

することができる.この操作は限りなく続けることができるが,そのそれぞれの段階での真

理概念を含んでいる文はいずれも基底的文というとになる.真理概念を含んでいる文の全て

がこのような仕方で真理倍をうるのかどうかについては断定できない.そのことはKripke

も注意している.一般に,文が基底的であるかどうかは,文の構文論的,意味論的性質に依

存するものではなく,全く経験的事実に依存する.ここで,次のような1iar文(1)と,truth-

-teller文(2)を考えてみよう:

(1)(1)は真でない.

(2)(2)は真である.

これらは共に,真理概念を含まないような事実(あるいは,それを表わす文)に関係づけ

ることのできないのは明らかである.つまり,それらは共に無基底的である.

2.2 ところで,Kripkeは,真理値をうる(全てではないにせよ)大ていの文は基底的

であるとする.このような真理観は明らかに意味論(対応説)的真理観である.真理概念を

含む文の連鎖は,最終的には,真理概念を含まない文でおわらねばならない.そのような文

は事実を表わす文であって,それが出発点をなす.このような考え方は,∈の無限下降列を

認めず,最小元の存在を認めるところの,公理的集合論における｢基礎の公理(axiomof

foundation)｣に対応するものである.そして,この公理は,Russe11のパラドックスの出現

を防止する意図をもって公理的集合論において打ちたてられたものであることはよく知られ
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ている.

Kripkeは,真理概念を含む文の真理値がいかにして確認されるかを,｢真｣の意味を理解

していない人に対して｢真｣の用法を教えるその仕方を例にあげて説明している.そして,

その説明に先立って次のように述べている.｢われわれは,どのような文であれ,その文自

体を主張(あるいは,否定,aSSert,deny)することができるというまさしくその場合に,

その文は真であるということを主張(あるいは,否定)することができる.｣(Kripke[24],

p.701)このような考え方を,以下においては,Kremer[22]にならい,｢不動点的考え方｣と
よぶことにする.ここでは,真理概念を含まない文と含む文が同一の内容をもつということ

が含意されている.不動点的考え方が彼の基底性概念の背後にあるのは確かである.ここで,

前述の1iar文(1)とtruth-te11er文(2)をそれに適用してみる.(1)では,(1)を主張(あるいは,

否定)することは,意味内容からいって,(1)の真であることを否定(あるいは,主張)する

ことであり,それはまた,不動点的考え方より,(1)を否定(あるいは,主張)することである.

すなわち,1iar文(1)の場合,(1)を主張(あるいは,否定)できるとき,そのときに限って(1)

を否定(あるいは,主張)できるのである.これは,同一の文を主張すると同時に否定する

ということであり,不可能である.われわれは,(1)を主張することも否定することもできず,

したがってまた,それが真であることを主張することも否定することもできない.これは,

1iar文には真理値を与えることができないということであり,これをパラドックスとよぶの

である.他方,(2)の場合,(2)を主張(あるいは,否定)できるとき,そのときに限って(2)を

主張(あるいは,否定)できることになろう.これはパラドックスではなく,いわば同一律

的なことを主張しているのであって,(2)自体については真,偽いずれの可能性も否定しては

いない.(1)は無基底的,かつパラドクシカルであるが,(2)は無基底的ではあるが,パラドク

シカルではない.基底性,パラドックスといった概念はKripke真理論における重要な概念

である.

3.不動点の存在

3.1上述のアイデアを実行するには,まず,部分的に定義されるような述語を取扱う

ことが可能でなければならない.空ならざる領域βが与えられたとき,単項述語P(∬)は,

βの互いに素なる部分集合の対(Sl,S2)によって解釈される.SlはP(∬)の外延,S2はP(∬)

の反外延である.つまり,P(ズ)はS-の対象について真,S2の村象について偽となる.それ

以外の場合(すなわち,∬任SlUS2なる∬に対しては)は,定義されない.このような部分

述語と関連づけられる評価図式として,Kripkeは,Kleeneの強3値論理とvanFraassenの

SuPer-Valuationをあげている･ここでは,Kleeneの図式だけをとりあげるが,Kripke理解

では重要であるので,あらためて説明しておく.

[Kleeneの強3値論理の許価図式] ～Pは,Pが真(あるいは,偽)のときは偽(あるい

は,真)であり,Pが定義されないときは定義されない;P>Qは,PとQの少なくとも一

方が真であれば真であり,Pと0が共に偽のときは偽となる.それ以外の場合は定義され

ない;P<Qは,PとQが共に異ならば真であり,PとQの少なくとも一方が偽であれば偽

となる.それ以外の場合は定義されない;∀∬A(∬)は,A(∬)がズに対する全ての付値に対し

て真であれば真であり,少なくとも1つの付値に対して月(∬)が偽となれば偽である.それ
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以外の場合は定義されない;ヨガA(∬)は,∬に対する1つの付値に対してA(∬)が異ならば真

であり,∬に対する全ての付値に対してA(∬)が偽ならば偽となる.それ以外の場合は定義

されない.(Kl｡｡n｡[21],§64)

3.2 Kripke真理論の形式化は次のようである.IJは有限(あるいは,可算)個の原始

的述語をもつところの解釈された第1階の言語であるとする.変項の領域は空ならざる領域

βであり,邦変項述語は全域的に定義されたβ上のれ項関係として解釈される.便宜上,⊥

の述語の解釈は固定されているものとする.また,Lは,自分自身の構文論を⊥において表

現することができ,βの元の有限列をβの元にコーディングすることができる程の豊かさ

はもっているものとする.ここで,ある単項の部分述語T(∬)を考える.すなわち,T(∬)の

解釈は部分的に定義されるものであるが,ここでは,上述の(Sl,S2)によって与えられるの

である.このT(∬)を⊥に付加して言語Jに拡大する.そこで,J(Sl,S2)を,⊥の他の述

語の解釈は以前と同じままにしておいて(もともと,これは固定されていた),T(∬)を(Sl,

S2)で解釈することによってなされるJの解釈であるとする.さらに,S′1をJ(Sl,S2)の真

なる文(のコード)の集合であるとし,S′2をJ(S-,S2)の文(のコード)でないか,偽なる

文(のコード)であるか,のいずれかであるような,βの全ての元の集合であるとする.

ここで,T(∬)が,T(∬)自身を含む言語⊥に対する真理述語として解釈されるとする.

T(∬)自身を含む言語⊥とはJのことである.Jにおける命題関数｢∬は真である｣をみたす

のは上の真なる文であり,Jの偽なる文およびJにおいて文でない対象はそれをみたさな

い.よって,Sl,52,S′1,S′2の定義より,この場合,Sl=S′l,S2=S′2が成立する.この

ような条件をみたす(Sl,S2)をKripkeは不動点(fixedpoint)とよぶ.T(x)を解釈するため

の(51,S2)に対して,≠((S-,S2))=(S′1,S′2)とする.このとき,≠は,Sl⊆βかつS2

⊆βで,しかもSlnS2=0となるような全ての(51,S2)上で定義された1変数関数であ

る(ここ,および以下において,0は空集合を表わす).不動点(Sl,S2)は≠((Sl,S2))=(Sl,

S2)となるような≠の不動点である.(Sl,S2)を不動点とよぶときは,J(S-,S2)をもま

た不動点とよんでよい.Kripkeによれば,｢われわれの仕事は不動点の存在を証明すること,

およびそれの性質を調べることである.｣(Kripke[24],p.703)

3.3 不動点構築について補足的説明を加えながら論述すれば次のようになろう.まず

指摘すべきは,Kripkeの形式的言語観はTarskiのそれと似ており,一種の言語階層理論と

性格づけてよい,ということである.所与の言語∠αに真理述語T(ズ)を加えて新しい言語

1α+1を作り出す操作がKripke言語階層理論の中心をなす.すでに述べたところによれば,

JはいこT(∬)を加えてえられる言語であった.そして,この場合,JはT(∬)を含むが,こ

のT(∬)は,T(∬)自身を含むJに対しては適用できず,いこ対してのみ適用可能であった.

そして,∠を解釈したとき,それは,⊥の任意の文αに対して,｢αは真である｣,｢αは真で

ない｣等々の表現を含む.それがJの解釈J(Sl,S2)で表わされる.ここで,⊥=Jo とす

れば,Jl=J=ム+T(∬)であり,∠2はムにT(ズ)を付加してえられる.もちろん,J2に

おけるT(∬)はムに対する真理述語となり,ムにおける真(あるいは,偽)なる文は∠2に

おいてはじめて理解される.すなわち,T(ズ)は,∠α+lにおいては,J｡に対する真理述語

と解されるのである.

さて,Sl⊆Sl+かつS2⊆S2+であるとき,そのときに限って,｢(51十,S2+)は(Sl,S2)

を拡大する｣といわれる.記号で表わせば,(Sl,S2)≦(51+,S2+).これは次を意味する
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:T(∬)が(∫1+,S2+)として解釈されたとき,これは,(Sl,S2)としての解釈を,T(∬)の
外延,反外延の両方において完全に包含する.のみならず,T(∬)が(Sl,S2)として解釈さ

れたときには定義されなかったようなケースに対して真理値を与える.

そこで,(∫1,52)≦(Sl+,S2十)と仮定してみよう.定義より,Sl⊆Sl+かつS2⊆S2十

であるから,明らかに,J(Sl,S2)における真(あるいは,偽)なる文の集合(これは,∠(Sl,

S2)の次のレベルでわかる)は,それぞれ,∠(Sl+,S2+)における真(あるいは,偽)なる文

の集合(これもJ(∫∴52+)の次のレベルでわかる)の部分集合である.すなわち,∫(Sl,

∫2)における真(あるいは,偽)なる文は,∠(Sl+,S2+)においてもその真理値を変えず,

せいぜいJ(Sl,S2)では定義されなかったケースが真理値を付与されるようになるだけであ

る･また,≠((Sl,S2))=(5′1,∫′2)であった.もちろん,ぶ′l,S′2は以前に定義したもの

である.(∫1+,S2+)に対しても同様のことがいえる.すなわち,(Sl,S2)がJlにおける

T(∬)の解釈であれば,≠((Sl,S2))=(ぶ′1,S′2)なる(S′1,S′2)はJ2におけるT･(∬)の解釈と

なり,(Sl+,52+)がJαに村するT(∬)の解釈であれば,≠((∫1+,S2+))はJ‥1に

おけるT(∬)の解釈となる.よって,上記の仮定の下では,≠((Sl,S2))≦≠((Sl+,∫2+))

となる･このように,任意のぶl,S2,Sl+,52+に対して,｢(Sl,S2)≦(ざ1+,∫2+)であれ

ば,≠((Sl,S2))≦≠((S.+,S2+))｣が成立するとき,≠は単調(順序保存,m｡n｡t｡n｡,

Order-preSerVing)であるとよばれる.この≠の単調性が,われわれの許価規則の基本性質
なのであり,不動点構築において極めて重要な役割を果たすのである.

3･4 さて,われわれはこの≠の単調性に基づいて,｢あらゆるαに対して,J｡十lにお

けるT(∬)の解釈はJαにおけるT(∬)の解釈を拡大する｣ということを示すことができる.

まず,順序数αに対して,JαにおけるT(ズ)の解釈を(Sl,α,52,α)とした上で,言語階

層を次のように定義する:

J｡=∠(0,0)

Jα=J(Sl,α,∫2,α)[ただし,αが後者型順序数(α=β+1)のときは,Sl,α

は∠βの真なる文(のコード)の集合であり,S2,αは∠βの偽なる文(のコード)であるか,∫

βの文(のコード)でないか,のどちらかであるようなβの全ての元の集合である.αが極限
順序数であるときは,∫l,α=∪β<αSl,β,S2,α=∪β<αS2,βである].

上記命題の証明はαについての超限帰納法･による.α=0のとき:J｡においては,

T(∬)は全ての∬に対して定義されていないので,T(ズ)のどのような解釈もそれを拡大する

(つまり,任意の集合∬に対して,0≦∬).α=β+1のとき:βのとき成立すると仮定

する･すなわち,Jβ+1におけるT(∬)の解釈がJβにおけるT(∬)の解釈を拡するとする.

よって,(51,β,S2,β)≦(Sl,β+1･S2▼β+1)･≠の単調性より,≠((ぶ1,β,S2,β))≦≠((∫l,

β+1,S2,β+1))･しかるに,≠((Sl,β,S2,β))=(Sl,β+l,ざ2,β+l)であり,≠((∫1,β+l,

52･β+1))=(Sl,β+2,∫2,β+2)であるから,(Sl,β+l,S2,β+l)≦(Sl,β+2,S2,β+2).す

なわち,∠β+2におけるT(∬)の解釈はJβ+1におけるT(∬)の解釈を拡大する.αが極限順

序数のとき:あらゆるβ<叫こ対して,(∫1,β,S2,β)≦(ぶl,β+l,S2,β+1)とする.ある

β<αを選ぶ･(Sl,α,S2,α)の定義,つまり,S-,α=∪βくαぶl,β,S2,α=∪β<αS2,βよ

り,(Sl,β,S2,β)≦(Sl,α,S2,α)･よって,≠の単調性より,≠((ぶ1,β,S2,β))≦≠((51,

α,S2,α))･すなわち･(Sl,β十1,S2,β+l)≦(Sl,=l,S2,=1).帰納法の仮定より,
(51,β･52,β)≦(Sl,α+1,ぶ2,･α+l)･βは任意であったから,∪β<αSl,β⊆Sl,α+lかつ
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∪β<αS2,β⊆S2,α+1.すなわち,ぶ1,｡⊆ぶ1,α+1かつS2,α⊆S2,α+1.よって,(Sl,｡,

S2,α)≦(∫1,α+1,S2,α+1).

3.5 上において,T(∬)の外延と反外延は,αが増大するにつれて増大するということ

が示された.これは,αが増大するにつれて真とか偽とかいわれる文は増大し,しかも,一

たん真理値が与えられた文は,より高次のレベルの言語においてはその真理値を変化させな

い,ということを意味している.しかし,ここで注意すべきは,｢増加する｣は｢厳みつに

増加する｣を意味するのではなく,等しい(不変の)場合を許容するということである.つ

まり,Sf,α⊆Sf,｡十1(i=1,2)ではあるが,等しい場合もありうるということである.こ

の場合,Sl,α,52,αは,共に増加列を形成するが,この増加のプロセスは永久に続くもの

であるか,という点が問題となる.これは次のように考えられる.∠の文は1つの集合を

形成するのであって,βの部分集合であり,それは無限の増加列を許容することはできない.

すなわら,新しい文の真理値はそれぞれのレベルで決定されるが,しかし,やがてはつきて

しまい,もはや真理値を付与することはできない,といったレベルが存在せねばならない.

これは,(Sl,J,S2,｡)=(∫1,♂+1,S2,♂+2)となるような順序数♂が存在するということ

である.よって,(Sl,♂,S2,♂)=≠((Sl,J,S2,♂))なる不動点(Sl,♂,S2,♂)(=J｡)の

存在が示される:4'また,後述の如く,このようにしてえられる不動点は最小の不動点である

ことを示すことができる.つまり,∠♂における真(あるいは,偽)なる文は,他のいかな

る不動点においてもその真理値は変らないのである.

4.不動点の性質

4.1不動点(Sl,J,∫2,♂)では,Sl,.J=Sl,｡+lかつ∫2,.J=52,｡+1が成立する.つま

り,次のレベルで真であるとか偽であるとかいわれるような新しい文は存在しない.よって,

J♂において真(あるいは,偽)であるといわれるべき文はJJにおいていわれねばならない.

これは,∠｡においては,ある文Sと｢5-は真である｣という文(あるいは,それらの否定)

が共存しうるということである.J｡では,真理述語Tと文Sに対して,5←→T(｢S｢)なる

同値関係が成立するのだといってもよい.これは,前述の不動点的考え方として説明するこ

ともできよう.不動点J♂における真理述語は,自己自身を含む言語に対する真理述語であ

るから,1｡は,その意味では,Kripkeの希望をみたしうる言語ということができる.

4.2 基底性については,直観的には,文の真理確認のプロセスが最終的には真理概念

を含まない文でおわるというのであれば,その文は基底的といわれ,そうでなければ無基底

的といわれるのであった.不動点においては,上述のS←→T(｢5-｢)の関係が成立するとい

うことから,基底性についての数学的定義は次のようになろう:∠の任意の文Sに対して,

それが最小の不動点∠｡において真理値をもつならば,5は基底的であり,そうでなければ

無基底的である.

Jが自然数論あるいは構文論を含むのであれば,容易に,自己自身について真(あるいは,

偽)を主張する文を構成することができる.1iar文のG6del的形式化は∀x[p(x)→～T(x)]

[ただし,この文(のG6del数)のみがP(x)を満足する]となろう.同様に,truth-te11er文

は∀∬[Q(∬)→T(ズ)][この文(のG6del数)のみが0(∬)を満足する]となる.この両者は共に,

いかなる言語J｡においても真理値をもたないが,それをαに関する帰納法によって示すこ
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とができる.つまり,この両者は共に無基底的なのである.

ところで,truth-te11er文は,直観的には,真(あるいは,偽)の可能性を排除するもの

ではないが,そのことはこの文の形式的表現∀∬[Q(∬)→T(∬)]を用いて説明することが

できる.まず指摘しておきたいのは,不動点は1つではない,ということである.構築が

T(∬)の最小の解釈(0,0)から出発する不動点が最小の不動点JJである.そこで,(0,0)

から出発するかわりに,たとえば,truth-teller文Sに対して,(1si,0)となるような

T(∬)の解釈から出発するとする.このときも前と同様に言語階層を構築することができる.

所与のレベルでSが真(あるいは,偽)であれば,次のレベルでもSは真(あるいは,偽)で

ある.そして,それぞれのレベルでのT(∬)の解釈は先行のレベルの全てを拡大する.よって,

T(∬)の任意の解釈(Sl,S2)と前述の関数≠に対して,(Sl,S2)≦≠((51,S2))が成立する.

かくして,前述と同様の議論によって,この場合も1つの不動点をうみ出すのである.(0,

0)から出発した場合と異なるのは,この不動点ではtruth-teller文Sは真となる,という

ことである.全く同様にして,(0,‡s‡)から出発するならば,そのときえられる不動点で

はSは偽となる.すなわち,truth-teller文はどのような不動点でも真理値をもたない,と

いうのではないのである.

truth-te11er文の真(あるいは,偽)となる不動点は存在しうる.1iar文Sの場合はどうか.

(1封,0)あるいは(0,isぎ)のどちらから出発しようと,それから到達される不動点では,

Sは真であると同時に真でない.つまり,1iar文はいかなる不動点においても明確な真理値

をもたないのである.これらのことを念頭におくと,パラドクシカルな文について,次のよ

うな定義を与えることは自然であろう:Jの任意の文Sに対して,Sがいかなる不動点に

おいても真理値をもたなければ,Sはパラドクシカルである.すなわち,文Sがパラドクシ

カルであるとは,もし≠((Sl,S2))=(Sl,S2)であれば,S(巨51かつS(巨52ということで

ある.

4.3 ところで,われわれの真偽を認識する段階が,いわば全くの白紙状態から始まる

というのであれば,形式的には,それは,T(∬)の解釈が(0,0)であるということに相当し

よう.よって,直観的にいうならば,最小の不動点がわれわれの真理に関する直観の最も自

然な言語モデルと考えられるかもしれない.しかし,truth-teller文Sに真理値を付与する

ことは矛盾を生じさせるものではなく,Sの真理値を許容する不動点も存在することは上に

示したばかりである.そして,そのような不動点は最′トの不動点を拡大してえられるもので

ある.実際に,Zornのレンマを用いると,あらゆる不動点は極大不動点に拡大することが

できる,ということが証明される.もちろん,極大不動点とは,それの拡大的不動点をもは

やもたないような不動点のことである.つまり,極大不動点とは,可能な限り多くの真理値

を付与する不動点,かつ,無矛盾的にそれ以上の真理値を付与することはできない,といっ

た不動点のことなのである.最小の不動点はあらゆる不動点に拡大される.また,truth-

-te11er文Sに真理値を付与する不動点を構築することは可能であった.そのような文Sに

真理値を付与しない不動点を,付与する不動点に拡大することができる.よって,無基底的

なtruth-teller文は,あらゆる極大不動点において真理値をもつことになる.

4.4 基底的文は,明らかに,全ての不動点において同じ真理値をもつ.だが,非パラ

ドクシカルな無基底的文で,真理値をもつ全ての不動点では同じ真理値をもつ,といったよ

うなものも存在する.たとえば,次のような自己言及文(3)を考えてみる:
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(3)(3)かあるいはそれの否定のどちらか一方が真である.

このような(3)を異ならしめる不動点は存在するが,偽とする不動点は存在しない.よって,

これはパラドクシカルではない.また,この(3)は無基底的である(つまり,最小の不動点J

♂において真理値をもたない)ということを帰納法を用いて証明することができる.このよ

うに,同一の文に真理値を付与する多くの不動点が存在しうる.そして,不動点(Sl,S2)

が文∫に付与する真理値と矛盾する真理値を他の不動点が付与することはない,というの

であれば,そのような(Sl,S2)は内在的(intrinsic)であるといわれる.すなわち,ある不

動点(Sl,S2)が内在的であるのは,S∈(SlnS2+)∪(S2nSl+)となるような((51,S2)以外

の)不動点(Sl+,S2+)と文Sが存在しないとき,かつそのときに限られる.また,ある内

在的不動点が文Sに真理値を付与するとき,つまり,S∈(51,S2)なる内在的不動点が存在

するならば,文5は内在的真理値をもつといわれる.明らかに,上述の(3)は内在的真理値

をもつ.しかし,真理値をもつ全ての不動点において同じ真理値をもつが,内在的真理値は

もたない,といったような非パラドクシカルな文も存在するのである.ここで,任意の無基

底的かつ非パラドクシカルな文Sに対して,S>～5を考えてみる.S>～5は,Sが真

理値をもつ不動点では真であり,また決して偽となることはない.これはKleeneの評価図

式より明らかである.だが,Sとして,たとえばtruth-te11er文を考えるならば,Sを真な

らしめる不動点とSを偽ならしめる不動点が存在しうる.このときは,再びKleeneの評価

図式より,S>～Sは,どのような内在的不動点においても真理値をもつことはできない

のである.

4.5 最小の不動点は,いわば最小元∫(0,0)から出発して到達される不動点であって,

それの存在は保証されている.また,前述の如く,Zornのレンマによって極大不動点の存在

も保証される.しかし,最大の不動点は存在しないのである.最大の不動点は,字義上,あ

らゆる不動点の拡大である.だが,同一の文に異なる真理値を付与する不動点が存在しうる

(たとえば,truth-teller文)のであって,そのような不動点には共通の拡大は存在しえない

から,最大の不動点は存在しえないのである.これに対して,最大の内在的不動点は存在す

る.内在的不動点の集合を〃としたとき,〟は順序集合であり,かつ,〃の任意の空でな

い部分集合の上限および下限は〃に属する,ということが証明できる.すなわち,〃は完

備束をなすのである.この最大の内在的不動点は,その構成上の性格からみて,真理概念に

対してわれわれのもつ通常の観念に添うところの,T(ズ)についての最大の解釈,ともみな

しうるのである.

5.Kripke真理論の数学的構築

5.1Kripke真理論のための数学理論は,Tarski真理論のそれを含む程のものであると

はいえ,初等的なものであるといってよい.Kripkeの論文では,不動点の構築に際しては,

言語レベルの超限的な近似列(transfinitesequencesofapproximations)の極限をとる方法が

採用されている.しかし,そのほかに,文の集合を対象とするHintikkaLSmullyanの方法も

ある.そして,この後者については,すでにFittingによる研究がある.彼は近似列の方法

のもつ2つの欠点を指摘している.第1に,それは必要以上の設備であって,Kripke真理

論の主題のもつ本来の単純性をおおいかくす傾向があるということ.第2に,Kripke真理
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論では全ての不動点がはたすべき役割をもっているが,近似列の方法はある特殊な不動点の

ためにのみ役立つ構築であるということ.この両者を比較したとき,Kripkeの真理論の具

体的内容を理解するという点からみれば,後者の方が秀れているように思われる.また,近

似列の方法については,不十分ではあるにせよ,すでにその輪かくは与えてあるので,ここ

では,少しばかりの補足的説明を加えながら,Fitting[121の研究を紹介することにする.な

お,以下における定理,系,命題などの証明についてはFittingにあり,また全て容易であ

るので省略する.

5.2 順序集合に関わる基本的概念については既知とする.ここでは,次の定義を付加

しておく[ただし,〈β,≦〉は順序集合].

定壬(1)A,β∈βは,共通の上界をもつならば,すなわち,あるC∈βに対して,A

≦cかつB≦cであれば,両立可能(compatible)である.(2)D上の単調な¢に対して,I

が¢のあらゆる不動点と両立可能であるような不動点であれば,Jは内在的不動点である.

次の諸定理が成立する.

定理1. 〈β,≦〉は順序夷合で,¢は単調であるとする.A≦¢(A),A≦βで¢(β)
≦βであるようなA,β∈βが存在するとき,次が成立する:

(1)βのあらゆる空ならざる部分集合がβにおいて最大下界をもつならば,¢はAとβ

の間に最小の不動点をもつ:5'

(2)βのあらゆる空ならざる部分集合がβにおいて最小上界をもつならば,¢はAとβ

の間に最大の不動点をもつ.

定理2. 〈β,≦〉は順序集合[ただし,そこにおいては,(i畑は最小元をもつ.(ii)そ

こでのあらゆる鎖は上界をもつ.(iii)上界をもつそこでのあらゆる空ならざる部分集合は

最小上界をもつ]であるとする.このとき,β上の単調な¢に対して次が成立する:

(1)βのあらゆる空ならざる部分集合は,βの中に最大下界をもつ.

(2)A≦¢(A)であれば,A以上の¢の極大不動点が存在する.

(3)¢は極大不動点をもつ.

(4)A≦¢(月)であれば,A以上の¢の最小不動点が存在する.

(5)¢は最小の不動点をもつ.

(6)¢(β)≦βであれば,β以下の¢の最大不動点が存在する.

(7)Jは¢の不動点であるとする.¢の極大不動点の集合を〟とするとき,J≦inf〃で

あるとき,そのときに限ってJは内在的である.

(8)¢は最大の内在的不動点をもつ.

(9)〃は¢の極大不動点の集合であるとする.A≦¢(A)かつA≦inf〃であれば,A

以上の¢の最′ト不動点は内在的である.

5.3 ここで,Signedstatementなる概念を導入する.すなわち,Signedstatementとは,

言明Xおよび付加的記号T,Fに対して,TXあるいはFズなる表現のことである.signed

statementの集合Sと任意の言明Xに対して,TX∈Sであれば,｢Xは真である｣を意味し,

Fズ∈Sであれば,｢ズは偽である｣を意味する.よって,T方([5かつF芳(【5であれば,ズ

は真理値を欠く(すなわち,truth-Valvegapである).

定義. sはsignedstatementの集合とする.

(1)sは,以下が成立するとき,下方に飽和的(downwardsaturated)である:

ー12
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(a)Tズ<y∈5=⇒Tズ∈SかつTy∈S.

(b)Fズ<y∈S=⇒Fズ∈SあるいはFy∈S.

(C)T～ズ∈S=⇒Fズ∈S.

(d)F～ズ∈S=⇒Tズ∈S.

(e)あらゆる定項cに対して,Tノ4(c)∈5⇒T∀∬A(∬)∈S.

(り F∀∬A(∬)∈S⇒ある定項cに対して,FA(c)∈S.

(2)sは,以下が成立するとき,上方に飽和的(upwardsaturated)である:

(a)T｣Y∈SかつTy∈S=⇒Ty<y∈5

(b)一Fズ∈SあるいはFy∈S=⇒アズ<y∈S.

(C)Fズ∈5=⇒T～ズ∈S.

(d)Tズ∈S=⇒F～ズ∈5.

(e)あらゆる走項cに対して,T.4(c)∈S⇒T∀∬A(∬)∈S.

(り ある定項cに対して,FA(c)∈S⇒F∀∬A(∬)∈S.

(3)Sは,上方と下方の両方において飽和的であれば,飽和的である.

(4)5は,任意の言明ズに対して,TズとFズの両方がSの中に存在するというのでなけ

れば,無矛盾である.

(5)Sは,任意の原子的言明Aに対して,Tノ4とFAの両方がぶの中に存在するというの

でなければ,原子的に無矛盾である.

(6)5は,あらゆる言明ズに対して,TズとFズのどちらか1つが∫の中に存在するなら

ば,完全である.

(7)Sは,あらゆる原子的言明Aに対して,TAとFAのどちらか1つがぶの中に存在す

るならば,原子的に完全である.

(8)sは,飽和的,無矛盾かつ完全であれば,モデル集合である.

Dをsignedstatementの集合の全てからなる集合(族)であるとする･〈D,⊆〉は最大下界

(∩)と最小上界(∪)の下に閉じている順序集合である.ここで,d∈βなるAに対して,写

像¢月:β→βを次のように定義する:

¢A(S)=カリけズ<yけズ∈SかつTy∈封∪

けズ<ylFズ∈SあるいはFy∈封U

jT～ズIFズ∈S=｣iF～ズけズ∈5=｣

け∀∬ズ(∬)lあらゆるcに対して,Tズ(c)∈S=｣

け∀∬ズ(ズ)lあるcに対して,Fズ(c)∈引

このとき,¢｡はβ上で単調であり,¢｡の不動点は,Aを拡大する上方に飽和的な集合

となる.また,Mが全てのsignedstatementの集合であるとすると,A⊆M,¢A(M)⊆M,

かつA⊆¢｡(A).よって,定理1の(1)によって,¢｡は,Aを拡大する最小の不動点をもつ･

定義 signedstatementの集合Aに対して,Aを拡大する最小の上方に飽和的な集合が存

在することは上に示された.それを,上方に飽和的なAの閉包(closure)とよび,AUで表

わす.

命題3.AとBをsignedstatementの集合であるとすると,A⊆B→AL/⊆BtJ･

命題4.Aが下方に飽和的であれば,At′も下方に飽和的である.

系 5.Aが下方に飽和的であれば,A【′は飽和的である.
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命題6.Aが下方に飽和的,かつ原子的に無矛盾であれば,Aは無矛盾である.

系 7.Aが下方に飽和的,かつ原子的に無矛盾であれば,AUは無矛盾である.

命題8.Aが原子的に完全であれば,AUは完全である.

系 9.Aが下方に飽和的で原子的に無矛盾,かつ原子的に完全であれば,AUはAを拡

大するモデル集合である.

系10.Aが下方に飽和的で原子的に無矛盾であれば,Aはモデル集合に拡大することが

できる.

さて,部分的な評価関数γを次のように定義してみる:

γ(ズ)=

T (Tズ∈月Uのとき)

F (Fズ∈AUのとき)

定義されない.(それ以外)

このとき,このvはKleeneの強3値論理の条件をみたす.次に,それを～,<,∀の場合

について示してみる･彼の議論の必要上,Aを原子的かつ無矛盾なsignedstatementの集合

とする･すると,Aは下方に飽和的であり,系5より,A【′は飽和的となる.よって,次の

関係が成立する:

(a)Tズ<y∈AU⇔Tズ∈AUかつTy∈AU.

(b)ダズ<y∈AU⇔Fズ∈AUぁるいはFy∈AU.

(c)T～方∈AU⇔Fズ∈AU.

(d)F～ズ∈AU⇔T.r∈AU.

(e)T∀鼠方(∬)∈月U⇔あらゆる完項cに対して,Tズ(｡)∈AU.

(f)F∀∬ズ(∬)∈AU⇔ある走項cに対して,Fズ(｡)∈AU.

(i)～の場合･(d)より,Tズ∈AU⇔F～ズ∈A{ノ.よって,これにγの定義を適用すると,

γ(ズ)=T⇔γ(一方)=F.また,(c)より,γ(ズ)=F⇔γ(～ズ)=T.これは次を意味する:ズ

=真のときは,～ズは偽,ズ=偽のときは,～ズは真,それ以外のときは定義されない.

(ii)<の場合･(a)にγの定義を適用すると,γ(ズ<y)=T⇔γ(ズ)=Tかつγ(y)=T.

また,(b)より,γ(ズ<y)=F⇔γ(ズ)=Fあるいはγ(y)=F.これは次を意味する:ズ<

yは,ズとyが共に真のときは真,少なくとも一方が偽であれば偽,それ以外のときは定義

されない.

(iii)∀の場合･(e)より次が成立する:T∀∬ズ(∬)∈A(ノ⇔あらゆる走項cに対して,Tズ(｡)

∈AU⇔T｣Y(cl)∈AUかつTズ(c2)∈A(ノかつ･‥[ただし,ここおよび次において,C=

Cl,C2,‥･]･これにγの定義を適用すると,γ(∀∬ズ(∬))=T⇔γ(ズ(｡.))=Tかつ

γ(ズ(c2))=Tかつ…･また,(f)より,F∀ズズ(∬)∈AU⇔ある定項｡に対して,Fズ(｡)∈

AU⇔Fズ(cl)∈AUぁるいはFズ(c2)∈A〔/ぁるいは…･これに〃の定義を適用すると,γ(

∀ズズ(∬))=F⇔γ(ズ(c-))=Fあるいはγ(ズ(c2))=Fあるいは….これは次を意味する:

∀∬ズ(∬)は,ズ(∬)が∬への付値の全てに対して真であれば真であり,少なくとも1つの付値

に対して方(∬)が偽であれば偽であり,それ以外のときは定義されない.

5･4 以下において,⊥を,走項記号として0,1,2,･‥,関数記号として+,×,関

係記号として=,丁(丁は1項関係)をもった,第1階の算術の言語とする.ここでは,丁は

真理述語の役割を果たすべく意図されている.⊥の言明ズが丁を含まないときは,ズが算術

の標準モデルで真(あるいは,偽)であれば,ズは真(あるいは,偽)である,という.
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また,⊥の言明ズに対して,｢｣YlはズのG6del数を表わす.

KripkeはT(x)の解釈(Sl,S2)を研究対象とするが,ここでは,Signedstatementの集合けX

lズ∈Sl=｣けズlズ∈S2‡を研究対象とする.なお,以下においては,Aは原子的な算術的

真理の集合であるとする.つまり,丁を含まない⊥の原子的言明ズに対して,ズが真であれ

ばTズ∈A,ズが偽であればFズ∈Aである.

さて,領域Dは次が成立するような,Lの原子的なsigned statementの集合Sの全てから

なるものであるとする:

1) A⊆S.

2) sは(原子的に)無矛盾である.

〈β,⊆〉は順序集合であり,∩の下には閉じているが,∪の下には閉じていない.しかし

〈β,⊆〉が定理2の条件をみたすことは容易にわかる.さらに,Aは明らかに最小元であ

る.

ここで,β上の関数¢{′を次のように定義する:

S∈βに対して

¢【′(S)=AUけ丁(｢ズ1)けズ∈S【′=｣け丁(｢ズ1)けズ∈S【′l

S∈βであるとする.Sは下方に飽和的で,しかも無矛盾である.よって,系5,系7より,

S【ノは飽和的かつ無矛盾である.St′は無矛盾であるから,け丁(｢ズ｢)lTズ∈Sと′=｣け丁(｢ズ

1)けズ∈SUlは原子的に無矛盾である.また,力も原子的に無矛盾である.Aの元は丁

を含まないので,d,け丁(｢ズ｢)】Tズ∈S(′‡,け7(｢ズ｢)lFズ∈S(′【は共通の元を含まない.

よって¢u(S)は原子的に無矛盾である.命題3より,〃⊆Ⅳ⇒〟り⊆Ⅳ(′.よって,¢〔′(5)

の定義より,〃⊆〃⇒¢亡′(〃)⊆¢【′(叫.すなわち,¢〔′は単調である.また,¢【/(S)はA

を拡大し,¢【ノ(S)はβの元である.よって,¢{′:β→β.さらに,定理2より,¢モ′は不動

点をもつことが示される.

5.5 ここにおいて,上述のことに基づいて,Kripke真理論の基本概念(基底性,自己

言及的真理述語,パラドクシカルな文,最小(大)の不動点,最大の内在的不動点など)に

ついて改めて述べるならば,以下のようになろう.

(i)¢uの任意の不動点Sに対するS{′について,Tズ∈S{′⇔TT(｢ズ1)∈S-′を示すこと

ができる.Tズ∈Sりとは｢ぶ【′においては,ズは真である｣ということである.よって,S(ノに

おいては,ズが真であるとき,そのときに限って,｢ズは真である｣は真である.すなわち,

¢〔′の不動点Sに対するS【′は,自己自身の真理述語を含む.

(ii)¢いは最小の不動点をもつ.このことは,定理2の(5)によって保証される.

(iii)¢uの最小の不動点Sに対するS{′において,言明が真理値をもてば,その言明は基

底的とよばれる.truth-te11er文Xに対しては,TX∈S⇔TT(｢Xl)∈S[ただし,S∈D]が

成立するが,最小元Aの中にはTズ,したがって,TT(｢ズ｢)は存在しえないということや,

AUやぶUの構成の手続きを分析することによって,ズはS【′においては真理値をもちえない,

ということが示される.つまり,自己の真を主張する言明は基底的でない.

(iv)言明が,¢tノの任意の不動点5に対するS【′の中に真理値をもたないならば,その言

明はパラドクシカルである,とよばれる.truth-teller文Xについては,上に述べたように,

Tズ∈5⇔Tγ(｢ズ｢)∈Sが成立する.¢{′(S)はdを拡大するものであるが,Aのかわりに,

Aに原子的なsignedstatementたるTT(｢X｢)を付け加えたものを拡大して到達される不動
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点βを考えると,TT(｢ズ1)∈βであり,また,β⊆βUであるから,TT(｢ズ｢)∈βUでもある.

Fズ∈∫⇔FT(｢ズ｢)∈S[ただし,S∈β]の場合も同様である.すなわち,自己自身の真を

主張する言明はパラドクシカルではない.1iar文方はどうか.s∈βなるSは全て下方に飽

和的であるから,¢uの不動点は全て下方に飽和的である.よって,系5より,¢uの不動

点Sに対するSUは飽和的である.よって,T～ズ∈SU⇔Fズ∈SU,F～ズ∈∫U⇔Tズ∈∫Uが

成立する.また,SUは自己自身の真理述語を含むから,Tズ∈5U⇔TT(｢ズ｢)∈SUが成立

する.以上より,1iar文ズ(これについては,S∈βに対して,Tズ∈S⇔T～丁(｢ズ｢)∈S,

Fズ∈5⇔F～γ(｢ズ｢)∈Sが成立する)に対しては,Tズ∈SUと仮定しても,Fズ∈SUと仮定

しても矛盾が生ずることを示すことができる.すなわち,Tズ∈SUかつFズ¢SUであるか

ら,自己自身の偽を主張する言明はパラドクシカルであり,よってまた,無基底的でもある.

さらに,定理2の(2)によって,あらゆる不動点は極木不動点に拡大することができる(ここ

でも,Zornのレンマが用いられる).よって,パラドクシカルな言明とは,¢uの任意の極

大不動点〟に対する〟Uの中に真理値をもたない言明のことである,ともいうことができ

る.

(Ⅴ)任意の言明ズ∈⊥に対して,Tズ∈Sl,Fズ∈S2なる不動点Sl,S2が存在するとき,∫1

⊆y,かつS2⊆yとなるような,Sl,52の共通の拡大yは存在しえない.なぜなら,y(

∈β)は無矛盾であるから.よって,¢uの最大の不動点は存在しえない.

(vi)¢【′の任意の不動点をSとし,¢uの極大不動点の集合を〃とする.このとき,S⊆

in川であるとき,そのときに限ってSは内在的である,とよばれる.また,言明が,¢u

の内在的不動点Sに対するSUの中に真理値をもつならば,その言明は内在的とよばれる.

定理2のは)によって,¢uの最大の内在的不動点は存在する.

お わ り に

以上においては,Kripke真理論を,主として数学的記述を通して理解する,ということ

に話は限定された.最後に,筆者の力量不足もあって,一部の雰囲気しか伝えられないが,

その後の展開について,少しばかり触れておきたい.

Kripke以降では,彼と同時期に,かつ彼とは独立に,弱3値Kleene図式を採用し,Zorn

のレンマを用いて,自己言及的真理述語の存在を示したMartin-Woodruff[27],パラドック

スを避けるのではなく,パラドックスの生起する様を記述すべく,古典論理的,非単調的か

つ半帰納的な｢素朴意味論｣を提唱するHerzberger[19],[20],Kripke批判(よって,真理

述語の帰納的構築を拒否し,かつ古典論理の立場に立つ)に基づいて,真理述語のより適切

な外延をうるための｢真理の修正規則の理論｣を提唱するGupta[16]などがあげられよう.ほ

かに,HerzbergerとGuptaの構築を一般化したBelnap[2],GentzenのSequenz方式を用い

てKripke真理論を論ずるKremer[22],[23]がある.以上は哲学的研究である. 数学的研

究としては,Cantini[7]もあるが,ここでは次の2つをあげておきたい.Feferman[10]は,

Russe11のパラドックスと1iarパラドックスを平行的に論じた上で,まず,種々のtruth-Va_

1uegapアプローチを包括しうるような,部分的述語のtype-freeな理論を提示するが,それ

を数学的･哲学的観点から批判し,改めて,古典論理[ただし,等号をもつ第1階述語論理

を,双条件の新しい解釈で拡大したもの]の内部で,部分的述語のtype-freeな理論を定式
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化しているl6}自己言及的真理述語の公理的取り扱いについては,Friedman&Sheard[13]の

研究がある.彼らは,まず,PeanoArithmeticの言語を一項述語Tを付加して拡大する[た

だし,T(∬)は`その拡大された言語の真なる文のG6del数である,を意味する].そして,T

についての8個の公理と4個の推論規則をリストアップし,それらの公理と推論規則を元と

する集合の部分集合のうち,極大無矛盾となる全てのケースと,矛盾的な全てのケースをあ

げ,モデル論的手法を用いて証明している.しかし,独立性は示されていない.

現在の真理論的研究にっていは,Kripkeによって方向が示され,多くの秀れた研究が現

われたというのは事実である.だが,新しい真理論が提示されるたびに,1つの意味論的パ

ラドックスが解消されるけれども,それ以上やっかいなパラドックスがまた生-じてしまう

(Herzberger,Gupta),というのが実情であり,パラドックスが迷宮から脱出しえたとか,

パラドックスから自由な真理論が完成されたというのには程遠い状況にある,といってよい.

注

(1)Kripke自身,｢哲学的正当化については,十分に考え抜いてはいない｣と述べている(Kripke[24],

p.699).

(2)以下においては,文(sentence)と言明(statement)は区別せずに用いる.

(3)ここでの｢(1)のような文｣とは,｢ウォーターゲートについてのNixonの主張の大ていのものは

偽である｣というものである.

(4)このことについて,Fittingは,次のように説明している.全ての(Sl,｡,S2,｡)の集合をAと

するとき,∬∈Aなる∬に対して,∬≦≠(∬)は示されるが,しかし,それは常に∬<≠(∬)であ

るということはできない.なぜなら,そのときは,(Sl,α,52,α)の増加列の全ての元は異なる,

ということになるが,そのときは,順序数が存在するのと同じだけのものが存在することにな

る.他方において,全ての元は集合Aの元なのであって,そのようなことは,明らかに不可能

なのである.よって,あるα(∈A)に対しては,α=≠(α)でなければならない.

また,Fittingの説明とは別に,次のように述べることもできよう.(Sl,a,S2,a)の全てか

らなる集合をAとする.このとき,Aの任意の全順序部分集合は,Aの中に上限を有する,と

いうことを示すことができる.また,明らかに,≠:A→A.さらに,すでに,超限帰納法を

用いて,∬∈Aに対して∬≦≠(わ,となることが示された.よって,α=≠(α)となるようなα(

∈A)がすくなくとも1つは存在する.

(5)以下において,A≦βであれば,｢ノ4はb以下である｣とか｢βはA以上である｣とよばれる.

また,A≦〟≦βであれば,｢〃は,Aとβの間に存在する｣とよばれる.

(6)次のことは注意すべきである.type-freeな理論の数学的研究はFefermanに始まるわけではな

く,すでに,Ackermann(1950,1957)その他の研究があった.その方面でのFefermanの研究

は,1974年以前に始まっている(Feferman[10]p.282(Martin[25]におけるページづけ)).密接

な関係があるとはいえ,Kripkeとは独立に,彼の研究はなされている,と考えるべきである.
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要 旨

G6del-Tarskiの定理によって,形式的言語における自己言及的な真理述語の存在は否定された.

しかし,Kripkeは,真理述語を部分述語(関数)と解し,非古典論理(たとえば,強3値Kleene図

式)を採用するならば,自己言及的真理述語が,一種の不動点として,帰納的に構築できることを

示した.

現在のところ,Kripke真理論は,我国で論じられることは極めて少ない･しかし,それは,その

哲学的意味の重要性,および数学的内容の豊富さからいって,Tarski以降,最も注目に催する真理

論であると考えられる.
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