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G6del集合論Ⅱ

山 岡 悦 郎

前回はG6del集合論の一般集合論ともいうべき基礎的部分が展開された.今回はそれを承

けて,G6del自身の独創的部分,すなわちモデルdの構成から,選択公理と一般連続体仮

説の無矛盾性証明までが扱われる.前回と同様,ここでの記述は1940年の講義録に依拠して

いる`Jj

5 モデル』

Ⅰ 選択公理と一般連続体仮説の∑の諸公理との無矛盾性を証明するには,それら3つ

が全て成立するモデルを提示することができればよい.G6delはそのようなモデル(dと名

づけられる)の存在することを示したが,まず課題となるのは,モデルでの集合およびクラ

スをいかにして構成するか,であろう.彼は∑の公理のうち新しい集合ないしクラスをう

み出す演算とも解釈しうる公理A4,Bl-8に注目した.そしてそれらの公理に基づいて,

集合に適用されたら集合をうみ出す機能をもつ8個の演算を案出した.』の集合たる構成

可能(constructible)集合はこれら8個の演算をくり返し適用することによってえられ,ま

たその産出過程のある段階ではそれまでにえられた集合の集合がそのつど新しい構成可能集

合として付け加えられていくが,このことにより,産出過程が超限的レベルにまで続くこと

が可能となるのである.』でのクラスは構成可能集合を用いて定義される.

公理A4,Bl-8に対応する,基本演算とよばれる8個の演算は次のように定義される.

5.1定義 才1(ズ,の=(g,n.

才2(ズ,り=Enズ.

才3(ズ,り=ズーy.

才4(ズ,り=ズ｢y.

才5(g,n=ズnDom(り.

才6(ズ,り=gny｣.

才7(ズ,n=ズnCnv2(り.

才8(ズ,り=ズnCnv｡(り.

才2,…,才8におけるズは後述の定理5.24のために付加されている.⊥の完全性(推移性)

を示すのに,乳(ズ,り⊆ズ(f=2,…,8)が用いられるのである.また,B2に対応する演算は,

gny=ズー(ズーnであるので,除外されている.2.60-2.64により,才｡,…,才8は,次の

ように表現することもできる.

5.2 才｡(ズ,の=ズ∩♪2"y.

グ5(ズ,り=ズnf)2"y.

才6(ズ,n=ズnf)3"y.
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才7(ズ,り=ズnf,4"y.

才8(g,り=ズnf〉5"y.

すなわち

5.3 才i(ズ,り=ズ∩吼"r (f=4,…,8)

ただし,Ofは次によって定義される.

5■4 (フ4=P2, 05=P2, Q6=P3, ¢7=P｡, 08=P5.

定理2･66により,基本演算は全て,集合に適用されたときは集合を与えることは明らかで

ある.

Ⅰ ここで,クラス9×0〝2(つまり,f<9に対する順序3一組〈f,α,β〉のクラス)を考察

し,それに対する次のような整列関係5を定義する.

5･5 定義
仏ソ<9→[〈甚α,β〉S〈リ,γ,∂〉…(〈α,β〉ガ〈γ,∂〉>(〈α,β〉=〈γ,∂〉<

〃<レ))]<5⊆(9×0乃2)2.

ただし,斤は3.53によって定義された関係である.また,5の存在はM4に依存する.

この5.5より次が成立する.

〈i,α,β〉5q,γ,∂〉→(〈α,β〉斤〈γ,∂〉>〈α,β〉=〈γ,∂〉)

よって,3.54と2.75により,9×0〝2のどの固有5-セクションも集合である.だが2.83に

より,9×0乃2は集合ではないので,3.50により,9×0〝2は5と引こ関して0乃と同型で

あることがわかる.つまり,次の公準をみたすJが存在する.

5･6 定義JFn(9×0"2)<Rng(J)=0乃<甚レ<9→[〈〃,α,β〉5〈レ,γ,∂〉→

J`〈甚 α,β〉<J`〈レ,γ,∂〉].

さて,次により,0乃2上の9個の関数ん…,ムを定義する.

5.7 定義 ム`〈α,β〉=J`〈0,α,β〉,J｡FnO乃2,

J8`〈α,β〉=J`〈8,α,β〉,J8FnO乃2.

明らかに次が成立する.

5.8 Rng(Jf)は互いに素であり(よ=0,…,8),それらの和は0〝である.

Jの定義から,任意のγに対してγ=J`〈i,α,β〉となるような一義的なくf,α,β〉が存

在する･よって,任意の才<9に対してgl`Jf`〈α,β〉=α,且2`J``〈α,β〉=βとなるような,

0乃上の2つの関数gl,且2が存在する.且1,脆は次により定義される.

5.9 定義 〈α,γ〉∈且1=]〃,β[〃<9<γ=J`〈〃,α,β〉]<且1⊆0乃2,

〈β,γ〉∈且2=]〃,α[〃<9<γ=J`〈佑 α,β〉]<且2⊆0乃2.

Jfと凡に関する次の定理がえられる.

5.10 Max(α,β)≦J``〈α,β〉,

Max(α,β)<J``〈α,β〉,(オキ0)

gl`α≦α, 且2`α≦α,

gl`α<α, 且2`α<α. (α任Rng(J｡))

[証明]Max(α,β)=γとおくと,5.6により,J｡`〈α,β〉≧ム`〈γ,0〉であり,3.48より,

γ≦ふ`〈γ,0〉.さらに再び5.6により,注0に対してム`〈α,β〉<Jf`〈α,β〉.以上より,注

0に対しては次が成立する.

γ≦ム`〈γ,0〉≦ム`〈α,β〉<Jf`〈α,β〉.
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残り2つの不等式は,上に示されたことと且1,&の定義を用いて証明することができる.

*5.11α,β<叫→Jf`〈α,β〉<叫.

[証明]定義5.6により,Jは順序5において〈i,α,β〉に先行する順序3一組の集合椚

を<Jf`〈α,β〉なるオーディナルの集合に写す.ゆえにJ`〈α,β〉=椚.だが5.5と3.53より,

椚⊆9×[Max(α,β)+1]2である.そして,γ=0のときは4.30により,γ>0のときは4.43に

より定理がえられる.なおγ=0の場合は選択公理は用いられていない.

*5.12(山α∈Rng(ム).

[証明]5.10により仙α≦J`〈0,仙α,0〉を示すことができる.だが仙α<J`〈0,仙α,0〉ではあ

りえない.(●.●(仇<J`〈0,仙α,0〉と仮定すると,〈i,γ,∂〉5〈0,仙α,0〉かつ山α=J`〈才,γ,

∂〉なる〈i,γ,∂〉が存在する.他方において,〈f,γ,∂〉S〈0,仙α,0〉の場合はγ,∂<仙αと

なる.ゆえに5.11より,J`〈f,γ,∂〉<仙｡.これは不合理である)よって,仙α=J`

〈0,仙α,0〉=J｡`〈山α,0〉.すなわち,仙α∈Rng(ふ).なお,α=0の場合は選択公理は用いら

れていない.

Ⅱ 以下の公準によって,0〝上の関数ダを超限帰納法を用いて定義する.

5.13 定義 α∈Rng(J｡)→ダ`α=Rng(ダ｢α),

α∈Rng(Jl)→ダ`α=才1(ダ`∬1`α,ダ`脆`α),

α∈Rng(J8)→ダ`α=タ8(ダ`且1`α,ダ`脆`α),

ダFnOタ‡.

このようなダの存在を3.45を用いて証明するために,まず次の公準によってⅤ上の関数G

を定義する.

i)Dom(x)∈Rng(Jo)のときは,G`x=Rng(x),

ii)Dom(x)∈Rng(L),i=1,…,8のときは,G`.r=才i[x`Kl`Dom(.r),X`K2`Dom(.r)],

iii)それ以外のときは,G`∬=0.

ここで出てくる記号は全て正規的であるから,M6により,Cは存在する.さて,3.45によ

り,ダ`α=C`(ダ｢α)をみたす0乃上の関数ダが存在する.しかるにα∈Rng(Jf)(fキ0)とす

ると,Dom(F｢α)=αであるからDom(F｢α)∈Rng(L).よって

C`(ダ｢α)=乳[(ダ｢α)`斤1`α,(ダ｢α)`脆`α]

5.10により,且1`α<α,且2`α<α. また,β<αなら(ダ｢α)`β=ダ`β.ゆえにダ`α=G`(ダ｢

α)=9i[F`Kl`α,F`K2`α].同様にして,α∈Rng(J｡)のときはDom(F｢α)∈Rng(J｡).

よって

ダ`α=C`(ダ｢α)=Rng(ダ｢α)

このことは,ダは5.13をみたすということであるので,5.13で定義されるダは一意的に存

在することがわかる.次の諸結果は,5.13のαの､ところ(f≒0)にJf`〈β,γ〉 を代入し,

gl`Jf`〈α,β〉=α,g2`Ji`〈α,β〉=β(5.9による)を適用することによってえられる.

5.14 ダ`Jl`〈β,γ〉=(ダ`β,ダ`γ).

5.15 ダ`ム`〈β,γ〉=Enダ`β.

5.16 ダ`ム`〈β,γ〉=ダ`β-ダ`γ.

5.17 ダ`√`〈β,γ〉=ダ`β∩吼"(ダ`γ), f=4,…,8.

5.18
α∈Rng(J｡)→ダ`α=ダ"α.
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これらの定理の集合は,ダが5.1の9個の基本演算をいかに反映しているかを示している.

集合Jは,∬=ダ`αなるαが存在するならば構成可能であるといわれる`プ'構成可能な集合

のクラスは⊥で表される.すなわち

5.19 定義 上=Rng(の.

ここで,構成可能集合のアイデアに基づいて具体的に構成される構成可能集合とはどのよ

うなものであるか,について簡単に触れておきたい.

まず,5･5と5･6により,順序数の大小関係<に対応して,9×0〝2の元は小さいものから

順に並べることができる･すなわち,同一の〈α,β〉に対して〈f,α,β〉は才=0からよ=8

まで並べられ,また,この〈α,β〉も順序が決るので,全ての〈よ,α,β〉が並べられること

になる･この〈α,β〉は,〈0,0〉,〈1,0〉,〈0,1〉,〈1,

〈1,2〉,〈2,2〉,…と続いていく順序対である.よって,

べると,〈0,0,0〉,〈1,0,0〉,…,〈8,0,0〉,〈0,1,

1
1
.
′
u

り

紹

α

0〉,〈2,1〉,〈0,2〉,

β〉を0番目から順に並

〈1,1,0〉,…,〈8,1,

0〉,〈0･0,1〉,〈1,0,1〉,…,〈8,0,1〉,…となる･そして,α番目が〈才,β,γ〉で

あるとすると,5･14-5.18により,α番目にえられる構成可能集合は,f=0のときはα-1

番目までにえられたα個の構成可能集合の集合であり,注0のときはβ番目とγ番目にえ

られた2つの構成可能集合に演算才lを適用してえられる集合である.最初の一部を0番目

から順に示せば次のようになる.

ダ`0=ダ"0=0.

ダ`1=才1(ダ`0,

ダ`2=才2(ダ`0,

ダ`3=才3(ダ`0,

ダ`4=才4(ダ`0,

ダ`5=才5(ダ`0,

ダ`6=才6(ダ`0,

ダ`7=才7(ダ`0,

ダ`8=才8げ`0,

ダ`9=ダ"9=(0,

ダ`0)=(0)=1.

ダ`0)=Enダ`0=0.

ダ`0)=ダ`0-ダ`0=0.

ダ`0)=ダ`0｢ダ`0=0.

ダ`0)=ダ`0nDom(ダ`0)=0.

ダ`0)=ダ`0∩(ダ`0)~1=0.

ダ`0)=ダ`0nCnv2(ダ`0)=0.

ダ`0)=ダ`0nCnv3(ダ`0)=0.

1)=2.

これからわかるように,構成可能集合は順序数0つまり空集合から出発して,順次基本演算

を施し,次々と新しい集合を作っていってえられる集合である.したがって,且1,&に加

うるに,〃を

〈仏 γ〉∈〃=]α,β【〃<9<γ=J`〈〝,α,β〉]<〃⊆0乃2

と定義するならば,集合ダ`αは超限帰納法により次のように定義することができる.

i) ダ`0=0.

ii) Ⅳ`α=0ならば,ダ`α=げ`飢β<α).

iii)Ⅳ`α=才>0,∬1`α=β,&`α=γならば,ダ`α=才f(ダ`β,ダ`γ).

Ⅳ 構成可能クラスについては,任意のクラスAに対して,Aの全ての元が構成可能集

合であり,かつAと任意の構成可能集合との共通部分もまた構成可能集合であるとき,A

は構成可能であるとよばれる. すなわち

5.20 定義 g(A)…A⊆上<(∬∈上→An∬∈⊥)

-
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5.21定義 豆,…,乏は構成可能集合に村する変数として用いられ,ズ,…,Zは構成可能

クラスに対する変数として用いられる.

5.22 定義
x=F`αなる最小のαは.rのオーダー(order)とよばれ,Od`xで表される.

すなわち

5.23 定義 〈肌.∬〉∈Od…〈J,〝〉∈ダ<∀z[z∈訂→～〈∬,Z〉∈ダ]<Od⊆0乃2.

5.24 Comp(ダ"α).

[証明]ダ`α⊆ダ"α,すなわち,構成可能集合の全ての元は,その集合自体よりも前に現

われるということを示せば十分である.αをダ`α⊆ダ"αが偽となる最初の順序数であるとせ

よ.α∈Rng(ふ)ならばダ`α=ダ"α.よってダ`α⊆ダ"α.よキ0に対してα∈Rng(Ji)ならば,

α=Jf`〈β,γ〉なるβ,γが存在する.定理5.15,5.16,5.17によって,よ>1ならば,ダ`α⊆

ダ`β(ここで,5.1の乳(ズ,り⊆ズ(よ=2,…,8)なる要求が用いられる).しかし,5.10より,

β<α.よって,定理はβに対して成立し,ダ`β⊆ダ"β.よって,ダ`α⊆ダ"β.再びβ<αより,

ダ"β⊆ダ"α.ゆえにダ`α⊆ダ"α.i=1のときは5.14より,ダ`α=(ダ`β,ダ`γ).ただし,α=

Jf`〈β,γ〉.5.10より,β,γ<α.ゆえにダ`β∈ダ"α,かつダ`γ∈ダ"α.よって,げ`β,ダ`γ)

⊆ダ"α.すなわち,ダ`α⊆ダ"α.

5.25 Comp(⊥).すなわち,構成可能集合のどの元も構成可能である(5.20より,同じこ

とが構成可能クラスに対しても成立する).

[証明]∬∈⊥をとり,α=Od`∬とせよ.すると,ダ`α=∬.5.24により,∬⊆ダ"α.よって,

ダ"α⊆⊥であるから,∬⊆⊥.

定理5.24より次が導かれる.

5.26 ∬∈〝,かつ,∬,〝∈エであれば,Od`∬<Od`〝.すなわち,J∈ダ`α→Od`J<α.

[証明]α=Od`J,β=Od`〝とする.すると,∬=ダ`α,〝=ダ`β.∬∈〝より,ダ`α∈ダ`β.

5.24より,ダ`β⊆ダ"β.よって,ダ`α∈ダ"β.すなわち,α<β.

構成可能集合に適用されるときは,才1,…,才8は構成可能集合をうみ出す.すなわち

5.27 乳(豆,面)∈ん 才=1,…,8.

[証明]5.20により,豆=ダ`β,面=ダ`γなるβ,γが存在する.よって,5.14-5.17が定

理を与える.

5.28 豆∩面∈⊥.

[証明]豆∩面=豆-(豆一面).よって,才=3に対する5.27により,定理がえられる.

5.29 0d`豆<仙α<Od`面<仙α→Od`(豆∩面)<仙α.

[証明]5.11による.

5.30 ∬,〝∈上…〈∬,〝〉∈ん ∬,財,Z∈⊥…〈∬,〝,Z〉∈上.

[証明]〈∬,釘〉を((∬),(∬,〝))で表し,5.27を適用すると,→方向の含意関係が成立す

る.←方向の含意関係は5.25による.

5.31〈J,〝〉∈エ三〈肌 ∬〉∈エ,〈∬,〝,Z〉∈エ…〈J,Z,〃〉∈エ.

[証明]5.30より直接に明らかである.

5.32 吼`豆∈⊥.(i=5,6,7,8)

[証明]5.30,5.31からえられる.

5.33｣r⊆上→]面[∬⊆面].

[証明]∬⊆⊥とすると,Od`∬は順序数から成る1つの集合であるから,α=∪(Od`〝l〝∈
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∬)なる順序数αが定まる･ダ`α=面とおけば,〝∈∬→〝∈面.すなわち,∬⊆面.

これから,集合である構成可能クラスは構成可能集合であることが導かれる.すなわち

5.34 M(g)→豆∈エ.

[証明]5･20と5･33により,gはある面の中に含まれる.よって,ズ∩面=え だが再び

5.20により,gn面は構成可能集合である.

5.35 g(豆).

[証明]5･25により,豆⊆エ･また,任意の面に対して,5.28により,豆∩面は構成可能集

合である.

5.36 豆+面∈上.

[証明]5･25と5･33により,豆+面⊆乏となるような乏が存在する.しかるに,豆+面=乏

一[(ラー豆)-射.よって,5.27により,定理が示される.
5.37 0∈⊥.

[証明]0=豆一豆.よって,5.27により,0は構成可能である.

5.38 g(エ).

[証明]上⊆エ･5･25により,豆∩エ=豆.よって,豆∩⊥∈エ.ゆえに,5.20により,g(上).

5.39 g(Enエ).

[証明]En⊥⊆上方∩飢ま基本演算であるから,5.27により,豆nE∈ム だが,豆⊆エ

であるから,豆nE=豆∩丘-∩⊥.よって,豆nEn上∈⊥.ゆえに,5.20により,求める結果

がえられる.

5.40 g(A-β).

[証明]元一云⊆ムまた,5･20と5･27により,訓元一豆∩云は構成可能である.ところで,

豆=元一豆∩云=訓(A一朗･よって,豆∩(A-β)は構成可能であるから,5.20により,定
理がえられる.

5.41g(Anβ).

[証明]5.20と5.28による.

5.42 g(A+β).

[証明]5.20と5.36による.

5.43 g(吼"A).(f=5,…,8).

[証明]05,…,Q8は5.32により,構成可能集合を構成可能集合に相応づけるから,吼"A

⊆ム(よ=5,…,8)･よ=4,…,8に対して,豆∩吼"A∈上を示すために,任意の〝∈豆∩吼"A(f

=4,…,8)を考える.釘は元のある元の吼による像である.釘を像とする最低次のオーダー

の元の元〝'をとる.すると,豆nO`"Aの全ての元〝に対するこれらの訂′の全体は構成可

能集合の集合αであり,かつ,〝⊆云.5.33により,ある盲に対して,〟⊆盲.乏は乏∩克と

とることによって,乏⊆Aとなるように決めることができるので,〟⊆乏⊆Aと仮定すること

ができる.ゆえに,2.54により,豆∩()`"乏⊆豆∩()`"A.しかし,豆∩吼"Aのどの元も〟の中

に原像をもつから,豆∩吼"A⊆豆∩吼"乏.よって,豆∩吼"A=豆∩(フf"乏.だが,5.27より,

(豆∩吼"乏)∈エ.

5.44 g(⊥nO4"A).

[証明]エ∩¢4"A⊆エと豆∩(エ∩¢｡"A)=豆∩仇"Aは,5.43により,構成可能であること

による.

ー
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定理2.60-2.64により,定理5.43と5.44は次の3つの形をとる.

5.45 g[Dom(A)].

5.46 g[Cnvf(A)],よ=1,2,3.

5.47 g[上∩(Ⅴ×A)】.

5.48 g(Axβ).

[証明]5.30により,Axβ⊆エであるから,2.56により次が成立する.

云×云=(Ⅴ×β)∩(Axの=⊥∩(Ⅴ×β)∩上∩(Ax∽

5.47と5.46により,g[エ∩(Ⅴ×β)]かつg[エ∩(Axり].よって,5.41により,定理がえら

れる.

5.49 g[Rng(A)】.

[証明]2.32,2.29,5.45,5.46による.

5.50 g[A｢β].

[証明】A｢β=An(Ⅴ×β)=Anエ∩(Ⅴ×β).よって,5.47と5.41により,定理がえら

れる.

5.51g[A〟β].

[証明]元"云=Rng(A｢β)と5.49,5.50による.

5.52 g[(ズ,y)].

[証明]定義2.13により,(ズ,y)は0かば)か(y)か(ズ,y)のいずれかである.し

かも,カツコの中には集合だけが現われる.よって,5.20,5.25,5.27,5.28,5.37により,

定理がえられる.

構成可能クラスに対してなされる全ての演算が構成可能クラスをうみ出すとは限らない.

たとえば,g[タ(g)]は証明できない.

Ⅴ ここで,次のようにしてえられるモデル』について考えてみよう.

(1)クラスは構成可能クラスとして解釈される.

(2)集合は構成可能集合として解釈される.

(3)∈エ関係は構成可能クラスに制限された∈関係である,i.e,g∈上y…ズ∈y.

dにおけるクラスと集合は∑におけるそれらの一部分であることを考慮に入れると,d

の原始的観念は∑における原始的観念を』に制限したものにほかならない.その意味で,

dは∑の部分体系とみなすことができる.∑において今までに定義された演算,観念,特

殊クラスは,以下のようにすることによってモデルAに対して相対化(relativization)する

ことができる:それらの定義ないし定義公準において,変数ズ,y,…をg,y,…で,変数

∬,ダ,…を豆,面,…で,∈を∈エでおきかえ,さらに,以前に定義された概念と変数をそ

れに対応する相対化されたものでおきかえる.ただし,論理記号はそのままにしておく.変

数Ⅹの相対化されたものは,Ⅹの変域を定義する観念を相対化することによってそれの変域

がえられるような変数である.

なお,相村化されたものの存在は必ずしも自明なこととは思われないかもしれない.しか

し,後に,∑の諸公理がdに村して成立することが示される.それにより,相対化された

ものは常に存在するということがわかる.

特殊クラスA,演算逮,観念乳 変域Ⅹの相対化されたものが存在するときは,それらは

それぞれ,Aエ,粛上,針,Ⅹエ,で表される.よって,∬エとズ上は豆,ズと同じ変域をもつこ

-
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とになる.

逮エと針はアーギュメントとしての構成可能クラスに対してのみ定義される.

次が成立する.

5･53 A上と粛エが存在するならば,Aエは構成可能であり,遜エ(ズ1,…,易)は任意のgl,…

,g"に対して構成可能である.
ところで,一般に･体系∑のモデルとみなしうるモデル劫=こついては,集合論上のある

概念を〟において扱う場合,その概念が∑においても同じものとして成立しうるかどうか

が問題となる･つまり,〟では成立しても∑では必ずしも成立しないという集合論的概念

が存在しうるのである■ある概念が∑と〟において不変であるならば,その概念は〟に

関して(相対的ではないから)絶対的なものだと表現することができよう.G6delはこの`絶

対性,を次のように定義している.

5･54 定義 特殊クラスA,演算遜あるいは観念盟は次が成立するとき,絶対的

(absolute)とよばれる:それぞれ,AL,dL,BLが存在し,任意のXl,･‥,Xnに対して,AL=

A,粛エ(gl,…,羞)=遜(ズ1,…,ズ〃),あるいは,針(ズ1,…,晶)…創昔1,‥･,易).変数ⅩはⅩ上

の変域がⅩの変域と同じであれば,絶対的とよばれる.

定理5.53により,次がえられる.

5･55 A(演算粛)が絶対的であれば,Aは構成可能である(遜(ズ1,…,羞)は任意のズ1,‥･,

一‰に対して構成可能である).
命題関数¢あるいは命題¢の相対化されたものは,それぞれ¢上あるいは¢上で表され,

かつ,その中に現われる任意の概念と変数を相対化されたものでおきかえることによってう

ることができる.

以下の諸定理が成立する.

5.56 ∈は絶対的である.

[証明]∈エの定義からえられる.

5.57`⊆'は絶対的である.

[証明]ズ⊆上y…ズ⊆yが示されればよい.ズ⊆上y…∀面[面∈エ豆→面∈上n≡∀面[扇∈g→

面∈n･また･ズ⊆y…∀〟[〝∈ズ→〟∈打 ところで,∀〟[〟∈g→〟∈nならば,∀面[面∈

豆→面∈n･他方において,〟が上の中に存在しないときは,〟∈克という仮定は偽となる

から,逆の含意関係も成立する.

5･58 ズ⊆エy<y⊆上方→g=y.すなわち,相対化された外延性公理は成立する.

[証明]5.57と外延性公理による.

5.59`⊂'は絶対的である.

[証明]5.57より,ズ⊂上y≡ズ⊆エy<ズ≒y≡ズ⊂y.

同様の論法により,次が成立する.

5･60 Exは絶対的である,i.e.,ExL(X,Y)…Ex(X,Y).

5･61Emは絶対的である,i.e.,EmL(X)≡Em(X).

5.62 演算(ズ,幻は絶対的である.

[証明]2･13により,(ズ,y)エは次のような構成可能クラス乏である:

∀面[扇∈乏≡面=豆>面=n

同じく2･13の定義をみればわかるように,(ズ,y)はラについてのこの条件をみたす.さ

-
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らに,5.52より,(ズ,y)は構成可能であり,5.58により,(ズ,y)は上の条件をみたす唯

一の構成可能クラスであることもわかる.よって,演算(ズ,nの相対化されたものは存在

し,任意のg,yに対して,(ズ,y)エ=(ズ,y).

5.63 留が留(g)=遜(溜(g))で定義され,かつ,遜と男が絶対的であれば,留は絶対的

である.

[証明】遜(劇(g))=粛(針(ズ)).しかし,針(g)は5.53により構成可能である.ゆえに,

粛(針(ズ))=遜上(針(ズ))=留エ(g).

この原理は2個以上のアーギュメントをもった演算に村してもまた成立する.

5.64 演算〈ズ,わは絶対的である.

[証明]〈ズ,の=((ズ),(g,n)である.5.62により,(ズ),(ズ,nは共に絶対的である.

よって,5.63により,〈g,衿は絶対的である.

同様にして

5.65 演算〈g,r Z〉は絶対的である.

5.66 Unは絶対的である.

[証明]Unエ(ズ)…∀面,否,面[〈面,面〉エ∈エ豆<〈面,面〉エ∈エ豆→面=詞.5.56と5.64により,

文字エは上の同値式の右側で現われるものは全て取り除くことができる.そして,そのよ

うにしてえられる同値式の右側をAとすると,Aの中の面,面,面をそれぞれ,〟,〃,抑で

おきかえてえられる式βはAと同値であることを,5.57の証明と同じようにして示すこと

ができる.B…Un(X)であるから,UnL(X)…Un(X).

5.67 Mは絶村的であり,Prも絶対的である.

[証明】モデルdの定義より,Mエ(ズ)…ズ∈エ.ゆえに,5.34と公理A2により,Mエ(g)…

M(g).したがってまた,～Mエ(ズ)…～M(ズ).

5.68 Vエ=エ.

[証明]Ⅴエは公準∀豆[豆∈Ⅴ上]によって定義される.ところで,上はその条件をみたす.

ゆえに,相対化された外延性公理と5.38により,上=Ⅴ上.

5.69 0は絶対的である.

[証明]定義2.1により,∀豆[～豆∈0].しかも,0はこの公準をみたす唯一の構成可能ク

ラスである.

以上により,かなりの概念が絶対的であることが示されたが,全ての概念が絶対的なので

はなく,例えば,タとⅤは絶対的であることは証明できない.

6 モデルdに対する公理群A-Dの証明

体系∑は公理A-D群によって定義されるものであるから,∑においてそれらの公理群

の成立することは当然である.だが,dは構成可能なクラスと集合をそこでのクラスと集

合とし,∈エは∈を』に制限したものとして定義された.よって,』に相対化された公理

群がdにおいて成立するかどうかは,直ちには明らかでない.これは検討されるべき問題

である.

ところで,公理の中に現われるあらゆる観念と演算は絶対的であることがすでに示された.

よって,命題の相村化されたものを形成するに際しては,絶対的観念と演算は全てそのまま

-
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にして残すことができる.のみならず,相対化された観念と演算は,アーギュメントとして

の構成可能クラスに対してのみ定義されるものであった.したがって,相対化された公理は

gをgで,∬を豆でおきかえることだけでうることができる.

相対化された形での公理を次にあげておく.

[A群]

1上 g(豆),

2上 豆∈ラ→M(ズ),

3エ ∀面[面∈豆≡面∈n→g=y,

4エ ∀豆,面∃乏∀面[面∈乏…面=面>面=到;

[B群]

1エ ヨA∀豆,面[〈豆,面〉∈元…豆∈れ
2エ ∀A,β]C∀豆[豆∈C…豆∈A<豆∈β],

3上 ∀A∃β∀豆[豆∈β…～豆∈A],

4エ ∀A]β∀豆[豆∈β…∃面[〈面,豆〉∈A]],

5エ ∀A∃β∀豆,面[〈面,豆〉∈β…豆∈A],

6上 ∀A∃β∀豆,面[〈豆,面〉∈β…〈面,豆〉∈A],

7上
∀A∃β∀豆,面,乏[〈豆,面,乏〉∈云…〈面,乏,豆〉∈A],

8エ ∀云∃云∀豆,面,乏[〈烹,面,乏〉∈β…〈豆,云,面〉∈A];
[c群]

1上]亮卜Em(亮)<∀豆[豆∈亮→]面[面∈亮<豆⊂副】],

2エ ∀豆∃面∀面,面[面∈面<面∈豆→面∈副,

3エ ∀豆∃面∀面[面⊆豆→面∈れ

4エ ∀豆∀A[Un(A)→]面∀面[面∈面…]面[面∈豆<〈面,育〉∈A]]];

[公理D]

DL
～Em(A)→∃豆[豆∈元<Ex(豆,A)].

以下において,これらの相対化された公理群の成立することを証明していくが,まずA

群については,1エ,2上,3エはそれぞれ,5.35,公理A2,5.58によって成立する.4エについ

ては,乏=(豆,面)がこれをみたし,豆は,5.27により,構成可能である.

次にB群については,それぞれの条件をみたす構成可能クラスを示すことによって証明

することができる.以下それを示す.

1⊥ 元=En⊥をとる.クラスEnエは5.39により構成可能でありt〈豆,面〉∈E≡豆∈

面かつ〈豆,面〉∈⊥であるから,〈豆,面〉∈En上…豆∈面.よって,Enエは条件をみたす構成

可能クラスである.

2⊥ c=Anβとすると,このクラスは5.41により構成可能であり,かつ条件をみた

す.

3エ 云としてレ元をとる.すると,このクラスは5.40,5.38により構成可能であり,

かつ条件をみたす.

4エ 云としてDom(A)をとる.すると,このクラスは5.45により構成可能である.

また,∬∈云…ヨガ[〈弘J〉∈AL よって,特に

豆∈云…∃〝[〈#,豆〉∈A]…]面[〈面,豆〉∈AL

-10 -
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もし釘が存在するとすれば,それは5.30により構成可能でなければならないから,最後の同

値関係が成立する.

5エ 云としてエ∩(Ⅴ×A)をとる.5.47により,このクラスは構成可能である.〈〝,

∬〉∈β≡〈机.∬〉∈上<∬∈A.よって､〈面,豆〉∈云…〈面,豆〉∈上<豆∈A.ゆえに,5.30によ

り,〈面,豆〉∈⊥であるから,〈面,豆〉∈云…烹∈元.
6上 云としてCnv(A)をとると,これは5.46により構成可能である.だが,〈J,〝〉

∈云…〈訂,∬〉∈云.よって,特に,〈豆,面〉∈云…〈面,豆〉∈元.
同様にして,7エ,8上も証明できる.相対化された公理C群の証明は以下のようである.

1上 面としてダ`仙をとる.5.12より仙∈Rng(ム).よって,ダ`仙=ダ"仙.豆∈亮(i.e.,

豆=ダ`α,α<仙)ならば,β∈Rng(ふ)かつα<βなる順序数βをとり(例えば,5.10と5.11に

ょって,β=ム･〈0,α+1〉とする),面=ダ`βとする.すると,ダ`β=ダ"βかつダ`α⊆ダ"β.ま

た,ダ`α∈ダ"β=ダ`βであるが,～(ダ`α∈ダ`α)であるから,ダ`α⊂ダ`β.他方,ダ`β∈ダ"肌

よって,面∈亮となり,ダ`仙は条件をみたす.

2エ ∪(豆)を考える.これは2.69と5.25により,構成可能集合の集合である.よって,

5.33により,∪(豆)⊆面なる面が存在する.したがって,∀〟,〃[〟∈〃<〃∈豆→〟∈副.ゆえ

に

∀面,面[面∈面<面∈豆→面∈面].

すなわち,面は条件をみたす.

3⊥ ⊥∩タ(豆)を考える.これは2.68により集合である.5.33により,上∩汐(豆)⊆面な

る面が存在する.よって,〟∈上∩夕(豆)→〟∈面.したがって,面∈上∩タ(豆)→面∈面.ゆえに,

面∈汐(豆)→面∈面.よって,2.52により,面⊆豆→面∈面.

4エ:Un(A)なる云に対して,面=云"豆を考える.5.51により,面は構成可能である.

また

〟∈面…]〃[ぴ∈斎<〈〟,〃〉∈A].

よって,特に

面∈面…∃〃[〃∈豆<〈面,〃〉∈A].

ところで,構成可能な〃が存在すれば,条件をみたす〃が存在する.他方,〃が存在すれば,

ク∈豆であるから,〃は構成可能である.よって

面∈面…]面【面∈豆<〈面,面〉∈A].

最後に,公理Dの場合を示しておく.

DL
～Em(A)とすると,公理Dにより,∃.r[.r∈云<Ex(x,A)].しかし,X∈云で

あるから,Jは構成可能である.よって,条件をみたす豆が存在する.

上において,∑の公理は全てdにおいて成立することが示された.よって,恐らく選択

公理に基づく定理を除けば,今までに証明された全ての定理は』においてもまた成立する

ことになる.したがってまた,今までに導入された特殊クラスや演算を定義する際に必要な,

一意的存在を示す定理は』においても成り立つことになる.そして,前にも触れたように,

選択公理に依存するものを除けば,今までに導入されたあらゆる概念の相対化されたものは,

公理群の証明により存在することがわかる.とりわけ,gエとエ上もまた存在する.
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7 V=エがモデルdで成立することの証明

選択公理と一般連続体仮説がモデル』において成立することを示すには,次のことを証

明すれば十分である:

1)選択公理と一般連続体仮説は,∑の公理と付加的公理Ⅴ=⊥(これは,あらゆる集合

は構成可能であると述べている)から導出されるということ.

2)Ⅴ=上はモデル』において成立するということ.すなわち,Ⅴエ=上上.

ここでは,上記2つのうち2)が証明される.

ところで,5･68により,Ⅴエ=上であった.よって,エエ=ん すなわち,`構成可能集合の

クラスは絶村的であるtということを示せば十分である.そのためには,エの構成で用いら

れる演算などは全て絶対的であるということが示されればよい.

以下において⊥の絶対性が証明されるが,それに先立ち,一般的観点から次のことを注

意しておきたい.

(1)演算逮(ズ1,…,ズ")が絶対的であるためには,次を示せば十分である:

(i)適は,構成可能クラスに適用されるときには,構成可能クラスを与える.

(ii)適は,相対化された定義公準を満足する.i.e.,粛が¢(遜(ズ1,…,品),ズ1,…,易

)で定義されるならば,〆(粛(g.,…,g〝),ズ1,…,羞).

これは次の理由による:モデル』は∑の諸公理を満足するから,適⊥は存在する.よって,

全てのズ1,…,為に村して,〆(y,ズ1,…,あ)なるテの一意的存在を証明することができる.

また,もちろん,粛エ(gl,…,羞)は構成可能である.ここで,(i),(ii)が共に成立すると

する.粛上の定義より,全てのズ1,…,.㌦に村して

〆(』上(ズ1,…,羞),ズ1,…,易).

また,(ii)より,全てのズ1,…,一‰に対して

〆(逮(ズ1,…,ズ乃),ズ1,…,易).

(i)より,遜(ズ1,‥･,羞)は構成可能である.それとラの一意的存在を考慮に入れると

逮上(ズ1,…,ズ乃)=遜(ズ1,…,羞)

すなわち,遜は絶対的である.

(2)(1)と同様にして,特殊クラスAが絶対的であるためには,Aが構成可能であることと,

相対化された定義公準をみたすことを示せば十分である.

(3)5･63のように,絶村的演算を絶対的演算に代入することによって定義される演算は絶

村的である.

次の諸定理が成立する.

7.1`×tは絶対的である.

[証明]5.48により,Axβは構成可能である.2.16により,〝∈元×云≡∃〃,紺[〃∈云<紺

∈β<〟=〈〃,紺〉]･よって,〟∈Axβ…]〃,紺[〃∈A<紺∈β<面=〈〃,紺〉].ところで,上

の同値式の右辺は,そこにおける〃,紺を,それぞれ面,面でおきかえてえられるものと同

値である･よって,Axβは相対化された公準をみたす.したがって,上述の注(1)により,

`×'は絶対的である.

7.2 演算A2,A3,…,は絶対的である.

[証明]5.63と7.1による.
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7.3 RelとRe13は絶対的である.

[証明]2.20と5.68により,Rel(X)…X⊆V2であり,RelL(X)…X⊆L2.だが,5.30によ

り,X⊆L2≡豆⊆V2.よって,Rel(X)…RelL(X).Re13の場合も同様にして示される･

7.4 Domは絶対的である.

[証明]5.45により,Dom(A)は構成可能である.また,X∈Dom(A)…∃y[〈y,エ〉∈A]･

したがって,豆∈Dom(A)…]〃[〈臥豆〉∈A].ところで,この同値式の右辺は,そこでの〝

を面でおきかえてえられるものと同値となる.よって,Dom(A)は相対化された公準をみ

たす.

7.5`∩'は絶対的である.

[証明]5.41により,Anβは構成可能である.∬∈元∩云…∬∈元<J∈瓦よって,烹∈元

∩云≡豆∈云<豆∈瓦すなわち,Anβは相対化された公準をみたす.

7.6 Cnvたは絶対的である.々=1,2,3.

[証明]5.46により,Cnv々(A)は構成可能である.た=1の場合を考えてみると,2.26に

より,これは次の条件をみたす.

Rel[Cnv(A)]<∀x,y[〈.r,y〉∈Cnv(A)…〈y,X〉∈A].

7.3により,この条件は相対化された言明を含意する.すなわち,Cnv(云)は相対化された

公準をみたす.烏=2,3の場合も同様である.

7.7`｢'は絶対的である.

[証明]2.33により,A｢β=An(Ⅴ×β).かつ,A｢エβ=An(⊥×β).一方,5.30より,

云∩(Ⅴ×β)⊆エ×ムよって,2.55により,A｢β=An(Ⅴ×β)∩(⊥×⊥)=元∩(⊥×β).よ

って,A｢β=A｢⊥β.

7.8 Rngは絶対的である.

[証明】定義2.32により,Rng(A)=Dom[Cnv(A)].よって,5.63,7･4,7･6により,定

理が示される.

7.9 演算A"βは絶対的である.

[証明]定義2.36により,A"β=Rng(A｢β).よって,5.63,7.7,7.8により,定理が

成立する.

7,10 C｡mpl｡m｡ntの相対化された演算はエー豆である.

[証明]5.38と5.40により,エー豆は構成可能である.また,面∈⊥一夏…～面∈え

7.11演算A一βは絶対的である.

[証明]A一上β=An(エーβ)=An⊥∩(-β)=An(-β)=A-β.

7.12`+,は絶対的である.

[証明]元+エ云=ト[(エーA)∩(⊥一β)]=エー[⊥-(A+β)]=云+瓦 (A+β⊆上であ

るから).

7.13 Eエ=Enエ.

[証明]5.39により,En⊥は構成可能である.また,Rel(En⊥)であり,〈豆,面〉∈ん

かつ,〈豆,面〉∈E…豆∈面であるから,次が成立する.

Relエ(Enエ)<∀豆,面[〈豆,面〉∈En⊥…豆∈副.

よって,En⊥は相村化された公準をみたす.

7.14 才2は絶対的である.
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[証明]7.5と7.13により,次が成立する.

才2エ(ズ,n=ズ∩上Eエ=豆∩⊥nE=豆nE=グ2(g,y).
7･15 全ての基本演算乳(よ=1,2,…,8)は絶対的である.

[証明]f=1,…,4の場合はそれぞれ,5･62,7･14,7.11,7.7による.よ=5,…,8の場合

は,5.63と7.5を用いて,7.4,7.6からえられる.

7.16 2項演算A`gは絶対的である.

[証明]〈邸,ズ〉∈Aをみたすどの釘も,5･25により構成可能である･よって,〈〃,ズ〉∈

Aなる丁度1個の構成可能集合#が存在すれば,〈弘.ズ〉∈Aをみたす丁度1個の集合が存

在し,その道も成立する･ゆえにこの場合は,(A`)上方=A･g･上記条件をみたす釘や集合が

存在しないか,一意的存在でない場合は,両者とも0である.

7.17 Compは絶対的である.

[証明] comp(ズ)…∀〟[〟∈豆→〟⊆ズ]

…∀摘∈豆→面⊆ズ]…Comp上(g).
7.18 0rdは絶対的である.

[証明]OrdとOrdLの定義により,次が成立する.

Ord(X)…Comp(X)<∀u,V[u,V∈豆→u=V>u∈v>v∈u]

…Comp上(ズ)<∀面,面[面,面∈豆→面=面>面∈面>面∈面]
…Ord上(ズ).

7.19 0は絶対的である.

[証明]3,17,5.67,7.18により,次が成立する.

0(X)…Ord(X)<M(X)…OrdL(X)<ML(X)≡OL(X).

7.20 Fncは絶対的である.

[証明]2.39,5.66,7.3により,次が成立する.

FncL(X)…RelL(X)<UnL(X)…Rel(X)<Un(X)

…Fnc(ズ).

7.21Fnは絶対的である.

[証明]2.40,7.4,7.20により,次が成立する.

YFnL(X)…FncL(Y)<DomL(Y)=X

…Fnc(Y)<Dom(Y)=X.

7.22 0〃は絶対的である.

[証明】3･30と3･32により,OrdL(OnL)かつPrL(OnL).5.53により,OnLは構成可能であ

る･さらに,7･18と5･67により,OrdとPrは絶対的である.よって,Ord(OnL)かつPr

(0乃り.よって,3.33より,0〃上=0仇

5･55と7･22から,0乃⊆⊥がえられる.これは,あらゆる順序数は構成可能であるという

ことを意味している.さらに,7.22から次がえられる.

7.23 変数α,β,･･･は絶対的である.

7.24 不等号`ぐは絶対的である.

[証明]`ぐは字義上,`∈,と同じである.

7.25`≦'は絶対的である.

[証明]ズ≦yは字義上,ズ∈y>ズ=yである.
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7.26･+1,は絶村的である.

[証明]3.37,5.62,7.12および5.63による.

7.27 記号0,1,2,3,…,のそれぞれは絶対的である.

[証明】5.69と7.26による.

7.28 ∪(したがって,MaxとLimも)は絶対的である.

[証明]z∈∪(g)…]〃[z∈〃<〃∈g]…∃面[z∈面<面∈ズ]…Z∈∪上(ズ).よって外延性公

理より,∪(ズ)=∪上(ズ).

今や残されたのは,特殊クラス点,5,J,且1,&,ダ,エが絶対的であることを示すこと

である.ただし,ここでのβは3.53で定義された,順序対に対する順序づけであり,5は

5.5によって定義された,順序3一組〈i,α,β〉の順序づけである.また,ダは5.13で導入さ

れた,エを定義する関数である.以下,これらの絶対性を示していくが,その証明は次の補

題に依存するので,まず,この補題を証明しておく.

7.29クラスAが公準¢(A)で定義され,しかも,¢の中にでてくる定義されたクラス,

演算,観念,変数の全てが絶対的であれば,Aは絶対的である.

[証明]¢が上記の条件をみたすとすれば,¢上(ズ)…¢(ズ)･また,A⊥とAの定義より,

〆(A上)かつ¢(A).さらに,5.53により,Aエは構成可能であるから,〆(A上)は¢(Aりを含

意する.よって,Aエ=A.なぜならば,¢(Aエ)と¢(A)の両方が成立するから.

7.30`斤,は絶対的である.

[証明]定義3.53により,次がえられる.

R⊆(On2)2<∀α,β,T,∂[〈〈α,β〉,〈T,∂〉〉∈R…Max(α,β)<Max(T,∂)>

[Max(α,β)=Max(T,∂)<(β<∂>(β=∂<α<T))]].

この定義公準の中には次の諸概念がでてくる:⊆,0乃,()2,〈…〉,Max,(…),<,∈,

および変数α,β,….これらはそれぞれ,5.57,7･22,7･2,5･64,7･28,5･62,7･24,5･56,

7.23によって絶対的であることが証明されている.よって,7.29により,月は絶対的である.

7.31`5,は絶村的である.

[証明]定義5.5により,次がえられる.

5⊆(9×0乃2)2<∀α,β,γ,∂,〃,レ[〝<9<レ<9→[〈〈甚 α,β〉,〈レ,γ,∂〉〉∈5…

〈〈α,β〉,〈γ,∂〉〉∈斤>(〈α,β〉=〈γ,∂〉<〃<レ)]].

5に対する公準の中には,すでに斤に村する公準の中にでてきたもの以外には,×,凡 9

がでてくるだけである.これらはそれぞれ,7.1,7.30,7.27により絶対的である.

7.32`J'は絶対的である.

[証明]定義5.6により,次がえられる.

JFn(9×0乃2)<Rng(J)=0〃<∀α,β,γ,∂,〃,レ[〃,レ<9→

(〈仏 α,β〉5〈レ,γ,∂〉→J`〈甚α,β〉<J`〈レ,γ,∂〉)].

この公準において新たに加えられた記号は,Fn,Rng,および`の3つだけである.そして,

それらはそれぞれ,7.21,7.8,7.16によって絶対的であることが証明されている.

7.33`Jf'はそれぞれ,絶対的である.i=0,1,…,8.

[証明]ふ`〈α,β〉=J`〈0,α,β〉,ふFnO乃2.ここにでてくる記号は全て,すでにでてき

たものばかりである.i=1,…,8に対しても同様.

7.34 且1と&は絶対的である.
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[証明]定義公準5･9の中には,すでに言及された記号だけがでてくる.

7.35`ダ'は絶対的である.

[証明]定義公準5･13の中にでてくる,新たに加えられた記号は｢と乳,…,才8のみであ

り,これらはそれぞれ,7.7,7.15により絶対的である.

7.36`上'は絶対的である.

[証明]エ=Rng(のであり,Rngとダは,7.35,7.8により絶対的である.

この定理7･36のエエ=⊥と,先に証明された定理5･68のⅤエ=⊥より,Ⅴエ=エエ,よって,

(Ⅴ=エ)エが示された･換言すると,∑の諸公理から,･命題Ⅴ=⊥はモデルdにおいて成立

する'ということが証明された･そして,このことによって,`∑のA,B,C,Dの公理群

に対するモデルが存在するならば,公理として命題Ⅴ=⊥を付加することによって拡大され

た公理集合に対するモデルもまた存在する,ということが明らかとなる.したがって,･体系

∑が無矛盾であれば,拡大された体系∑+Ⅴ=上もまた無矛盾である,ということがわかる.

このことは次のように説明することもできる‥∑は無矛盾であると仮定する.もし,Ⅴ=エ

と∑の諸公理から矛盾が導出されるとすると,』は=+Ⅴ=上のモデルであるから,その

同じ矛盾がVL=LLと相対化された諸公理AL,BL,CL,DLからも導出されうることになろ

う･だが,すでに示したように,VL=LLとAL,BL,CL,DLは∑において証明することが

できる･よって･その矛盾は∑から導かれることになるが,これは仮定に反する.したがっ

て,∑+Ⅴ=エは無矛盾である.

8 選択公理と一般連続体仮説がⅤ=エから導出されることの証明

Ⅰエレガントにしてかつ風格あるG6delの無矛盾性証明も,いよいよ最後のところに到達

した･ここでは!選択公理と一般連続体仮説がV=⊥から導出されることが証明され,それ

でもって,仝証明が完了する.

選択公理の場合は容易に示すことができる･なぜなら,次の8.1で定義される関係Asは

空ならざるどの構成可能集合においても馴､のオーダーの元を選び出すが､このAsは明ら

かに,Ⅴ=エのときは選択公理Eをみたすからである.

8･1定義 〈y,tr〉∈As…y∈.r<∀z[Od`z<Od･y→～Z∈x]<Rel(As).

As`∬は∬の`指定された,元である.

8.2 定義 C`α=Od`[As`(F`α)]<CFnOn.

C`αは,ダ`αの`指定された,元のオーダーである･よって,5.26により,C･α≦α.

Ⅰ上において,∑+Ⅴ=エから選択公理が導出された.したがって,∑+Ⅴ=エから一

般連続体仮説を導出する場合は,選択公理に依存するところの,*印のついた定義ないし定

理は自由に用いてよい･次に,無矛盾性証明の仕上げとして一般連続体仮説の導出が証明さ

れるが,この証明は技術的に最も難解であり,G6delの論文に接する数学者,論理学者の`っ

まづきの石(stumblingblock)'となっている箇所であるといわれる`:'確かに,ZF体系での無

矛盾性証明よりも理解しにくいものであるが,ここでは,以前と同様,なるべくG6del自身

の記述を尊重しながら,その筋を追うことにしたい.まず,次が示される.

8.3 ダ"仙α=仙α.

[証明]4･16により,ダ"仙α≦仙α=仙α･ところで,仙αの部分集合仙α=Rng(ム)上のダ
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の値は全て異なる･なぜなら,γ,∂∈仙αnRng(ム)かつγ<∂とすると,5.13より,ダ`γ∈

ダ`∂,よって,ダ`γキダ`∂となるからである.他方,5.11より,ム"(山α2)⊆仙｡nRng(ふ)で

あり,かつふは1対1であるから,仙αnRng(ふ)≧仙α.よって,ダ"仙α≧仙α.

この定理8.3とCantorの定理4.17を考慮に入れると,一般連続体仮説は次の定理から直接

にえられる`ご'
8.4 タ(ダ"仙α)⊆ダ"仙｡il

この定理は次の補題を用いて証明される.

8･5 椚⊆0乃,かつ椚はC,且1,脆,および3項関係としてのん…,ムに関して閉じて

おり,Gは引こ関しての椚からオーディナルβへの同型関係であるとする.このとき,G

はaβげ`α∈ダ`β]に関する同型関係である.すなわち,α,β∈桝→げ`α∈ダ`β…ダ`G`α∈

ダ`G`β].

まず,次が示される.

8.6 定理8.4は補題8.5から導出される.

[証明]〟∈タ(ダ"仙α),i.e.,〟⊆F"仙αとする.Ⅴ=エであるから,〟=ダ`∂なる∂が存在

する.4.48にしたがい,C,且1,脆および3項関係としてのJf(f=0,…,8)に関する集合

仙α+(∂)の閉包を作り,それを椚で表す.すなわち,仙α+(∂)⊆椚.さて,4.48により,椚

は集合であり,議=山α.さらに,椚はオーディナルの集合であるから,3.31により,Eに

よって整列される.しかも,3,50により,椚はある順序数βに同型である.その同型関係

をGで表すと,G"椚=β.簡単のために,C`αをα′で表すことにする.仮定8.5により

α,β∈椚→ダ`α∈ダ`β…ダ`α′∈ダ`β′.

ここで,Cによる∂の像たる∂'を考えてみる.すると,∂′∈β.すなわち,∂'<β.Gは1

対1であるから,β=桝=仙α.よって,β<仙αil.したがって,∂′<仙αil.また,任意のβ∈

椚に村して

F`β∈ダ`∂…F`β'∈ダ`∂'.

定義から,仙α⊆桝.また,明らかに,仙αは椚のE-セクションである.ゆえに,仙αはGに

よってβのE-セクションに写される.すなわち,3.34により,ある順序数に写される.し

かし,3.49により,これは,Cは仙αの自己自身への恒等写像であることを意味する.ゆえ

に,β∈仙αならばβ'=β･よって,β∈仙αに村して,ダ`β∈ダ`∂…ダ`β∈ダ`∂′.他方,ダ`β∈ダ"仙α.

よって,ダ`∂∩ダ"山α=ダ`∂′∩ダ"仙α.しかし,仮定より,ダ`∂⊆ダ"仙α.したがって,ダ`∂=

ダ`∂'∩ダ"仙α,だが,5.12により,仙α∈Rng(ム).ゆえに,5.18により,ダ"仙α=ダ`仙α.よ

って,〟=ダ`∂=ダ`∂'∩ダ`仙α.したがって,5.29により,Od`〝<仙αil.すなわち,〟∈ダ"仙αil.

(証明終)

さて,前述の補題8.5を証明するために,最初に次の補助定理を証明する.

8.7(Cに関する閉包を除外した)8.5の仮定から,次が導出される.

(1)Gは3項関係Jf(才=0,…,8)に対する同型間係である.すなわち(G`αをα'で表す

と):α,β∈椚,よ<9に対して,Jf`〈α′,β′〉=肌`〈α,β〉】'.

(2)βは3項関係Jfに関して閉じている.

[証明]まず,証明の概要を与えておけば次のとおりである:Jの定義と椚の閉包性に

よって,Jは順序3一組〈f,α,β〉[ただし,f<9で!α,β∈椚]のクラスと椚の間に,5とE

に関する同型関係を確立する･Cにより,この同型関係は〈f,α,β〉[ただし,f<9,α,β
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∈β]の集合fとβの間の同型関係に移される.だが同様にまた,Jは5とEについて,Jと

あるオーディナルγの間に同型相応を定義する.このことから,3.49により,γ=βであり,

fに制限されたJは,9×椚2に制限された/のCによる像と合致するということが導き出さ

れる.だが,これは定理が述べることである.

以下,詳しい証明を与える.

ノ=J｢(9×椚2)とせよ.すると,Domり)=9×椚2.また,椚は全てのJfに関して閉じて

いるから,Rngり)⊆椚.他方,∽⊆Rngり)でもある.なぜなら,γ∈∽とすると,椚は∬1

と為について閉じているから,あるf,α,β[ただし,α,β∈椚]に対して,γ=J`〈i,α,

β〉となり,よって,T∈Rng(j)となるからである.したがって,Rng(j)=m.また,この

定義域に対しては,Jはノと合致する.よって

ノIsoms,E(9×椚2,椚).

ここで,ノがGによって移された関数をブで表すことにしよう.すなわち,ブは次によって

定義される:α,β∈∽t よ<9に対して

ブFn(9×β2)<ブ`〈i,α′,β′〉=レ`〈よ,α,β〉]'.

これはまた,次のように記してもよい:α,β∈β,よ<9に村して,ブ`〈f,α,β〉=レ臼,α1,

β1〉]'(ただし,α1=d`α).ところで,ノは対応する性質をもつから,Dom(ブ)=9×β2であり,

Rng(ブ)=β.仮定より,GはEについての同型関係であった.よって,3.52により,

α,β,γ,∂∈椚に対して,〈α,β〉⊥β〈γ,∂〉…〈α′,β′〉⊥β〈γ′,∂′〉.同様にして,3.53により,

α,β,γ,∂∈椚に村してl〈α,β〉β〈γ,∂〉…〈α',β′〉斤〈γ′,∂′〉.よって,5.5により,α,β,γ,∂

∈桝,よ,た<9に対して

〈才,α1,β1〉5〈た,γ1,∂1〉…〈f,α,β〉S〈々,γ,∂〉.

さて,α,β,γ,∂∈β,f,々<9かつ〈i,α,β〉5〈ゐ,γ,∂〉と仮定してみよう.すると,〈f,α1,

β1〉5〈々,γ1,∂1〉.これは,ノてi,α1,β1〉旦′`〈た,γ1,∂.〉を含意する.なぜなら,ノkom5,E

(9×椚2,椚)であるから.さらに,GはEについての同型関係であるから,次のようになる.

け勺,α1,β1〉】′E[ノ`〈た,γ1,∂1〉]′.

すなわち,ブ`〈f,α,β〉Eブ`〈々,γ,∂〉.逆の含意関係も容易に示すことができる.ゆえに,

ブIsoms,E(9×β2,の.

ここで,ノβ=J｢(9×β2)と定義せよ.すると,Domりβ)=9×β2.また,9×β2は9×0乃2

の5-セクションである.よって,3.34により,Jの下では,9×β2の像は0乃のE-セクシ

ョン,すなわちオーディナルでなければならない.したがって,Rngりβ)はあるオーディナ

ルγで表してよい.すなわち,ノβIsom5,E(9×β2,γ).よって,3.49を用いると,ブとノβの同

型関係性より,γ=βかつノβ=ブ.ゆえに,α,β∈桝,よ<9に対して

ノβ`〈f,α′,β′〉=プ`〈i,α′,β′〉=け灼,α,β〉]′.

これは,ノβとノの構成の仕方を考えると,次の言明と同値である:α,β∈桝,よ<9に対して,

J`〈i,α',β'〉=[J`〈f,α,β〉]′.これはまた,次と同じである:α,β∈椚,i<9に対して,

J`〈α′,β′〉=[Jf`〈α,β〉]′.そして,これが8.7の(1)にほかならない.βがJ一について閉じ

ているということは,最後の等式から直接に明らかである. (証明終)

8.8 〝‡⊆0乃,椚'⊆0玖 かつ椚,椚′は共に且1,且2および3項関係としてのん…,ムに関

して閉じており,CIsomE.E(椚,椚′),であるとする.このとき,Cは3項関係ん…,J8に対

する同型関係である.
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[証明]条件より,桝⊆0〝かつ椚′⊆0乃.よって,3.31により,椚と椚'は共にEによっ

て整列される･したがって,3.50により,椚と椚'はそれぞれ,Eに関して順序数α,βに

同型である.しかるに,CはEに関する刑から椚′への同型関係であるから,∽と椚'は同

じオーディナルβに写すことができる.よって,Eに関する研からβへの同型関係たるGβ

が存在する.ゆえに,3.49により,Gβ=Gかつ桝′=βとなり,定理は証明された.(証明終)

8.9 定理8.8の仮定は次を含意する:

α∈∽,よ<9に対して,α∈Rng(Jf)→C`α∈Rng(Jf).

[証明]椚は且1,先について閉じているから,α∈Rng(Jf)はα=Jf`〈β,γ〉,β,γ∈椚を

含意する.よって,8.8により,α′=Jf`〈α',β′〉.すなわち,α′∈Rng(Jf). (証明終)

以下,次の定理を示そう.

8.10
椚,椚′,Cは8.8の仮定をみたし,∽と椚′はさらにCについても閉じているとする.

このとき,Gは関係∂β(ダ`α∈ダ`β)と∂βげ`α=ダ`β)に対して同型関係である.すなわち,

G`αをα′で表すと

((J)
α,β∈椚→ダ`α∈ダ`β…ダ`α′∈ダ`β'<

ダ`α=ダ`β…ダ`α'=ダ`β′.

[証明】証明はり=Max(α,β)についての帰納法による.すなわち,α,β∈∽,α,β<り

なるα,βに対して(α)は成立するということを仮定して,α,β∈椚,Max(α,β)=恒こ対

して(α)が成立することを示す.この場合,帰納法によって全ての順序数りに属すること

が示される性質は次の命題関数によって与えられる:

∀α,β【α,β∈椚<り=Max(α,β)→(ダ`α∈ダ`β…ダ`G`α∈ダ`G`β)<

(ダ`α=ダ`β…ダ`C`α=ダ`G`β)].

この表現は正規的である.したがって,3.31により,確かに帰納法を適用することができる.

Max(α,β)=りの場合は,次の3つの可能なケースが考えられる.第一に

1) α=β=り

の場合である.この場合は,(α)の同値関係はいずれも成立する.なぜなら,最初の同値式

では両辺が偽となり,2番目の同値式では両辺が真となるからである.よって,残る2つの

ケースは,α=りかつβ<りの場合と,α<りかつβ=りの場合である.したがって,証明さ

れるべきは次のことである:

り∈椚,かつ

α,β∈椚∩恒こ対して

という帰納法の仮定の下に

α,β∈椚∩恒こ対して

Ⅰ.ダ`α∈ダ`β…ダ`α′∈ダ`β′,

Ⅱ.ダ`α=ダ`β…ダ`α′=ダ`β′,

(i)ダ`α∈ダ`り…ダ`α′∈ダ`り′,

(ii)ダ`り∈ダ`β…ダ`り'∈ダ`β',

(iii)ダ`り=ダ`β…ダ`り′∈ダ`β′,

が成立する.

この後,この定理8.10の証明の終りまでに示されることは全て,この帰納法の仮定と8.10

の仮定に依存している.

最初に,次の省略記法を導入しておく:
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r=ダ"椚,筍=ダ"(椚∩り),γ′=ダ"椚′,rも=ダ"(∽'∩り').したがって,れ⊆r,γ;⊆γ′.さて,

筍のγ完への1対1写像gを,g=ダIclダ~1によって定義することができる.このβについ
ては帰納法の仮定Ⅱより,gは1対1であり,しかも,∬=ダ`α,α∈∽∩りであれば,g`J

=ダ`α'.さらに,帰納法の仮定Ⅰを用いると,gはEについての同型関係であることもわ

カ†る.ところで,定理8.10の仮定と帰納法の仮定において,∽,り,γ,筍,G,βをそれぞ

れ,椚′,り',γ',r∴ G,片でおきかえてえられるものは元の仮定と同じことを意味してい

る.すなわち,それらの元の仮定は,椚と椚′,りとり′,γとγ′,叛と筍',Gとd,〃と斤に

おいて完全に対称的となっている.よって,8.10と帰納法の仮定から証明されるものについ

ては,そこに含まれる∽,り,γ,れ,C,gを,それぞれそれに対応する対称的なものでお

きかえてえられるものもまた成立することになる.

次の段階は,gは3項関係え倉釦z=〈∬,〝〉],4項関係吉成∂亦[z=〈〟,〃,紺〉]および吼に

対して同型関係であるということを証明することである.これを実行するには,まず,次の

補助的な諸結果が示されねばならない.

(1)γは基本演算に関して閉じている.

[証明]∬,〝∈rをとる.すると,∬=ダ`α,〝=ダ`βなるα,β∈椚が存在する.よって,

椚はJfについて閉じているから,5.14-5.17により,乳(∬,〝)∈γ.したがって,J,凱.Z

∈γならば,∬一打,(∬,わ,〈J,財〉,〈∬,弘 Z〉,∬∩吼"釘は全てγの中にある.そして特

にまた,∬,訂∈γならば,Jn吼"(釘)∈γも明らかである.

(2)∬∈γ一→Od`∬∈椚.

[証明]∬∈γとする.すると(1)より,(∬)∈γ.よって,(∬)=ダ`αなるα∈∽が存在する.

β=C`αとおく.mはCについて閉じているから,C`α∈m.他方,Cの定義より,C`α=Od`.r.

(3)(∬∈わ<(∬キ0)→∬∩γキ0.

[証明]∬=ダ`αなるα∈椚が存在する.定義8.2により,ダ`C`α∈J.だが,桝はCにつ

いて閉じているから,ダ`C`α∈r.ゆえに,∬∩γキ0.

(3.1)(∬,〝)∈γ→∬,釘∈γ,〈∬,〃〉∈γ→∬,〝∈γ,〈∬,〝,Z〉∈r→∬,〝,Z∈γ.

[証明]∬は(J)の唯一の元であるから,(3)より,(∬)∈γ→∬∈γ.ここで,(∬,〝)∈rと

仮定すると,(3)より,J∈rか邸∈γのどちらかである.∬∈rとしてみると,(1)より,(∬)∈γ.

よって再び(1)より,(∬,〝)-(J)∈γ.したがって,∬≒釘ならば,(〝)∈γ.ゆえに,〝∈γ.

同様にして,〈∬,〝〉∈γ→∬,訂∈γ,〈J,邸,Z〉∈γ→J,訂,Z∈γ.

(4)〝∈γ<〈〃,∬〉∈吼→J∈γ.(fキ5)

[証明]06の場合を考えてみる.釘∈γ<〈〃,∬〉∈06と仮定する.すると,ある〟,〃に

対して,〝=〈〟,〃〉,∬=〈〃,〟〉である.仮定より,〈〟,〃〉∈γ.よって,(3.1)より,〟,〃

∈γ.ゆえに,(1)より,〈〃,〟〉∈γ.すなわち,∬∈γ.他の¢7,08の場合も同様にして示さ

れる.次に,04=♪2を考えてみる.〝∈r<〈〝,∬〉∈♪2と仮定する.すると,〈∬,財〉∈P2.

よって,財は順序対であり,それの2番目のメンバーは∬である.ゆえに,(3.1)より,∬∈

(5)∬∈γり<〝∈J→(〃∈γ→釘∈れ).

[証明]α=Od`〝とする.すると,(2)より,α∈∽.5.26により,Od`〝<Od`ェ<り.よって,

α∈桝∩り.すなわち,釘∈r叩.

(6)#∈ダ`り<〃∈γ→#∈γ叩.

-
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[証明]5.26により,Od`釘<り.(2)より,Od`〃∈椚.よって,Od`訂∈椚∩り.すなわち,〝

∈筍.

(7)(J,〝)∈r乃→∬,釘∈γ叩,〈∬,〝〉∈筍→∬,〝∈筍,〈∬,釘,Z〉∈れ→∬,〝,Z∈筍.

[証明](∬,〝)∈γ.よって,(3.1)より,∬,〝∈γ.ゆえに,(5)により,求める最初の結

果がえられる.それを利用して2番目の結果が,さらにそれを利用して3番目の結果がえら

れる.

なお,以後,g`∬は∬′で表すことにする.すなわち,ダッシュは,ギリシャ字つきで現

われるときはGに対する省略記法であり,ローマ字つきで現われるときはgに対する省略

記法である.

(8)gは,倉よ彦[z=(∬,わ],含ま彦[z=〈∬,釘〉],乏烹彦i[z=〈J,払 わ]および吼(よ=4,

…,8)についての同型関係である.

【証明]まず,(∬,〃)の場合を考えてみる.

∬,凱.Z∈れ→[z=(∬,〝)…Z'=(∬',〝′)]

を示せばよい.仮定の対称性,ならびに,∬,釘,Z∈γ乃とJ′,〝′,Z'∈れ'とは同値であること

を念頭に入れると,上の同値関係を確立するには,一方向での含意関係を示せば十分である.

そこで,←方向の含意関係を証明することにする.z′=(∬′,訂′)であるから,J′∈z′かつ〝′

∈z′.馴まEに関する同型関係であるから,∬∈zかつ〝∈z.すなわち,(J,〝)⊆z.ゆえに,

z一(∬,〝)=0を示せばよい.そこで,Z-(∬,〝)≒0としてみる.∬,邸,Z∈γであるから,

(1)より,Z-(∬,釘)∈r.したがって,(3)により,(z-(∬,〝))nr≒0.すなわち,〟∈z-(∬,

釘)なる〟∈γが存在する.よって,〟∈zかつZ∈筍.ゆえに,(5)により,〟∈れ.よって,〟′

∈γ∴他方,〟∈z,〟キJかつ〟キ〝.したがって,〟'∈z′,〟'≒∬′かつ〟′キ〝'.なぜなら,

馴ま1対1で,しかも引こ対して同型的であるから.しかし,これはz'≒(∬′,〝′)を意味し,

仮定に反する.

〈∬,〝〉の場合は,次が示されればよい.

∬,臥.Z∈γ乃→[z=〈∬,〃〉…Z′=〈∬',〝′〉].

ここでもまた,一方向の含意関係の成立することを示せばよい.z=〈∬,〝〉とする.〟=(∬,

∬)かつ〃=(∬,〝)とおくと,Z=(〟,〃).(7)により,〟,〃∈れ.よって,Z′,〟′,〃′,J',釘′を

作ると,〃'=(∬',〝′),〟′=(∬′,∬')およびz′=(〟′,〃′).すなわち,Z′=〈J′,〝′〉.

順序3一組の場合は,Z=〈∬,臥 f〉と仮定する.ざ=〈〝,f〉とすれば,Z=〈∬,S〉.z∈筍

より,(7)を用いると,f,5∈筍.よって,Z′=〈∬',5'〉,∫'=〈釘′,J′〉.したがって,Z'=〈∬',

邸',f′〉.

今度は,05=P2の場合を考えてみよう.示すべきは次である.

∬,釘∈rり→[〈∬,Z〉∈ア2…〈J′,Z′〉∈ア2].

例によって,一方向の含意関係だけでよい.∬,Z∈γりかつ〈∬,Z〉∈P2と仮定する.2.44より,

Z=〈〝,∬〉なる釘が存在する.(7川こより,〝∈r｡.ゆえに,(8)により,Z′=〈〝',∬′〉,すなわ

ち,〈J′,Z′〉∈P2.なお,gはP2について同型関係であるから,仇=♪2についてもまた同

型関係でなければならない.

そこで,¢6,07,¢8の場合が残されるが,¢6の場合を考えてみよう.〈J,訂〉∈¢6と仮

定する･すると,∬=〈〟,〃〉かつ釘=〈〃,〟〉なる〝と〃が存在する.∬,〝∈γ乃であるから,

(7)により,〟,〃∈γ｡.よって,(8)により,∬'=〈〟',〃'〉かつ〝′=〈〃′,〟'〉.すなわち,〈∬′,

ー
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〝'〉∈¢6.07とQ8の場合も同様にして証明することができる.

さて,帰納法を完成させるために証明しなければならない3つの同値式を考察してみよう.

それは次であった.

(9) α,β∈椚∩小こ村して

(i)ダ`α∈ダ`り…ダ`α′∈ダ`り′,

(ii)ダ`り∈ダ`β…ダ`り'∈ダ`β′,

(iii)ダ`り=ダ`β…ダ`り′=ダ`β'.

まず,この3つの同値式のうち,(i)を証明すれば十分であることを示す.最初に,(i)は

真であると仮定して(iii)を証明する.ダ`り≒ダ`βとする.すると,ダ`り-ダ`βキ0かダ`β-

ダ`りキ0のどちらか一方のみが成立する.よって,(1)より,げ`り-ダ`β]∈γ,[ダ`β-ダ`り]∈

γ･したがって,(3)により,〟∈げ`り-ダ`β]あるいは〟∈げ`β-ダ`り]のどちらかであるよう

な〟∈γが存在する.ゆえに,〟∈ダ`りあるいは〝∈ダ`β.また,ダ`β∈筍であるから,(5)と

(6)により,そのどちらの場合も,〟∈rりである.ここで,〟∈[ダ`り-ダ`β]とする.すると,〟

∈ダ`りかつ～(〟∈ダ`β)･よって,帰納法の仮定Ⅰにより,～(〟′∈ダ`β′).だが,(9)の(i

)は真であると仮定しているから,〟'∈ダ`り′,ゆえに,ダ`り′-ダ`β′キ0.他方,〟∈げ`β-

ダ`り]としてみる･すると,〟∈ダ`βかつ～(〟∈ダ`り).上と同様にして,〟'∈ダ`β′かつ～

(〟'∈ダ`り').すなわち,ダ`り′≒ダ`β′.よって,いずれにせよ,ダ`り′≒ダ`β′.かくして

ダ`りキダ`β→ダ`り'≒ダ`β′.

逆の含意関係は対称性により導出される.

これで,(iii)は(i)から導出されることがわかったが,今度は,(i)と(iii)から(ii)を導

出する■ダ`り∈ダ`βと仮定し,α=Od`げ`り)とする.5.26により,α<β<り.また,(2)より,

α∈∽∩り･したがって,ダ`α=ダ`りであり,ゆえに,ダ`α∈ダ`β.よって,帰納法の仮定Ⅰ

より,ダ`α′∈ダ`β'.また,ダ`り=ダ`αより,(9)の(iii)を用いると,ダ`り'=ダ`α'.ゆえに,

ダ`り'∈ダ`β′.以上より,ダ`り∈ダ`β→ダ`り'∈ダ`β′.逆方向の含意関係は対称性による.上

の議論によって,(9)の(i)を示せばよいのであり,それはまた,対称性により,次を証明

すれば十分であることがわかる:

α∈∽∩恒こ対して,ダ`α∈ダ`り→ダ`α'∈ダ`り′.

ダ`α∈ダ`りと仮定し,り∈Rng(Jf)なる才に応じて個々の場合を検討する.

1･り∈Rng(ふ)とする.8.9により,り′∈Rng(ム).よって,5.18により,ダ`り=ダ"りか

つダ`り'=ダ"り'.したがって,同値関係(9)の(i)の両辺は真であり,よって,明らかに同

値である.

2.り∈Rng(Jl)とする.すると,り=Jl`〈β,γ〉なるβ,γが存在する.∽の閉包性より,

β,γ∈桝であり,5.10より,β,γ<り.また,8.8により,り′=Jl`〈β',γ′〉.よって,5.14

により,ダ`り=(ダ`β,ダ`γ)かつダ`り′=(ダ`β',ダ`γ′).ダ`α∈ダ`りと仮定すると,ダ`α=ダ`βあ

るいはダ`α=ダ`γ.ゆえに,帰納法の仮定Ⅲにより,ダ`α′=ダ`β′あるいはダ`α'=ダ`γ′.よ

って

ダ`α'∈げ`β′,ダ`γ');

すなわち,ダ`α′∈ダ`り′.

3･り∈Rng(J2)とする.上と同様にして,り=ム`〈β,γ〉かつり′=ム`〈β',γ'〉,β,γ∈椚

∩り.5.15より,ダ`り=Enダ`βかつダ`り′=Enダ`β′.ダ`α∈ダ`りと仮定すると,ダ`α∈ダ`β

-
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かつダ`α∈且 帰納法の仮定Ⅰにより,ダ`α′∈ダ`β'.他方,ダ`α∈Eより,ダ`α=〈∬,〝〉か

つ∬∈#となるような∬,〃が存在する.ダ`α∈筍.よって､(7)より,∬,〝∈筍.ゆえに,(8)

より,ダ`α'=〈J',〝′〉かつ∬′∈〝'.すなわち,ダ`α'∈且 以上より

ダ`α′∈Enダ`β′;

すなわち, ダ`α'∈ダ`り'.

4.ワ∈Rng(ム)とする.上と同様にして,り=ム`〈β,γ〉なるβ,γが存在し,かつ,り′

=J3`〈β′,γ′〉.よって,5.16より,ダ`り=ダ`β-ダ`γ,ダ`り′=ダ`β'-ダ`γ',β,γ∈椚∩り.

ダ`α∈ダ`りと仮定すると,ダ`α∈ダ`β-ダ`γ.よって,ダ`α∈ダ`βかつ～げ`α∈ダ`γ).したが

って,帰納法の仮定Ⅰより,ダ`α′∈ダ`β′かつ～(ダ`α′∈ダ`γ').ゆえに,ダ`α'∈ダ`β′一ダ`γ'.

すなわち,ダ`α'∈ダ`り'.

5.り∈Rng(Jf)(f=4,6,7,8)とする.上と同様にして,り=Jf`〈β,γ〉,り′=Jf`〈β′,γ′〉,

β,γ∈椚∩り.よって,5.17より,ダ`り=ダ`β∩吼"(ダ`γ)かつダ`り′=ダ`β′∩吼"(ダ`γ').ここ

で,ダ`α∈ダ`りと仮定する.よって,ダ`α∈ダ`βかつダ`α∈吼"(ダ`γ).帰納法の仮定Ⅰより,

ダ`α′∈ダ`β′.また,定義2.36より,〈ダ`α,∬〉∈Ofなる∬∈ダ`γが存在する.さて,(4)より,

∬∈r.また,∬∈ダ`γ∈γり.したがって,(5)より,∬∈筍.よって,(8)より,〈ダ`α',∬′〉∈吼.

さらに,∬′∈ダ`γ'.ゆえに

ダ`α'∈吼"(ダ`γ′);

したがって, ダ`α′∈ダ`り′.

6.最後に,り∈Rng(ム)の場合だけが残される.前と同様にして,り=ム`〈β,γ〉かつり′

=ム`〈β',γ′〉.よって,5.17より,ダ`り=ダ`βnP2"(ダ`γ)かつダ`り′=ダ`β′nf)2"(ダ`γ').こ

こで注意すべきは,∬∈ア2"〝は〃∩♪2"(∬)キ0と同値であるということである.さて,ダ`α

∈ダ`りと仮定すると,ダ`α∈ダ`βかつダ`α∈P2"(ダ`γ).すなわち,ダ`γ∩♪2"(ダ`α)キ0.また,

ダ`α∈γかつダ`γ∈r.したがって,(1)より,げ`γ∩♪2"(ダ`α)]∈r.ゆえに,(3)より,〟∈

ダ`γかつ〟∈♪2"げ`α)なる〟∈γが存在する.よって,(5)より,〟∈γり.また,〟∈ダ`γかつ〈〟,

ダ`α〉∈♪2であるから,(8)より,〃'∈ダ`γ'かつ〈〟′,ダ`α′〉∈♪2.すなわち

ダ`α'∈P2"(ダ`γ′);

よって,ダ`α′∈ダ`β′であるから,ダ`α'∈ダ`り′が導かれる.以上で,8.10の証明は完了した.

8.5は8.10から直接に導かれる.なぜなら,∽,βが8.5の仮定をみたすとすると,8.7によ

り,βはJfに関して閉じているのみならず,また,5.10により,gl`α≦α,脆`α≦α,8.2に

より,C`α≦αであるから,斤1,g2,Cに関しても閉じておらねばならず,したがって,椚,

βは8.10の仮定をみたすことになるからである.しかるに,定理8.6において,8.4は8.5か

ら導出されることが証明されている.よって,一般連続体仮説は∑と付加的公理Ⅴ=⊥の

帰結であることが示され,かくてまた,`∑の諸公理が無矛盾であれば,選択公理とCantor

の一般連続体仮説はそれらの公理と無矛盾である'ということが証明された.
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注

(1)ここでの無矛盾性証明とZF集合論での無矛盾性証明(とりわけ,定義可能性概念を用い

ての構成可能集合の定義)との関係については,Jech[4]を参照.

(2)G6del[3]においては･ZF集合論を基にして,構成可能集合は,αについての超限帰納法で,

次のように定義されている:

〟0=d

〟侶1=〟α'

〟β=∑α<β〟｡ぴが極限数の場合)

J∈〟αなる順序数αが存在するとき,集合∬を･構成可能,とよぶ.

[ただし,Aは空集合であり,〟′は,〟上の命題関数¢k)によって定義される〟の全て

の部分集合の集合である.]

(3)cohen[1],p.95.

(4)8･3･8･4および4･17から一般連続体仮説が導出されることについては,G6delは証明を

与えていない･これは次のようにして証明することができる:

2米α タ(8α)=タ(ダ"六｡) ≦ダ"(8αil)=8αil.

Cantorの定理より,8a<函て紆=22<α.よって

28α=8αil.
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