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ゲーデルの不完全性定理

山 岡 悦 郎

要旨 20世紀前半最大の数学者ヒルベルトが､そのメタ数学的研究において､形式主義の立

場から､数学理論の無矛盾性の有限の立場からの証明に躍起になっていた時に､大きく立ち

ふさがったのが当時25オのゲーデルであった｡ゲーデルは､極めて斬新な方法を用いて､

(第一)不完全性定矧こおいて､自然数論を含む仙二無矛盾な公理体系では肯定も否定も共

に証明できないところの決定不能命題Pが存在することを証明し､さらにその系として､無

矛盾な公理体系(自然数論を含む)の無矛盾性の証明はその体系内では不可能であることを

示したのである｡

これらのゲーデルの結果は､数学界に対してショックを与えたのみならず､理論物理学者

オッペンハイマーをして｢人間の理性一般における限界の役割を明らかにした｣と言わしめ､

また､ある哲学者をして｢深い実存的な衝撃をうけた｣と言わしめたのである｡

ゲーテルの晩年はむしろ哲学者と言った方がよいかもしれないし､彼自身､実在論者であ

ることを口にしたこともあるが､第一及び第二不完全性定理そのものが彼自身の最も深遠な

哲学的主張の一つであることは明らかであると思われる｡認識論的視点から一言しておくな

らば､例えば､決定不能命題Pは真偽に関するパラドックスを生じさせる命題P※と密接な

関係があるということを指摘することができる｡すなわち､P※は自己の偽を主張する自己

言及的命題であるが､決定不能命題Pは､ゲーデルの対角化定理によってその存在が証明さ

れるところの､自己の証明不可能性を意味する命題(自己言及的命題)であると解釈できる

のである｡

1931年に発表されたゲーデルのいわゆる不完全性定理は"自然数の理論を含む公理体系が無

矛盾であれば､その理論に属し､肯定も否定も共に証明できないような決定不能命題(un-

entscheidbarer Satz)が存在する"という内答をもち､またこの定理はその系として``自然数

の理論を含む公理体系が無矛盾ならば､その体系の無矛盾性の証明はその体系の中では不可

能である''という第二不完全性定理を導出した｡これらの両定理､及びそれを導出するゲー

デルの手法は今日の論理学及び数学基礎論研究の出発点をなすものであると考えられている｡

また､両定理のもつ哲学的重要性は､その内容を一読するだけで明らかであるのみならず､

とりわけ不完全性定理は真理についての問題とも親近性をもっているということからもうか

がい知ることができる｡すなわち､上述の決定不能命題は"証明不可能"に関して自己に言

及する命題であるが､真偽に関するパラドックスは`＼真偽''に関して自己に言及する命題か

ら生ずるのである｡

このゲーデルの論文は､論理学及び数学の歴史において､明らかに不滅の金字塔をなすも

のではあるが､しかし､その先を急ぐあまり､その証明の概略を解説したものは数多くあっ

ても､証明自体をゲーテルの線に添って解明するということにはあまり関心が払われていな

いように思われる｡

ー1-



人文論叢(三重大学)第3号1986

本′ト論は論理学史研究の一環としてゲーデルの不完全性定理を取り上げたものであって､

実質的に新しい結果は付け加わってはいない｡その日自勺とするところは､なるべくゲーデル

自身の証明の筋道に則しながら､省略された部分を補いつつ､不完全性定理の証明を明確な

ものとすることである｡

1.形式的体系P

ト1不完全性定理は､我々にとって直観的に理解できる､内容をもった自然数の理論と､

それを形式化した形式的自然数論の間の対応関係に注目することによって証明される｡その

際､ゲーテルの取り上げる形式的体系Pは､ラッセルとホワイトヘッドの『数学原理』の体

系を一部修正したものにペアノの自然数の公理体系を付加してえられる｡そして､それは次

の1.2～1.5によって定義される｡

1.2 基本記号

(1)対象記号:自

これは自然数0を表わす体系Pにおける記号である｡一般に､自然数乃を表わす体系Pに

おける数記号を完で記す｡

(2)変数記号:

1階の変数記号:Ⅹ1,yl,Zl,

2階の変数記号:Ⅹ2,y2,Z2,‥･

花階の変数記号:ち,y乃,Zn,

(変数の数は可算個)

(3)関数記号:/.

数記号元に対して､J元は元の後者を表わす｡したがってJ元=J…J∂ である｡(ただし､

/の個数は乃)

(4)関係記号:∈.

｡∈占は､抑階の対象αが乃+1階の対象占の元であることを表わす｡

(5)論理記号:～,>,Ⅴ.

命題51,S2に対して､～51,Sl>S2,Ⅴェ51はそれぞれ､"Slでない''､-`51かまたは

52である''､"全ての∬について51である''という命題を表わす｡

(6)カツコ:(,),1,‡,[,].

l.3 項と論理式

(定義1)

1)対象6は1階の項である｡

2)1階の変数は1階の項である｡

3)Jが1階の項ならば､J才も1階の項である｡

4)以上の1)～3)で1階の項であることがわかるものだけが1階の項(term)である｡

5)瑠>1の時､抑階の項とはク耶皆の変数のことである｡

(定義2)

1)αが材階の項で占が乃+1階の項である暗､
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α ∈ 占

という表現は論理式である｡

2)A,βが共に論理式ならば､～A,月>月は共に論理式である｡

3)Aが論理式で∬が変数の時､Ⅴ∬月は論理式である｡

4)以上の1)～3)で論理式とわかるものだけが論理式(formula)である｡

1.4 体系Pの公理

A.ペアノ(自然数)の公理

1.～(.在1=6)

2.Jxl=Jyl→Ⅹ1=y1

3.[∂∈鞄<ⅤⅩ1(Ⅹi∈Ⅹ2→方1∈Ⅹ2)]→ⅤⅩ1(Ⅹ1∈鞄)

B.命題論理の公理図式

1.♪>♪→♪

2.♪→♪>ヴ

3.♪>q→q､>♪

4.(♪→ヴ)→(γ>♪→γ>ヴ)

C.述語論理の公理図式

1.Ⅴ£F(ズ)→F(り

2.Ⅴェ[∂>ダ(∬)]→∂>Ⅴ∬F(ズ)

ただし､ダ(∫)は任意の論理式､∬は任意の変数であり､∂には∬は自由変数として含ま

れていない｡また､′は∬と同じ階数の対象であって､F(∬)の自由変数∬に代入されるこ

とによって束縛変数となるような変数を含んでいないとする｡

D.還元性の公理図式

ヨyVズ[∬∈炉2F(∬)]

ただし､∫が乃階の変数の時は､〟は〃+1階の変数であl)､〟はF(∫)の中に自由変数と

して含まれていないとする｡

E.外延性の公理

ⅤⅩ"(Ⅹ花∈Ⅹ侶1ごⅩ乃∈y侶1)→Ⅹ侶1=y侶1

l.5 体系Pの推論規則

1.論理式Aと論理式A→βから論理式βを推論することができる｡

2.論理式F(∬)から論理式Ⅴ£F(∬)を推論することができる｡

論理式Cは､Aが論理式B→Cであれば､AとBの直接の結論(unmittelbare Folge)と呼

ばれる｡また､CがVJF(∬)(∬は任意の変数)であれば､CはF(∬)の直接の結論と呼ば

れる｡

2.ゲー テル数

2.1 ゲーテルは体系Pの基本記号､及びそれから構成される諸表現(基本記号の有限列､

及び､有限列の有限列)に､下記の規則 2.2～2.4 に基づいて､一つの自然数を対応させる｡

そのようにして定まる数のことをゲーテル数(Gtklelnumber)という｡

2.2 基本記号には下段の奇数を対応させる｡

6 /
～

> Ⅴ ()
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1 3 5 7 9 1113

また､乃階の変数にはPれ(Pは15以上の素数)を対応させる｡

2.3 記号の有限列には､その記号のゲーデル数をれ,…,∬nとした時､

2ズl･3ズ2
…P芸れ

を対応させる｡(Pれは〃番目の素数)

2.4記号の有限列の有限列に対しては､その記号の有限列のゲーテル数を∬1,･‥,エnと

した時､

2ズl･3一て2
…P霊ノ

を対応させる｡(Pnは乃番目の素数)

2.5 ところで､証明は論理式の有限列と解することができるので､数記号､変数､項､論

理式､証明などの表現は全てゲーデル数で表わすことができる｡また逆に､ある自然数に対

して､それがゲーデル数であるか否か､ゲーデル数であるとするとどのような表現のゲーデ

ル数であるかを､上述の対応規則及び素因数分解の一意性により､一意的に確定することが

できる｡従ってまた､体系Pの諸表現は自然数の上に定義される関数として､体系Pについ

ての諸表現(たとえば､``論理式ズは証明可能な論理式である''など)は関数と関数の間に

成立する関係として表わすことができる｡

2.6 以下においては､任意の表現Aに対して､Aのゲーデル数を｢A｢で表わす｡

3.帰納的関数(関係)

3.1 帰納的関数(rekursive Funktion)とは､ゲーデルによれば､次の1)～4)によって定

表される数論的関数のことである｡

1)定数値関数/(∬1,･‥,∬乃)=Cは帰納的である｡

2)後者関数′(∬)=∬+1は帰納的である｡

3)椚変数関数′(∬1,…,∬m)と椚個の乃変数関数gl,‥･,タmが共に帰納的であれば､次の

代入によってえられる乃変数関数力(∬1,‥･,ズ几)も帰納的である｡

ん(ズ1,…,∬れ)=J(91(∬1,･‥,ズれ),‥･,gm(ズ1,‥･,∬乃))

4)乃-1変数関数′と乃+1変数関数gが共に帰納的であれば､次の帰納的定義によっ

てえられる乃変数関数ゐもまた帰納的である｡

〈ん(0,∬2,･‥,∬乃)=./(∬2,…,∬n)ん(ん+1,∬2,･‥,∬乃)=g(ん,ん(ん,∬2,‥･,ズ乃),∬2,‥･,∬乃ノ

3.2 上述の1)､2)の基本的関数からはじめて帰納的関数ゐをうるのに加えられた3)､4)

の操作の回数がnである時､n+1をhの次数(Stufe)という｡従って､定数値関数と後者関

数の次数は1である｡また､恒等関数ゐ(ズ)=∬は次のように帰納的に定義されるので帰納

的であり､それの次数は2である｡

〈ん(0)=0ん(ェ+1)=g(∬,ん(∬))=ん(∬)+1

3.3 加法∬+〟,乗法ズ･〟,〟エ,∫./などの関数は全て､適当な刷内的関数を用いて

帰納的に定義されるので帰納的である｡

3.4 自然数の間に成立する関係斤(∬1,…,∬几)は,もし､任意の自然数∬1,…,エnに対

して､
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β(∬1,‥･,∬乃)¢⇒[/(∬1,…,∬n)=0]

が成立するような帰納的関数′(∬1,…,∬乃)が存在するならば､帰納的であると呼ばれる｡

3.5 以下の諸定理が成り立つ｡

定理1変数に帰納的関数を代入することによって帰納的関数(関係)からえられるところ

のあらゆる関数(関係)は帰納的である｡

証明 帰納的関数の変数に帰納的関数を代入してえられるものも帰納的である､というこ

とを示せば十分である｡帰納的関係の場合はその結果から容易に示すことができる｡また代

人は一箇所の場合だけを示せば十分である｡次にそれを示す｡

(
ん(∬1,…,∬れ,〟2,…,〟m)=g(∬1,…,∬れ)

んi(∬‥‥･,∬n,コ的,…,訂m)=肪(よ=2,

と定義できるから､関数タ(∬1,‥･,∬乃),y2,,

ができる｡したがって､関数′(机ダ2,…,ダm),

等関数は全て帰納的である(3.2)から､的,,

ん(ズ1,…,∬れ,y2,…,〟m)=′(g(∬1,…

…,椚)

〝mは全て椚+〝-1変数関数と考えること

g(∬1,…,∬れ)が共に帰納的であれば､恒

〟刑も全て帰納的となl)､3.1の3)より､

.∬n),y2,･‥,〝m)もまた帰納的となる｡
(証明終わり)

定理ⅠⅠ斤と5が共に帰納的関係であれば､(i)｢孔(ii)斤orSもまた帰納的関係である｡

(i)の証明 次のように定義される関数g(∬)は3,1の4)により帰納的である:

(g(0)=1g(ズ+1)=0

また､条件より､β(ズ1,…,ズ乃)は帰納的であるから､ガ(∬1,･‥,∬乃)¢⇒[′(∬1,…

∬n)=0]を満足する帰納的関数′(∬1,‥･,∬¶)が存在する｡したがって､関数g(′
(∬1,…,∬n))も定理Ⅰより帰納的である｡また明らかに次が成立する:

･i
g(J(∬1,･‥,∬乃))=1 (J(萌,…,∬乃)=0の時)

g(J(∬1,…,ズn))=0
(J(屯,…,∬れ)≧1の時)

したがって､J(ズ1,…,∬れ)幸0､つまり､｢R(∬1,…,ズれ)の時は､g(J(∬1,‥･,

ズn))=g(ズ1,･･･,ズ乃)=0となる帰納的関数g(∬1,…,∬n)が存在する｡また逆に､g(∬1,

…,∬n)=0の時は､ダ(/(∬1,…,エれ))>0､つまり､′(∬1,…,∬れ)幸0で｢R(∬1,…,

∬れ)となる｡したがって､｢月(∬1,…,∬n)囲[g(ズ1,･‥,∬乃)=0]となる帰納的関数g(

ェ1,…,∬れ)が存在するから､｢R(∬1,…,∬¶)は帰納的である｡ (証明終わり)

(ii)の証明 次のように定義される関数ん(∬,y)は帰納的である(g(∬)は(i)で定義された

もの)

■i
ん(0,y)=0

ん(∬+1,〟)=g(g(y))

そして､次が成立するのも明らかである

ん(0,

ん(∬,

ん(∬,

すなわち､

)

)

)

〃〕

0

〃u

=0 (ェ=0の時)

=タ(タ(0))=g(1)=0 (y=0の時)

=タ(タ(〝))=g(0)=1(r≠0,y幸0の時)

ん(ズ,y)=0 (ェ=0､あるいは､y=0)

ん(∬,〝)=1 (∬≠0､かつ､甘辛0)
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他方において､R(∬l,…,∬れ),5(yl,‥･,‰)は共に帰納的関係であるから次を満足する

帰納的関数J､dが存在する:

(月(∬1,…,∬れ)伺[J(∬1,…,∬乃)=0]S(yl,…,ym)¢⇒[d(肌,…,〟m)=0]

したがって､乃+m変数関数ん(J(∬1,…,∬れ),d(yl,…,ym))=0の時は､J(れ,…,∬¶

)=0あるいは､d(yl,…,〟爪)=0､つまり､乃+m項関係R(恥‥･,∬n)ors(yl,,

ym)が成立し､逆に､β(礼…,ズ乃)or5-(〟1,…,〝椚)が成立する時は､/(∬1,‥･,∬n)=0､

あるいは､d(yl,…,ym)=0が成立して､その時は､ん(/(∬1,…,∬n),d(yl,…,y爪))=0

となる｡すなわち､次が成立する:

R(ズ1,…,∬れ)orS(yl,…,γm)回[ん(∬1,…,∬n,yl,…,〟m)=0]

また､ん(ズ1,…,∬乃,yl,…,y爪)が帰納的であるのは明らか｡したがって､斤とSが帰

納的であれば､斤orSも帰納的である｡ (証明終わり)

なお､関係斤と5が共に帰納的であれば､斤&S､斤⇒5､月田Sもまた帰納的関係とな

ることは､定理ⅠⅠより明らかである｡
(ll)

定理ⅠⅠⅠ関数α(Ⅹ),β(y)が帰納的であれば､関係α(Ⅹ)=β(y)もまた帰納的である｡

証明/(0)=0,/(∬+1)=ズとして定義される関数J(ズ)は帰納的である｡また､

(ズニ〟=∬一y
(∬≧〟)

∬ユダ=0 (∬<〝)

として定義される滅法関数∬ニ〟は′(∫)を剛-て次のように定義されるから帰納的である:

(J⊥0=∫∬エ(〟+1)=′(∫ニ〟)

ここで､ゐ(∫,〟)=Jエ〟とすると､ゐ(〟,∫)=〟ユ･∬も明らかに帰納的である｡さ

らに､次のように定義される関数l∬一〝lも帰納的である:

l∬一山=(∬⊥〟)+(〟ニ∬)

ところで､g(g(l∫一〟l))については次が成り立つ(g(∬)は前述の関数):

:g(g(l∬-〟l))=g(g(0))=g(1)=0 (∬=〟の時)

くg(g(l∬-〝=)=g(g(∫一〟))=タ(0)=1 (J>〟の時)

しg(g(l∫一〟l))=g(g(〟一J))=g(0)=1 (∫<〟の時)

また､9(g(l∬-〟t))は帰納的関数であるから､々(∫,〟)=g(tg(け一〟l))とおくと､

∬,〟)=0
(∫=〟の時)

し々(∬,〟)=1 (∫幸〟の時)

が成立する｡ここで､∫=α(x)､〟=β(y)とおけば､次が成立するような帰納的関数々

(x,y)が存在する:

α(Ⅹ)=β(y)囲[々(Ⅹ,y)=0]
(証明終わり)

定理ⅠⅠⅠ′関数｡(x),β(y)が共に帰納的であれば､関係α(Ⅹ)<β(y),α(x)≦β(y)

もまた帰納的である｡

証明 α(Ⅹ)<β(y)の場合だけを示せば十分である｡減法J二〟を用いる｡つまり､

α(Ⅹ)<β(y)伺[g(β(y)⊥α(Ⅹ))=0]
となる帰納的関数gが存在するから､関係α(Ⅹ)<β(y)は帰納的である｡ (証明終わI))

定理Ⅳ 関数α(Ⅹ)と関係β(J,y)が共に帰納的であれば､
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(i)S(Ⅹ,y)く衿(Ex)[x≦a(Ⅹ)&R(x,y)]として定義される関係Sもまた帰納的である｡

(ii)r(Ⅹ,y)¢⇒(∬)[∬≦α(Ⅹ)⇒R(ちy)]として定義される関係rもまた帰納的である｡

(iiカβ(Ⅹ,y)=亡∬[∬≦α(Ⅹ)&斤(∬,y)]として定義される関数βもまた帰納的である｡

ここで､亡∬F(∬)は､F(∬)が成立する時はその∫のうち最小の数､F(∬)が成立しか一時は

0を表わす｡

(i)の証明 関係斤は帰納的であるから､月(∬,y)く肖[/(∬,y)=0]となるような帰納的関数

/が存在する｡ここで､m(∬,y)=g(g(/(ちy)))･とおくと(gは定理ⅠⅠの(i)で定義したも

の)､

m(∬,y)=

(J(∬,y)=0の時)

(J(∬,y)>0の時)

また､g｢g(/(ズ,y)))は帰納的である｡つまり､m(ェ,y)は帰納的であり､R(∬,y)¢⇒[m(ち

y)=0]が成立する｡ここで､ふたたび､

〈方(0,y)=m(0,y)方(ん+1,y)=方(ん,y)･m(た+1,y)

とすると､(数学的帰納法によって示されるように)､

7T(x,y)=m(0,y)･m(1,y)･m(2,y)･･･m(x,y)

となる｡したがって､

一i
方(ちy)=0 (m(0,y),…,m(∬,y)のうちのいくつかが0の時)

方(∬,y)=1 (m(0,y),…,仇(∬,y)の全てが0でない時)

となる｡言いかえると次のようになる

･i､
方(∬,y)=0

(月(乃,y)が成立する自然数几≦Jが存在する時)

方(∬,y)=1 (月(乃,y)が成立する自然数几≦∫が存在しない時)

また､条件より､α(Ⅹ)は帰納的であり､∫･〟も帰納的であるから､方(∬,y)も帰納的

である｡したがって､方(α(Ⅹ),y)は帰納的である｡したがってまた､

(E∬)[ズ≦α(Ⅹ)&R(∬,y)]¢⇒[方(α(Ⅹ),y)=0]

となるような帰納的関数汀(α(Ⅹ),y)が存在し､

5(Ⅹ,y)¢⇒(E∬)[∬≦α(Ⅹ)&月(∬,y)]

は帰納的となる｡ (証明終わり)

(ii)の証明(i)で証明された結果を用いると､関数α(Ⅹ)と関係R(x,y)が共に帰納的であ

れば､

｢(E∬)[∬≦α(Ⅹ)&rR(∬,y)]

もまた帰納的である｡ところが､これは､

(∬)[∬≦α(Ⅹ)⇒月(ちy)]

にほかならない｡

(iii)の証明 関数h(x,y)を次のように定義する

(

(証明終わl))

ん(0,y)=O

h(k+1,y)=(k+1)[7r(k,y)ニー7T(k+1,y)]+h(k,y)[g(7T(k,y)⊥7r(k+1,y))]

関数机,y)は明らかに帰納的である｡また､0≦方(ん+1,y)≦方(もy)≦1であるから次

が成立する:

一
7
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(ん(ん+1,y)=烏+1
(方(もy)=1､かつ､方(ん+1,y)=0の時)

ん(烏+1,y)=ん(烏,y) (そうでない時)

そして､汀(んけ)=1と方(鬼+1,y)=0が共に成立するのは､rR(1,y),…,rR(もy)で､

かつ､R(た+1,y)の暗かつこの時に限る｡すなわち､打1が月(∬,y)なる∬の最小値∬′である

暗かつその時に限るのである｡したがって､そのような∬′が存在して∬′>1であれば､ん(0,

y)=…･=ん(∬′-1,y)=0であり､また､全てのェ≧∬′に対して､明らかに､ん(∬,y)=∬′で

ある｡他方､∬′=0､すなわち､∬′が存在しない時は､全てのん(∬,y)は0である｡したがっ

て､ん(α(Ⅹ),y)は､もしそれが存在するとすればR(∬,y)であるような最小の∬≦α(Ⅹ)であり､

存在しなければ0である｡すなわち､

ん(α(Ⅹ),y)=㍑h≦α(Ⅹ)&R(ちy)]

となるので､ん(α(Ⅹ),y)=β(Ⅹ,y)とすればよい｡ (証明終わり)

4.体系Pの算術化

4.1 すでに述べたように､ゲーデル数の概念によって､体系Pの諸表現および体系Pに

っいてのメタ論理(数学)的諸表現は､自然数の上に定義された関数および関数と関数の間

の関係として表現される｡そして､ゲーデルは､そのような算術化(arithmetization)を､以

下に記す46個の関数や関係の定義を与えることを通じて行なう｡また､それらの関数や関係

は先行の関数や関係を用いて定義されており､すでに述べられたこと(証明された定理その

他)に照らし合わせると､最後(46番目)のもの以外のものは全て､帰納的であることは容

易にわかる｡

1.ェl〝¢⇒(Ez)[z≦∬&∬=〝･Z]

は"∫は〟で割り切れる''を表わす｡

2.Prim(x)¢⇒｢(Ez)[z≦x&z≠1&z幸x&xIz]&x>1

は"∬は素数である''を表わす｡

3.

･t
oPr∬=0

(n+1)Prx=ey[y≦x&Prim(y)&xL y&y>nPrx]

れPr∬は"∬に含まれる素数で′トさい方から並べて乃番目の素数である''を表わす｡

4.

5.

(

(

0./=1

(花+1)./=(乃+1)･乃,/

Pr(0)=O

pr(n+1)=Ey[y≦1Pr(n)L′+1&Prim(y)&y>Pr(n)]
l伸

Pr(乃)は"乃番目の素数である"を表わす｡

6.れGl∬=亡由≦∬&ズl(乃Pr∬)y&｢け(几Pr∬)叶11]

乃Gl∬は､∬=2∬1･3∬2…P莞…とした時､∬nを表わす｡

7.Jh)=亡y[y≦∬&yPr∬>0&(叶1)Prェ=0]

りェ)は､∬がある表現のゲーデル数である時､その表現の長さを表わす｡

8.x※y=EZIz≦[pr(l(x)+l(y))]x+y&(n)[n≦l(x)⇒ⅧGIz=nGIx]&(n)[0<n≦l(y)

⇒(乃+J(州GIz=れGly]‡

x※yは二つの有限列x､yの接合(Aneinanderfugen)という操作の結果を表わす｡より

詳しく言えば､任意の表現A､βに対して､A､βのゲーテル数をそれぞれ∫､〟とした時､

-
8
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∬〉ド〟はAの後にβを続けてできる新しい表現のゲーデル数を表わす｡

9.R(∬)=2∬

は､ゲーデル数が∬の表現のみを一つの表現とする列のゲーデル数を表わす.

10.E(∬)=R(11)※.∬･※R(13)

は､ゲーデル数が∬の表現をカツコで囲んでできる新しい表現のゲーデル数を表わす｡

11･nVarx¢⇒(Ez)[13<z≦x&Prim(z)&x=Zn]&n幸0

乃Varェは"ゲーデル数が∬の表現は乃階の変数である''を表わす｡

12.Var(∬)¢⇒(E乃)[花≦∬&花Var∬]

Var(∬)は`サーデル数が∬の表現は変数である''を表わす｡

13.Neg(x)=R(5)※E(x)

は､ゲーデル数が∬の論理式の否定のゲーテル数を表わす｡

14.xDisy=E(x)※R(7)※E(y)

は､∬と〟をそれぞれ論理式A､βのゲーデル数とする時､論理式A>βのゲーデル数を表

わす｡

15.xGeny三R(x)※R(9)※E(y)

は､〟が論理式Aのゲーデル数で､∫が変数〃のゲーデル数である時､論理式Ⅴれ4のゲー

デル数を表わす｡

16.

〈oN∬=∬(乃+1)N∬=R(3)※乃N∬

乃N∬は､ゲーデル数が∫の表現の前に記号/を乃個つけてえられる新しい表現のゲーテル

数を表わす｡

17.Z(花)=几N[R(1)]

は数乃に対する数記号のゲーデル数である｡

18･Typl′(x)伺(Em,n=m,n≦x&[m=lorlVarm]&x=nN[R(m川

TypHズ)は`サーデル数∬の表現は1階の項である''を表わす｡

19･Typn(x)¢⇒[n=1&Typ;(x)]or[n>1&(Ev=v≦x&nVarv&x=R(v)H

Typ花(ェ)は`サーデル数∫の表現は〃階の項である''を表わす｡

20･Elf(x)伺(Ey,Z,n)[y,Z,n≦x&Typn(y)&Typn+1(z)&x=z※E(y)]

Elf(∬)は"ゲーデル数∫の表現は基本論理式である''を表わす｡

21･Op(x,y,Z)¢⇒･X=Neg(y)or x=yDiszor(Ev)[v≦x&Var(v)&x=vGeny]
Op(x,y,Z)は``ゲーデル数.rの論理式は､否定､選言､generalizationのうちの一つによ

って､ゲーデル数〟の論理式または､ゲーテル数〟の論理式とゲーデル数zの論理式からえ

られる''を表わす｡

22･FR(x)伺(n)lo<n≦l(x)⇒ Elf(nGIx)or(Ep,q)[0<p,q<n&Op(nGIx,

pGlち9Gl∬)]‡&ハズ)>O
FR(∬)は"ゲーデル数∫の表現は､それのおのおのが基本論理式であるか､あるいは否定､

選言､generalizationの諸操作を通じて先行の論理式からえられるような論理式の列である''

を表わす｡

23.Form(x)¢⇒(En)in≦(Pr[l(x)]2)X･[l(x)]2&FR(n)&x=[l(n)]Glni

Form(∬)は"ゲーデル数Jの表現は論理式である''を表わす｡

-
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24.vGebn,X午⇒Var(v)&Form(x)&(Ea,b,C)[a,b,C≦x&x=a※(vGenb)※C&

Form(b)&l(a)+1≦n≦l(a)+l(vGenb)]

〃Geb乃,∬は`サーデル数〃の変数はゲーデル数∬の論理式において乃番目の場所で束縛さ

れている''を表わす｡

25.vFrn,X¢⇒Var(v)&Form(x)&v=nGIx&n≦l(x)&｢1vGebr"i

γFr几,∬は"ゲーテル数〃の変数はゲーデル数∬の論理式において乃番目の場所で自由であ

る''を表わす｡

26.〃Fr∬¢⇒(Eれ)[乃≦J(∬)&〃Frれ,∬]

｡Fr∬は･サーゲル数〃の変数はゲーデル数∫の論理式において自由変数として現われる''

を表わす｡

27.Sux(写)=eZIz≦[pr(l(x)+l(y))]x+y&(Eu,V)[u,む≦x&x=u※R(nGIx)※

〃&z=祝※ヱ/※む&乃=目視)+1]‡

･は､ゲーテル数∫の論理式の乃番目の場所にゲーテル数〟の項を代入してえられる論理式の

ゲーテル数を表わす｡(ただし､0<乃≦〃∬))

28.

■も
｡Stv,X=Enln≦l(x)&vFrn,.X&｢(Ep)[n<p≦l(x)&vFrp,X]i

(k+1)Stv,X=enin<kStv,X&vFrn,X&｢(Ep)[n<p<kStv,X&vFrp,X]‡

ゲーテル数∫の論理式Aに含まれるゲーデル数〃の自由変数だけを右から数えて々+1番

目のものが､そのAグ)左から数えて乃番目のものである時は､んSt〃,∬=乃である｡また､

Aにゲーデル数〃の自由変数が々個しか含まれていない時は､んSt〃,∬=0である｡

29.A(〃,ズ)=亡几‡花≦H∬)&花St〃,∬=0を

は､ゲーデル数∫の論理式においてゲーデル数〃の変数が自由であるような場所の数を表わ

す｡

30.

(Sbo(∬写)=∬sbk+1(x夢)=Su[Sbk(x川(kStv,X)
.り

Sb々(ズ川ま､ゲーテル数∬の論理式に含まれるゲーデル数〃の自由変数のうち､右から数

えて々個のものにゲーテル数〟の項を代入してえられる表現のゲーデル数を表わす｡

31.Sb(x写)=SbA(v.x)(x写)

は,ゲーデル数∬の論理式に含まれる全てのゲーテル数〃の自由変数にゲーデル数γの項を

代入してえられる表現のゲーテル数を表わす｡

32.xImpy=[Neg(x)]Disy

xcony=Neg![Neg(x)]Dis(Neg(y)]‡

xAeqy=(xImpy)Con(yImpx)

uExy=NegluGen[Neg(y)]i

33.乃Th.r=∈ルiル≦ズ(ズ")&(々)[々≦拍り⇒(々GIJ≦13

&kGly=kGIx)or(kGIx>13&kGl))=kGIx･[1Pr(kGIx)]n)]i

は､ゲーデル数∫の論理式の変数を乃階高くしてえられる表現のゲーテル数を表わすご7'

ここで､ペアノの公理1～3に対応するゲーテル数をそれぞれ､Zl,Z2,Z3とする｡

34.Z-Ax(x)¢⇒(x=ZlOr X=Z20r X=Z3)

Z-Ax(幻は"ゲーデル数ズの論理式は自然数の公準である''を表わす｡

35.Al-Ax(x)伺(Ey)[y≦x&Form(y)&x=(yDisy)Impy]

-10-
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Al-Ax(ズ)"ゲーデル数∬の表現は命題論理の公理図式の1から代入によってえられる論

理式である''を表わす｡同様にして､A2-Ax(x),A3-Ax(x),A4-Ax(x)が､命題論理の公

理図式2～4に対して定義される｡

36.A-Ax(x)国Al-Ax(x)orA2-Ax(x)orA3-Ax(x)orA4-Ax(x)

A-Ax(ズ)は"グーデル数∬の表現は命題論理の公理図式から代入によってえられる論理

式である''を表わす｡

37.Q(ろJヰu)¢⇒｢(En,m,W)[n≦l(y)&m≦l(Z)&u)≦z&u)=mGIz&u)Gebn,y

&〃Fr乃,ル]

Q(ろ刃州ま"ゲーデル数zの項はゲーデル数〝の論理式におけるゲーデル数〃の自由変数

に代入したら束縛変数を増やすことになるような変数を含んでいない''を表わす｡

38.Ll-Ax(x)¢⇒(Ezwろ犯)izlyろn≦x&nVaru&Typn(z)&Form(y)&Q(ろnZ)

&x=(uGeny)Imp[Sb(y雲)]l

Ll-Ax(ズ)は"ゲーデル数∫の表現は述語論理の公理図式の1から代入によってえられる

論理式である''を表わす｡

39.L2-Ax(x)卓⇒(Ezwp)izwp≦x&Var(u)&Form(P)&｢iuFrpi&Form(q)&

X=[uGen(PDisq)]Imp[♪Dis(uGenq)]‡
L2-Ax(ズ)は"ゲーデル数∫の表現は述語論理の公理図式の2から代入によってえられる

論理式である''を表わす｡

40･R-Ax(x)¢⇒(Eu,LWn)[u,現y乃≦x&nVaru&(n+1)Varu&｢1uFry‡&Form(y)

&x=uEx圧Gen[[R(u)*E(R(u))]Aeqy]‡]

R-Ax(∬)は"ゲーテル数Jの表現は還元性の公理図式から代入によってえられる論理式

である''を表わす｡

41.M-Ax(x)c*(En)[n≦x&x=nThz4]

M-Ax(ズ)は`サーデル数Jの論理式は外延性の公理である''を表わす｡ただし､Z4は外

延性の公理Eにおいて乃=1の時のゲーテル数｡

42.Ax(x)伺Z-Ax(x)or A-Ax(x)or Ll-Ax(x)or L2-Ax(x)or R-Ax(x)or

M-Ax(ズ)

Ax(∬)は`サーデル数ズの論理式は公理である''を表わす｡

43.Fl(x,yZ)牛⇒y=ZImpxor(Eu)[u≦x&Var(u)&x=UGeny]

論理式A,β,Cのゲーテル数をそれぞれ､ズ,γ,Zとする時､Fl(ズ,〃Z)は"Aはβま

たはβとCの直接の結論である"を表わす｡

44.Bw(x)伺(n)iO<n≦l(x)⇒Ax(nGIx)or(EJ),q)[O<P,q<n&Fl(nGIx,PGIx,

ヴGl⊥r)]‡&/(∬)>O
Bw(∬)は"ゲーテル数ズの表現は証明である"を表わす｡

45.xBy ¢⇒Bw(x)&[l(1J)]GIx=y

∬BJノ,は"ゲーテル数∫の表現はゲーテル数〟の論理式の証明である''を表わす｡

46.Bew(x)囲(旦v)yBx

Bew(刷ま"ゲーテル数∫の表現は証明可能な論理式である''を表わす｡

5.定 理 Ⅴ
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人文論叢(三重大学)第3号1986

5.1定理Ⅴは"ある帰納的関係が自然数の間に成立する(あるいは､成立しない)時､

その関係に対応するところの形式的体系Pにおける論理式(あるいは､それの否定)が証明

できる''ということを主張するものであって､不完全性定理の証明において重要な役割りを

果たす｡

5.2 以下において､任意の論理式Aに対して､トAとはBew(｢A｢)のことであり､"Aは

証明できる''を意味する｡

5.3 定理Ⅴ 帰納的関係斤(ズ1,…･,ズ把)に対応する形式的体系における論理式をγ(れ,

‥･,ズ")とする時､任意の自然数乃1,…,乃"に対して次が成立する:

･‡_
斤(机,…,タ玩)⇒トγ(桁,…,元乃)

｢斤(乃1,…,乃氾)⇒ト～γ(疏,…,元乃)

証明 斤(れ,…,ズ乃)は帰納的関係であるから､

β(礼…,ズ")¢⇒[¢(礼‥･,ズ乃)=0]

となる帰納的関数¢(礼･‥,ズ乃)が存在する｡したがって､定理Ⅴを証明するには次の補助定理

を証明すればよい｡なぜなら､補助定理が証明されると､任意の自然数机,…,タ㍍と0に対して､

･1
¢(恥…,タ㍍)=0⇒ト岳(元1,‥･,元乃)=6

¢(恥…,タ㍍)幸0⇒ト¢(町･‥,ゐ乃)幸6

となるからである(≡)
補助定理 帰納的関数¢(礼…,ズ把)に対応する形式的体系における項を¢(礼‥･,ズ〃)とす

る時､任意の自然数乙恥…,乃乃に対して次が成立する:

¢(町…,乃邦)=/⇒ト¢(元1,…,元乃)=7

証明 ¢の次数についての数学的帰納法による｡

Ⅰ.次数1の時｡

(α)¢(礼･‥,ズ乃)=々,つまり､定数値関数の時｡

任意の数記号元に対して､卜(元=曳)であるから､任意の自然数々,/に対して,

々=/⇒トゐ=/

となるから､この場合成立する｡

(β ¢(ズ)=ズ+1､つまり､後者関数の時｡

任意の自然数机,/に対して､

乃1+1=/⇒ト石了1=J

⇒.ト玩+i=/

⇒ト何=J

となるから(ご'この場合も成立する｡
ⅠⅠ.次数椚の時成立すると仮定して､次数∽+1の暗も成立することを示す｡

(｡)¢がそれよりも次数の低い帰納的関数の3･1の3)による代入からえられる時｡

¢(礼…,ズ邦)がそれよりも次数の低い関数針･(礼‥･,∬乃)をん(礼…,ズ々)に代入することに

ょってえられ､かつ､g～およびんについては補助定理が成立しているとする｡すなわち､

¢(礼･‥,ズれ)=ゐ(gl(礼…,ズ把),…,g頼1,…,ズ乃))

であって､任意の自然数り1,…,ん,仇,…,タ毎に対して､
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gl(乃1,…,乃乃)=ム⇒十∂1(元1,…,元乃)=ム

gパ乃1,‥･,紹乃)=ん⇒ト∂々(元1,･‥,元｡)=ん

ゐ(Jl,‥･,ん)=/⇒トゐ(ム,…,ん)=7

が成立しているとする｡すると､その時は､任意の自然数∠,ム,…,ん,乃1,…,乃乃に対して､

¢(乃1,…,‰)=ゐ(gl(町･･･,‰),‥･,g々(仇,…,乃"))

=ゐ(Jl,…,ん)=J

⇒トゐり1,…,ん)=7

⇒トゐ(∂1(れ･･･,元乃),…,∂々(れ…,元乃))=7

⇒ト∂(れ…,虎児)=7

となる｡したがって､¢が代入によってえられる時は次数∽+1の暗も成立する｡

(β ¢がそれよりも次数の低い帰納的関数ゐとgから､3.1の4)の帰納的定義に基づいてえ

られ､かつ､ゐとgについては補肋定理が成立している時｡すなわち､¢が､

･i
¢(0,ズ2,…,ズ乃)=ゐ(ズ2,…,スル)

¢(々+1,ズ2,‥･,ズれ)=g(々,¢(々,ズ2,…,ズ乃),栽,…,ズ乃)

によって定義され､かつ､任意の自然数ム,ゐ,乃1,…,乃".1に対して､次が成立している時:

(ゐ(乃2,…,乃乃)=/1⇒トん(元2,…,元")=云g(紹1,…,稚拙)=J2⇒ト∂(れ…,転石)=ゐ

この場合､証明すべきは､任意の自然数J,町‥･,乃乃に対して､

¢(乃1,…,タ㍍)=/⇒卜占(露1,…,元乃)=7
である｡紹1についての数学的帰納法による｡

(1)紹1=0の時

任意の自然数/1,乃2,･‥,乃"に対して､

¢(0,〃2,…,紹〃)=ゐ(乃2,‥･,タ㍍)=ム

⇒トん(元2,‥･,元")=ム

⇒ト¢(0,元2,…,元乃)=ム

となるからヱu)この場合は成立する｡

(2)7Zl=々の時成立すると仮定する｡すなわち､任意の自然数々,J3,犯2,…,乃"に対して､

¢(々,〝2,…,タ㍍)=J3⇒ト¢(々,元2,‥･,元")=/3

であると仮定する｡したがって､¢(ゐ,紹2,…,稚児)=/3とすると､仮定より､¢(々,元2,…,元乃)

=ゐは証明できる｡よって､任意の自然数々,J3,J4,乃2,･‥〝柁に対して､

¢(ん+1,乃2,…,伽)=g(た,¢(々,れ2,‥･,紹〃),紹2,…,乃乃)

=g(ん,J3,乃2,‥･,乃明)=′4

⇒トg(ん,J3,ゐ2,･‥,元〃)=Z4

⇒ト∂(烏,¢(ん,元2,･‥,元乃),元2,…,元乃)=テ｡

⇒ト¢(た+1,元2,…,元乃)=74

となるから､ん+1の暗も成立する｡したがって､¢(ズ1,…,∬乃)が帰納的定義によってえられ

る時は､次数椚+1の暗も成立する｡以上から､次数が椚+1の時も成立することが示され､

これでもって補助定理､したがって定理Ⅴの証明が終わった｡
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6.不完全性定理

6.1体系Pにおいて､論理式の有限集合方を公理として付け加えた場合を考える｡そし

て､ガ=1｢AllAd=とする時､Flg(尤)は次のように定義される集合である:

そこに含まれる元は､

(1)方に属する論理式のゲーデル数か､

(2)体系Pの公理のゲーデル数か､

(3)すでに証明された論理式((1)､(2)を含む)のうちの一つ､ないし二つから推論規則の

どちらかによって導出される論理式のゲーデル数か

のいずれかである｡

すなわち､Flg(光)は､方(あるいは､ゲーデル数化すればガ)から証明できる論理式のゲ

ーデイレ数の集合である｡

6.2 集合#と元∫の間の一項関係ズ∈尤が帰納的であれば､"方は帰納的集合である''と呼

ばれる｡したがって､6.1で定義された有限集合ガは帰納的集合である｡なぜなら､〃=払,…,

卯"i(仇,･=,刀柁は全て自然数)とすると､ズ∈冗とは､ズ=〃10r∬=捏20r…Orズ=〃〝のことで

あるからごl)
6.3 次のように定義される関係∬B柑は6.2より帰納的である:

Bwx(x)回(n)[n≦l(x)⇒Ax(nGIx)or(nGIx)∈XOr(Ep,q)lo<p,q<n&Fl(nGIx,PGIx,

9Gl誹]&ハェ)>O

xBxy中寺Bwx(x)&[l(x)]GIx=y
また､関係Bewガ(ェ)は次のように定義される:

Bewx(x)4⇒(Ey)yBxx

したがって､ズB柑は"∫はある〟からの証明のゲーデル数で､〝はその〟からの証明の最

後の論理式のゲーデル数である''を意味し､Bew〟(ズ)は"∫はガから証明できる論理式のゲー

テル数である''を意味する｡したがってまた､次が成り立つことは明らかである:

〈(x)[Bewx(x)¢⇒XEFlg(x)](x)[Bew(x)⇒Bewx(x)]

6.ヰ 次のような集合記号α(つまり､一変数の論理式F(∬)に対して､α=｢F(ズ)｢)が存

在しないならば､"Xはcu一無矛盾(cu-Widerspruchsfrei)である''と呼ばれる:

(n)[Sb(a芝(n))∈Flg(x)]&[Neg(llGena)]EFlg(x)

(〃はαの自由変数)

逆に､上のようなαが存在するならば､"方は山一矛盾する''と呼ばれる｡また､ガが矛

盾するとは､例えば､次が成立することである:

[vGena]∈Flg(x)&[Neg(vGena)]EFlg(x)

したがって､〟が矛盾するならばそれは必ず山一矛盾でもあり､また､ガが山一無矛盾で

あればそれは必ず無矛盾でもある｡

6.5 定理Ⅵ(不完全性定理) 論理式の､山一無矛盾な帰納的集合〝に対して､〃Genγ

もNeg(vGen,)も共にFlg(x)に属さないような帰納的集合記号rが存在する｡(uはrの自

由変数)

証明
尤を任意の､論理式の帰納的集合で､かつ､山一無矛盾であるとする｡まず､関係

Q(ズ,ル)を次のように定義する:
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0(ズ,プ)伺｢1∬B尤[Sb(プ崇γ,)]l

ェB柑は6･3の記述より帰納的であり､Sb(プ凱))は4の17､31､定理Ⅰより帰納的である｡
したがって､Q(ちy)は､定理Ⅰ､定理ⅠⅠより帰納的となる｡すると､定理Ⅴと6.3における

(x)[Bew(x)⇒Bewx(x)]より､次のような関係記号q(つまr)､二変数の論理式釧こ対して､

9=｢Q｢)が存在する:

(｢1xBx[Sb(y主?y))H⇒Bewx[Sb(q妄7ズ,i?,,)]
xBx[Sb(yi?,))]⇒Bewx[NegSb(q左7x,主?,,)]

ここで､

･i_
♪=17Genヴ

γ=Sb(官主?♪))

とおく｡J)は自由変数19をもつ集合記号であり､γは自由変数17をもつ集合記号である｡す

ると､次が成立する:

Sb(P㍍｡))=Sb([17Genq]主?p,)=17GenSb(q主?p,)

=17Genγ (3)

Sb(qb7x)払))=Sb(r主7x,) (4)

ここで､(1)と(2)において､〝に♪を代入すると､(3)と(4)を考慮すれば､次が成立する:

｢1xBx(17Genr)i⇒Bewx[Sb(r左てx))]

XBx(17Genr)⇒Bewx[Negsb(r左てズ,)]
以上から次がえられる:

I17Genγは方から証明できない｡

[証明]17Genrがxから証明できるとすると､Bewx(x)¢⇒(Ey)yBxxより､nBx(17Genr)

となる自然数nが存在する｡すると､(6)より､Bewx[NegSb(r主了n))]が成り立つが､他方におい

て､17Genrがxから証明できることより､Sb(r主てn))がxから証明できることが導かれ､Xは

矛盾することになる｡したがって､また､山一矛盾となるから｡

II Neg(17Genr)はxから証明できない｡

[証明] 上のⅠで示されたように､17Genγは〟から証明できない｡したがって､ふたた

び､Bewx(x)¢⇒(Ey)yBxxより､任意の自然数nに対して､(n)｢1nBx(17Genr)iが成立する｡

このことと(5)から､(n)Bewx[Sb(r主7n))]が導かれる｡したがって､もし､Neg(17Genr)がx

から証明できるとすると､

(n)[Sb(r主7n))∈Flg(x)]&[Neg(17Genr)]E Flg(x)

となり､〟は山一矛盾することになるから｡

(定理Ⅵの証明終わり)

6.6 ところで､この決定不能命題のゲーデル数17Genγはどのような内容をもつ論理式

のゲーテル数なのであろうか｡

定理Ⅵにおいて､17､19をそれぞれ変数∫､γのゲーデル数とし､ヴ=｢(∋(ズ,ル)｢とおくと､

♪=17Genヴ=｢Ⅴズ¢(ズ,ル)｢

γ=Sb(ヴ主?♪,)=｢(∂(芳,か｢

Sb(P主?p,)=17Genr=｢VxQ(x,b)｢

となる｡他方､0(ズ,ル)の定義と(3)より､
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¢(ズ,♪)¢⇒｢‡ズB賞Sb(♪訳♪))‡

伺｢レBガ｢Ⅴズ百(ズ,か｢‡

となるが､0(ズ,カは明らかに帰納的である｡したがって､関係ズB方γに対応する形式的体系

における論理式を∬b妙 とし､表現Aのゲーデル数の数記号を『A『とする(つまり､『A『=

｢Al)と､定理Ⅴより､

百(ズ,∂)2～レbガ『Ⅴズ百(ズ,∂川

が証明できる｡したがって､また､

Ⅴズ百(ズ,カ)2Vズ～1ズb方『Ⅴズ百(ズ,武刊 (4)

が証明できる｡ここで､Bewx(x)の定義(6.3)に対応して､関係Bewx(x)に対応する形式的

体系における論理式bew〟(∬)を次のように定義する:

bewx(x)ご(ヨy)ybxx

すると､(4)より､

Ⅴズ百(ズ,カ)2～bew尤『Ⅴズ百(ズ,カ)『 (5)

が証明できることがわかる｡すなわち､(5)が証明できるような､自由変数を含まない閉論理

式ⅤズQ(ズ,劇が存在するのである｡

さて､(3)からわかるように､17Genγは論理式Ⅴズ百(ズ,β)のゲーデル数であるが､この論理

式は､(5)からわかるように､論理式-bew〟『Ⅴズ百(ズ,カ)『と同値であF)､同じ内容をもつと

解することができる｡また､論理式～bewx『vx百(x,押は関係｢1Bewx｢Vx百(x,狛に対

応しており､この関係は､"Ⅴズ百(ズ,β)は証明できない''ということを意味している｡すなわ

ち､Ⅴズ百(ズ,β)という論理式は､"Ⅴズ否(ズ,β)は証明できない''という命題を表現しておl)､

自己自身の証明不可能性を主張する論理式なのである｡

註

(1)Godel,K.:Uber formalunentscheidbare Satze der PrincipiaMathematicaundverwan-

dter SystemI,Mbnatsheftejiirル勉thematik undmysik,38(1931),173-198.

(2)デーデルの原論文では､後述するように､無矛盾のかわりに山一無矛盾という条件がつ

けられている｡これを無矛盾という条件に弱めたのはロッサーである｡

Rosser,J.B.:Extentions of some theorems of Gc)deland Church,hurnal〆SγmL

∂0/ダc上.喝元,VOl.1(1936),Pp.87-91.

(3)決定不能命題Pは､後述するように､"Pは証明不可能である''という内容をもつが､真

偽に関するパラドックスを生じさせる命題Pは"Pは偽である''という内容をもつ｡

(4)各自然数を1階の対象､自然数の集合のそれぞれを2階の対象､2階の対象の集合のそ

れぞれを3階の対象､以下､〝階の対象の集合のそれぞれを〃+1階の対象と呼ぶ｡そして､

乃階の変数とは乃階の対象を表わす変数のことである｡

(5)他の論理記号(<,→,2,コ)は通常の方法で定義される｡等号については､〝階の

項α,∂に対して

(α=∂)2Vxか1[α∈Ⅹ虹1→∂∈Ⅹか1]

として定義される｡

(6)自由変数､束縛変数は通常の方法で定義される｡

(7)以下の定義からわかるように､ゲーデルのいう帰納的関数は､今日でいう原始帰納的関

数のことである｡また､この定義には､射影関数:/(れ,…,芳柁)=∬J･(1≦よ≦粥)が付加さ
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れねばならない｡

(8)このようにして定義される関数はただ一つに定まる｡

M.デーヴィス(渡辺他訳):計算の理論､岩波書店､(1966)､70～72ページ｡

(9)形式的体系内での論理記号(～,∧,>,→,2,Ⅴ,ヨ,=)に対して､内容的な考

察をする場合の論理的記号として次を用いる:

｢,&,Or,⇒,¢⇒,(),E,=

(川 帰納的関係の場合は次のようになる:

関係斤が帰納的であるとする｡すなわち､β(プ,ズ2,…,ズ乃)¢⇒レ(ル,ズ2,…,ズ〃)=0]となる

ような帰納的関数′が存在するとする｡ここで､プ=ゐ(zl,…,Z椚)が帰納的関数であると

すると､関数の場合が成立するなら､

β(ゐ(zl,…,Z桝),ズ2,･･･,ズ")卓⇒mゐ(zl,…,Z肌),栽,…,ズ乃)=0]

となl)､ここでも′は帰納的であるから｡

(11)Ⅹ,yはそれぞれ有限の乃変数弟,…,∬",椚変数ル1,…,ルに対する省略記号である｡

(lZ)乃が自然数である時は､(Eわ[ズ≦犯&伺ズ)],およぴ,(ズ)[∬≦乃三〉月レ)]はそれぞれ､伺0)

Or斤(1)or…Or斤(乃),斤(0)&斤(1)&…&β(紹)を意味する｡

(13)定理Ⅳの証明の要点はゲーデルに基づく｡

(14)甲r(乃)仁/+1の記述は､"♪が素数の時は､♪<ヴ≦♪./+1となるような素数ヴが存在す

る''という整数論の定理に基づく｡

(19 z≦[Pr(/(ズ)+/(プ))]ズ十ブの記述について｡

x=2Xl･3X2…P諾",y=2yl･3y2…P羞mとすると､(Pn,Pmはそれぞれ､n番目､m番目の

素数)､∠(ズ)=犯,/(ッ)=∽となる｡また､ズ*ルの定義項の条件を満足するzを求めると､

z=2Xl･‥Pin･PHl.･‥P㍑となる｡ここで､Prll(x)+l(y)iを求めると､Prll(x)+l(y)i=
P"+明である｡ところで､P乃+mの1(ズⅠ+…+∬乃)+(ル1+…+J払)i乗はzより大きく､前者は

Pn.mの1(2Xl･･･P芝〃)+(2y)…PSn)i乗(=‡Pn.mix十y)よI)も小さい｡すなわち､[Pr(l(x)+l(y))]

ズ←タ>zが成立する｡したがって､ズ*ルの定義項における条件を満足するzは､Z<[Pr(/(ズ)

+J(J明]ズ十ツの範囲において､したがって､また､Z≦[Pr(‖ズ)+/(カ)]㌃り の範囲に存在する｡

(畑 乃≦(Pr[/(幻]2)∫･川幻]2の記述について｡

Fr(n)&x=[l(n)]Glnであるから､n=2Xl･･･P芽nとおく(Pnはn番目の素数)と､X=

xnとなる｡Xkは基本論理式であるか､あるいは否定､選言､あるいはgeneralizationの諸

操作を通じて先行の論理式からえられる論理式である｡(1≦々≦〝) また､ズ1,…,

∬托は全て∬乃の部分論理式である｡そして､ズ乃の部分論理式の個数については次が成立

する:

長さ1の部分論理式は､せいぜい/(ズ托)個である｡

長さ2の部分論理式は､せいぜいi/(ズ〃)-11個である｡

長さ/(一r")の部分論理式は､せいぜい1個である｡

したがって､ノr"に含まれる部分論理式は良さ1から長さ/(∬")までのものである

ので､その最大の可能性の個数を全て合計すると､÷=(ズ")[〃ズ")+川≦[/(ズ乃)]2 しか存

在しない｡また､乃の素数P々(1≦々≦乃)はどれもPr[/(幻]2より小さいのは明らかであ

る｡ゆえに､P犯≦Pr[/(ズ死)]2である｡他方において次が成立する:

n=2方1…P莞n≦P首l･‥P菩n=Pう;1トトXn≦P莞n'[l(x^)]2

また､P乃≦Pr[/(ズ")]2であるから､次が成立する:
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P㌘`川ズ〝)]2≦(Pr[J(ズ乃)]2)端車(ズ乃)12

したがって､結局のところ､n≦(Pr[l(xn)]2)x"･[l(xn)]2､すなわち､n≦(Pr[l(x)]2)x･[l(x)]2

が成立する｡

(17)プ≦ズ(ガ)の記述について

素数2,…,Peについて､2のMチ1乗からPeのM告e乗までかけあわせたものをxとする｡

すなわち､∫の各項は全て変数であって､その変数のゲーデル数をM倉烏(1≦烏≦e)とす

るのである｡M倉kはAkP皆の変数を表わす｡(Ak≧1かつ､Mk>15)yの値はxの各項が

全て変数の時最大となるので､この場合だけを考えればよい｡そして､それぞれの変数が

nだけ階数が高まったとする｡その時､yは､2のMiAl十n)乗からPeのMとAe+n'乗までかけ
あわせたものとなる｡ところで､P烏≧2,Aた≧1,M鳥>15(1≦々≦e)の条件下では､2の

MチL乗からPeのMee乗までかけあわせたものは､明らかに､Meより大きい｡このこと

から､ツ<ズ(ズ")を示すことは容易である｡したがって､乃Thズの定義項における条件を満

足するγはッ≦ズ(ズ托)の範囲において存在する｡

(18)任意の自然数椚,乃に対して次が成立することを､椚に関する数学的帰納法を用いて証

明することができる:

椚≠乃∵⇒ トあ≠元 (1)

したがって､補助定理が成立するなら､/=0とし､かつ､(1)において､椚=¢(紹1,…,

紹"),紹=0とすると､

■も
¢(乃1,…,犯乃)=0 ⇒ト石(れ…,元〃)=6

¢(仇,…,乃乃)幸0 ⇒ト∂(元Ⅰ,･‥,毎月)幸6

が成立する｡

(19)一般に､任意の自然数椚,乃に対して､南下~有=元+有,元~:頂=元･有が成立すること

は､形式的自然数論における加法､乗法の帰納的定義から､数学的帰納法を用いて証明す

ることができる｡

(20)ゐに対応する〃-1変数の項石､および､gに対応する乃+1変数の項gが与えられる

ならば､

〈所有,ズ2,…,ズ乃)=石(ズ2,…,ズ乃)す(廓,ズ2,‥･,ズ乃)=♂(ズ,オ(∬,ズ2,…,ズ乃),ズ2,…ズ")

のどちらも証明できるような､¢に対応する乃変数の項¢が存在することは前提されてい

る｡これの証明については次を参照:

前原昭二:数学基礎論入門､朝倉書店､(1977)､80-83ページ｡

(Zl)帰納的集合については次を参照:

前原昭二:前掲書､123ページ｡

M.デーヴィス:前掲書､76ページ｡

栗原俊彦､中村昭:論理数学Ⅰ､共立出版､(1975)､106ページ｡
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G6del'sincompIeteness theorem

Etsuro YAMAOKA

By Godel'sincompleteness theorem the fo1lowing statementis generally meant:In

any formalsystem adequate for number theory there exists an undecidable formula,

thatis,aformulathatisnotprovableand whose negationis.not provable･And a

corol】ary
to the theoremis that the consistency of a formalsystem adequate for

number theory can not be provedwi.thin the system.Sometimesitis this corouary

thatis referred to as Godel's secondincompleteness theorem.

Both of these GodeI's results are shattering,nOt Onlyin mathematics,butalsoin phT

ilosophy.From a philosphicalpolnt Ofview,the
former theoremis directly concerned

with the problem of truth･Thatis,the undecidable formula Pin the former,Which

means that Pis unprovable,is parallelto the proposition P,Which says that Pis

false.
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