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1・1 研究の背景 

自動車，船舶，航空機に代表される輸送機械や，水道や化学プラントなどの構造部材では長期

間にわたる安定な稼働が求められる．このため，機械・構造物においては稼働時における振動挙

動を事前に予測し，振動に起因する疲労破壊や，初通過破壊を抑制する対策が講じられている．

他方，高度経済成長期に大量に建設した構造物が耐用年数を迎え，老朽化に伴う経済損失が社会

問題となりつつある．全ての構造物を取り壊し，新設することが困難であるため，今後は既設構

造物に適切な保全を施し，長期運用していくことが予想される．保全においては，既設構造物の

現状の特性を適切に定量化するセンシング技術とこれに基づいた性能改善方法が求められる． 

既設構造物の現状の特性を定量化するセンシング技術として，これまでに多数の技術が開発

されている．配管検査を代表例として，従来のセンシング技術を検査距離と使用周波数帯域の観

点で分類し，図 1.1 に示す．例えば，交流インピーダンス法(尾崎，宇野原，1985)は主として，

腐食抵抗を測定し，腐食速度を推定する方法であり，使用周波数帯域は直流に近い 1Hz 以下を

用いるか，数 kHz から数 10kHz を用いるのが一般的である．また現場での簡便な検査方法とし

て打音検査(Razi and Taheri, 2014)が用いられている．この周波数帯域は 1~数 kHz であり，人手に

よる聴感検査が用いられている．これらの検査範囲はおおよそ数 10cm から 1m 以下の範囲とな

る．一方，より精密な検査として，渦電流探傷法(JIS G 0583, 2012)がある．これは金属表面の傷

を渦電流による磁束密度変化を検出するもので，数 kHz から数 100kHz の周波数帯域を用いる．

また超音波厚さ計測も広く実用され，数 MHz から数 10MHz などの帯域が用いられている．こ

れらの検査方法では検査範囲は数 10mm 程度であり，詳細検査に向いている．近年，より広範囲

な検査方法として着目されている技術にガイド波法(卵西，2002)がある．これは数 kHz から数

MHz の比較的低周波な超音波を用いる方法で，低周波超音波の低減衰性を利用して診断するも

のである．これは詳細検査を実行する前段階でのスクリーニング検査に向いている． 

 

 

Fig.1.1 Classification map of sensing technologies in terms of physical characteristics for pipe inspection. 

 

図 1.1 より，数 Hz から数 1kHz の周波数帯域で検査範囲が数 m 以上の検査技術が存在してい

ないことがわかる．この周波数帯は汎用計測器や汎用マイコンで十分に計測が可能な帯域であ
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り，低コストを求められるスクリーニング検査において，重要な帯域であると考えられる．一方，

検査距離の延長は作業効率を高めるうえで重要であり，数 m 以上の検査距離が実現できること

が望ましい．上述の配管検査の例のように，低周波数帯域の有効利用と検査距離の長延長化は，

既設構造物の効率的な維持管理を実現する上で共通的な技術課題であると考えられる。 

そこで，本研究では，様々な検査技術に応用可能な振動のエネルギー移動を用いた検査方法を

開発することを目的として，多自由度振動系内部のエネルギー移動を自由に行うことができる

系の設計方法を新たに提案する．概念図を図 1.2 の左に示す．対象とする主構造物に対して，新

たに二つの副構造物を設置する．計測では，主構造物ではなく，副構造物の振動変位を計測する．

主構造物を介して，二つの副構造物間で振動エネルギーの移動を生じさせる．主構造物が設計値

と同様，適切な固有振動数を持つ場合には，副構造物間でエネルギー移動が周期的に繰り返され

るが，腐食や塑性損傷などの変状により，主構造物の固有振動数が変化した場合には，副構造物

でエネルギー移動の周期やエネルギー移動の量が変化する．これらの計測信号を検出すること

により，主構造物の変状を検出する．副構造物間で振動エネルギーの移動が生じた場合，その応

答には，うなりのような振幅変調を伴った波形が現れる．これにより，主構造物の変状からの計

測信号を増幅し，微小な変化を検出することが可能になると考えられる．また，うなり波形は緩

やかな振幅の変調を伴うことから，計測周波数帯域を下げることが期待される． 

一方，副構造物を適切に設計し，主構造物の対象モードを選定することにより，検査距離の延

伸が期待される．例えば，橋梁やパイプラインなどでは両端梁の曲げ振動に着目すれば，支間距

離を一つの検査距離と考えることができ，その距離は数 m 以上になると考えられる．対象とす

る固有振動数近傍で成り立つモード振動子モデルを考えれば，図 1.2 の右に示すエッセンシャル

モデルを導くことができる．本モデルは，主構造物の対象モードを代表する大振動子に対し，並

列に二つの副構造物である小振動子が設置された連成振動系である．同様のモデルが Patel(Patel, 

2006)によって提案されており，片方の小振動子に周期的な衝突を与えることにより，小振動子

間で振動のエネルギー移動が生じることが報告されている．この現象と量子情報理論における

Grover のアルゴリズム(上坂, 2000)と対応することが指摘されていることから，本研究では，目

的の一つ目として，Patel の指摘する振動のエネルギー移動を利用したセンシング法設計に向け

た基礎研究として，図 1.2 の右に示すエッセンシャルモデルに対する理論的検討をおこなう．特

にこのエッセンシャルモデルの理解には，系の状態遷移を演算子の掛け合わせで表現し，その掛

け合わせの規則性を議論する波動アルゴリズムの考え方が重要となる．本研究では，特に，波動

アルゴリズムを用いた振動エネルギーの移動現象の解析方法について検討をおこなう． 

 

 

Fig.1.2 Concept of the propose sensing method. Left figure shows the schematic model, and right figure shows 

the essential oscillator model.  

 



- 4 - 

 

他方，性能改善にあたっては，構造物の制振性能について考慮する必要がある．構造物の制振

は非常に古くから研究されている．Hartog(Hartog, 1956)はパッシブ型動吸振器を始め，電線のギ

ャロピングや蒸気機関調速機のハンティングなど自励系に対する制振を含めて，パッシブ制振

の基本的な考え方についてまとめている．その後，1980 年代になると DSP（Digital Signal Processor）

の普及と汎用的な FFT アナライザーの登場により，アクティブ型の制振器が実用された．代表

的なものに，外乱と逆位相の波を発生させて外乱を打ち消すアクティブノイズコントロール(西

村，伊勢，2006)，アクティブマスダンパ(背戸，2006)があり，これらがアクティブ動吸振器とし

て実用された．アクティブ型の制振では，センサとアクチュエータを搭載し，時々刻々の系の状

態をセンサで計測しながらアクチュエータの制御量を定める必要がある．制御量の決定には，適

応フィルタに代表される LMS アルゴリズム(Widrow and Sterns, 1985)や最適レギュレータ理論(土

谷，江上，1991)（LQ(Linear Quadratic)理論）などが用いられている．しかしながら，アクティブ

制振では，制振性能は非常に高いものの，センサとアクチュエータの駆動に膨大なエネルギーが

必要であること，コストが高価になるなどの課題があった．以上の背景から，1990 年頃から両

者の間をとったセミアクティブ制振(森下，1998)が注目され始めている．自動車や鉄道の分野で

は，セミアクティブサスペンション(横山他，2001)の実用化，建築の分野ではセミアクティブ制

御による免震構造(伊藤他，2011)などが実用されている．セミアクティブ制振は，基本的にはパ

ッシブ制振に分類されるが，受動要素であるばね定数や減衰係数などの物性値を外部から変え

るものである．受動要素の制御量を決める制御則が必要となるが，H∞制御理論(美多，1994)やス

ライディングモード制御(野波，田宏，1994)が良く用いられている．セミアクティブ制振は，受

動要素の開発を含め，現在も精力的に研究開発が進められている． 

そこで本研究では，目的の二つ目として，セミアクティブ制振の思想である，簡素・高信頼な

方法の探索という観点から，新たに内部系モードのエネルギー移動を積極的に利用する方法を

提案する．内部系モードとは，部分構造合成法(長松，大熊，1991)で用いられる仮想のモードを

指す．その概念図を図 1.3 に示す．例として，三自由度系の自由振動を考えた場合，モード解析

の理論により，直交するモードベクトルの重ね合わせによって自由振動解を得る．他方，内部系

モードを用いる場合には，系内の任意の質量位置に仮想の拘束点を設け，仮想拘束された低次元

の系に対する固有モード(内部系モード)と，仮想の拘束点に単位変形を与えた場合に生じる静的

変形モードの重ね合わせによって，自由振動解を表す． 

 

 

Fig.1.3 Example of expansion using the static deflection mode and the internal modes.  
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松下らによって，部分構造合成法で用いられるモード合成法モデルを拡張した擬基準座標モ

デルが提案されている(井上，松下，2002)．物理座標モデル，モード合成法モデル，擬基準座標

モデル間の関係を図 1.4 に示す．前述の内部系モードを用いることで，物理座標モデルからモー

ド合成法モデルに変換される．モード合成法モデルは質量連成を有する表現となっており，対応

する振動モデルを作成することができない．一方，松下らが拡張した擬基準座標変換法は，モー

ド合成法モデルの質量連成項を消去する事により，振動モデルを得られるようにした変換手法

である．得られた振動モデルは，境界座標の運動を代表する振動子に対し，モード次数毎の内部

系モード振動子が並列に連成する．通常，線形振動系では，固有モードは直交しており，振動エ

ネルギーの授受をおこなうことはできない．しかし，線形系であっても内部系モードであれば，

振動エネルギー授受をおこなうことができる．境界座標に関連する端部振動子や内部系モード

の振動子に設計パラメータを介在させることで，内部系モード間の振動エネルギー移動を有効

に制御することが期待される． 

 

 

Fig.1.4 Relationship between the physical coordinate model, the modal synthesis model and the quasi modal 

model.  

 

本研究で提案する制振法の概念図を図 1.5 に示す．主系構造物に対し，二つの副構造物として

端部可動振動子とモード制御振動子を備える．端部可動振動子の質量を境界座標におくと，主系

構造物とモード制御振動子からなる内部系モードが生じる．モード制御振動子を適切に設計す

ることにより，内部系モード間にうなりの条件を与えることができる．擬モーダルモデルのよう

に大振動子に対して並列に小振動子が結合した連成振動系においては，Grover が小振動子間で

エネルギー移動が生じることを報告している(Grover and Sengupta, 2002)．本研究では Grover に

よるモード間の振動エネルギー移動の設計方法を拡張し，端部可動振動子の設計に用いること

により，内部系モード間のエネルギー移動を実現する．内部系モードに取り込まれた主系構造物

のモードの振動エネルギーは，内部系モード間のエネルギー移動を介して，モード制御振動子に

移動する．モード制御振動子に振動エネルギーが集まったタイミングで可変減衰器を作動させ，

系の制振を実現する．本手法においては，端部可動振動子とモード制御振動子の設置が必要では

あるが，モード制御振動子のみを観測対象とすれば良く，可変減衰器の設置を主系構造物におく
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必要がないため，設置が容易で簡素なシステムを構成することができる．また，可変減衰器を作

動させる制御則も非常にシンプルであり，高価な DSP を用いず構成することができ，低コスト

化にも貢献できるものと考えられる． 

 

 

Fig.1.5 Concept of propose semi-active absorber. Mode control oscillator has the displacement sensor and the 

active damper.  

 

 

1・2 本研究の目的 

上記で提案した新しいセンシング方法と制振方法の実現に向けた基礎検討として，本研究で

は，二つの多自由度連成振動系における振動エネルギーの移動現象について議論する．その一つ

は，前述の Patel の類推モデルにおける三自由度衝突系を対象に，波動アルゴリズムの観点から

エネルギー移動の発生条件を明らかにする．特に系の質量やばね定数に関する設計条件，および

衝突周期などの衝突条件について明らかにする．これにより，将来のセンシング法設計に向けた

解析的基礎資料を得ることを目的とする． 

もう一つは，Grover のモデルを利用した多自由度連成振動系であり，内部系モード間のエネル

ギー移動を実現するばね定数や質量の設計条件について明らかにする．これにより，将来の内部

系モードを用いた制振法の設計に向けた解析的基礎資料を得ることを目的とする． 

 

 

1・3 本研究の構成 

研究の目的を述べた本章に続く第 2 章では，振動エネルギーの移動現象に関する基礎事項，

Grover アルゴリズムに関する基礎事項，Grover アルゴリズムの古典的類推問題に関する基礎事

項について整理する． 

第 3 章では，多自由度衝突振動系である Patel の類推モデルについて，波動アルゴリズムの定

式化をおこない，波動アルゴリズムにおける遷移行列から，内部共振条件の導出と衝突周期に関

する条件を求めた．これにより，Patel の指摘する内部共振条件より広い範囲の内部共振条件が

存在することを明らかにした．さらに，衝突振動に内在する概周期振動や分数調波振動の存在に

ついて，Bloch 球表示を導入し議論し，Bloch 球の幾何学的考察より，概周期振動の周期の導出

をおこなった． 
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第 4 章では，前述の多自由度衝突振動系について，状態遷移行列を援用し，系の離散的状態ベ

クトルの漸化式表示を導出し，衝突速度が 0 付近になる Graze 衝突について解析をおこなった．

その結果，振動のエネルギー移動に伴って，Graze 衝突が発生することや，その発生周期を明ら

かとした．また，一定衝突位置の発生条件や，振動のエネルギー移動の事例を数値計算により示

した． 

第 5 章では，前述の多自由度衝突振動系に比例粘性減衰を導入し，減衰が振動のエネルギー移

動に与える影響を明らかにした．比例粘性減衰が質量剛性のみに比例する場合と質量行列と剛

性行列の和に比例する場合の双方について検討し，剛性行列を含めた場合に，振動エネルギーの

移動周期が変調されること，またその極限として周期的なエネルギー移動が生じない，一方向の

振動エネルギーの移動が発生することを明らかにした． 

第 6 章では，多自由度振動系である Grover の類推モデルを用いた，内部系モード間の振動エ

ネルギー移動現象について検討した．本章では端部可動振動子を有する等質量二自由度系を対

象に，擬基準座標変換法を適用し，擬モーダルモデルを求めた．この擬モーダルモデルは，元の

等質量二自由度系の振動モードを表す内部系モードの振動子が並列に端部可動振動に接続する

形式となる．本研究ではこのモデルが Grover の類推モデルと等しくなることを指摘し，内部系

モードに対する新たな境界座標を設定することにより，Grover の類推モデルと等価な設計が可

能であることを示した．また数値計算により上述の設計法による系において，等質量二自由度振

動系の内部系モード間で振動エネルギーの移動現象が発生することを明らかにし，等質量二自

由度系が同相状態と逆相状態を繰り返す状態間遷移を発現することを示した．また比例粘性減

衰に影響についても検討し，第 4 章と同様，振動エネルギーの移動方向が一方向となることを数

値計算によって示した． 

第 7 章では，第 6 章で得た多自由度振動系である Grover の類推モデルを用いた内部系モード

間の振動エネルギーの移動を実現する設計方法を，より一般の多自由度系に適用すべく設計法

の拡張をおこなった．設計問題を具体化するために，主系のモード振動子と連成させるモード制

御振動子を新たに導入し，端部可動振動子の設計問題と合わせて，部分空間共鳴構造設計法を明

確化した．設計事例として，等質量三自由度系を主系とした場合について検討した．数値計算に

より，内部系モード間の振動エネルギーの移動の発生を確認するとともに，主系モードの振動エ

ネルギーがモード制御振動子に移動することを確認した． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

第 2章 基礎事項 
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2・1 振動エネルギーの移動現象に関する基礎事項 

多自由度連成振動系における振動エネルギーの移動現象に関する研究の歴史は古く，初期の

研究は Hartog(Hartog, 1956)によりまとめられている．Hartog の著書では線形系の自由振動にお

ける固有振動数の重複であるうなりによるエネルギーのわたり歩きに関する記述がある．Hartog

は連成ばねを有する連成振子，並進運動と傾き振動が連成する車体系，並進運動とねじり振動が

連成する Wilberforce のばね等を例示している．以下では，各事例を具体的に紹介する．連成ば

ねを有する連成振子のモデルを図 2.1，並進運動と傾き振動が連成する車体系のモデルを図 2.2，

並進運動とねじり振動が連成する Wilber-force のばねのモデルを図 2.3 にそれぞれ示す． 

連成ばねを有する連成振子は，長さ l の剛体棒，先端集中質量 m で構成された二つの振子がば

ね定数 k の連成ばねによって結合された系である．図中，二つの振子の回転支点周りの鉛直方向

からの回転角をそれぞれ1，2とおくと，回転運動に関する運動方程式は式(2.1)と表される． 

 
 









0

0

2
2

1
2

2
2

2
2

1
2

1
2





kamglkaml

kakamglml




                       (2.1) 

 

式(2.1)のにおける二つの振子の回転角は，連成ばね k を介して連成している．このような系は

静連成と呼ばれている(田島，1970)． 

 

 

Fig.2.1 Schematic figure of coupled pendulum. The pendulums swing either with each other or against each 

other. 

 

次に，重心 G の鉛直並進振動と重心周りの傾き回転振動が連成している車体系は，間隔 2l，

ばね定数 k の二つのばねで質量 m の車体が支持された系である．鉛直並進振動における重心の

鉛直方向の座標を x，車体の重心周りの回転角を，車体の慣性モーメントを I とすると，鉛直

並進振動及び回転振動に関する運動方程式は式(2.2)となる． 

   
   








0

0





lxkllxklI

lxklxkxm




                         (2.2) 
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式(2.2)は，鉛直並進振動の座標と重心周りの回転振動の回転角が，支持ばね定数 k を介して連

成している系である．こちらも先と同様，静連成の系であるが，先の(2.1)では連成している座標

系が共に回転角であったのに対し，本系は並進振動と回転振動との連成であり，一見異なる座標

間で連成している点に注意が必要である． 

 

 

Fig.2.2 Schematic figure of an automobile chassis on the springs. Two natural motions of the mass are possible. 

(1) a bobbling up and down parallel and (2) a rocking about the center of gravity G. 

 

次に，Wilberforce のばねについて考える．Wilberforce のばねは，運動の面白さから玩具や教育

教材として，今日でも広く扱われている．Berg(Berg and Marshall, 1991)が固有振動数とモード形

状に関する考察をおこなっているので，これを元に紹介する．Wilberforce のばねは，質量 m，ば

ね定数 k のばねからなる鉛直並進振動体とねじり変形剛性のねじりばね，慣性モーメント I の

集中質量からなる回転振動体から構成される．この系のラグラジアンは式(2.3)となる． 

 xkxIxmL
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1 2222                        (2.3) 

ここでは連成の結合定数である．これより，ラグランジュ運動方程式を求めると，式(2.4)と

なる． 














0
2

1

0
2

1

xI

kxxm









                              (2.4) 

 

こちらも先の式(2.2)と同様，鉛直並進振動体の並進座標と回転振動体の回転座標が結合定数

の項を介して連成している．Wilberforce のばねでは，連成項が各自由度の絶対座標に比例し，相

対座標に比例していない点が異なる． 
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Fig.2.3 Schematic figure of Wilberforce pendulum. The coupled mode between longitudinal mode and 

rotational mode are excited.  

 

Hartog はこれらの系を例示し，エネルギーの渡り歩きを固有角振動数の重複とモードの重ね

合わせの観点から説明している．ここでは簡単のため，図 2.1 の連成振子の系について考察し，

各々の振子の長さや質量は同一の場合を想定する．初期条件を1 = 1，2 = 0，d1/dt = 0，d/dt = 

0 とした場合の式(2.1)の自由振動解は式(2.5)となる． 
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                                                        (2.5) 

ここで1，2はそれぞれ連成振子の 1 次と 2 次の固有角振動数であり1 < 2である．自由振

動解はそれぞれの固有角振動数成分の重ね合わせとなっている．連成ばね定数 k が小さく，1 次

と 2 次の固有角振動数が近接していれば，式(2.5)はうなりの条件を満たす．式(2.5)に三角関数の

和の公式を適用し整理すると，式(2.6)となる． 
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式(2.6)は二つの三角関数の成分より構成されている．第一項は固有角振動数の差の成分，第二

項は固有角振動数の和の成分である．うなりの条件を満たす場合，固有角振動数の差の項と和の

項の運動が分離され，波形は緩やかな振幅の変調を伴った形状となる．差の項は緩やかな振幅の

変化を代表する包絡線を表し，和の項は包絡線内の速い振動数成分を表す．運動の時間変化を考

えると，時刻 t = 0 の場合1 = 1，2 = 0 であり，初期条件を満たす．時刻 t = 2n(2-1)，n は

正整数の時刻では1 = ±1，2 = 0 であり図 2.1 の左側の振子のみが揺れている状態を表す．他

方，時刻 t = m(2-1)，m は正整数の時刻では1 =0，2 = ±1 であり図 2.1 の右側の振子の

みが揺れている状態を表す．両者は交互に生じ，二つの振子の間で緩やかな振幅の増減が交互に

発生する． 

この状態をモードの重ね合わせの観点から概説する．Hartog によるエネルギーの渡り歩きの

概念図を図 2.4 に示す．図 2.4 では図 2.1 の連成振子を示している．図中(a)は左側の振子のみ振

動する状態，(b)は右側の振子のみ振動する状態をそれぞれ表す．連成振子の固有モードは，連成

振子の各固有角振動数に対応して二つある．低次の固有角振動数1 に対応するモードは二つの
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振子が同じ方向に変位する同相モード，高次の固有角振動数2 に対応するモードは二つの振子

が逆方向に変位する逆相モードである． 

 

 

(a) 

 

(b) 

Fig.2.4 Any motion can be broken up into the sum of two natural motions having the two different natural 

frequencies 1 and 2. 

 

最初に初期条件(1 = 1，2 = 0，d1/dt = 0，d/dt = 0)に相当する図中(a)の状態を考える．初期

条件下では，左側の振子のみ変位を持つ．これを空間的な変位分布であるモードと対応させると，

同相モードおよび逆相モードの左側の振子が同方向に変位する状態に対応する．左側の振子は

同相モードと逆相モードの双方の振幅が足し合わされる．他方，右側の振子は同相モードと逆相

モードとで振幅が減じられる．この結果，左側の振子のみ変位を持つ振動状態となる．他方，時

間が経過すると，同相モードと逆相モード間の固有角振動数差に呼応した位相ずれが生じる．結

果，同相モードと逆相モードの位相差がとなる時刻が現れる．これが，図中(b)の状態である．

逆相モードの位相が反転したため，同相モードおよび逆相モードの左側の振子が逆方向に変位

している．左側の振子は同相モードと逆相モードの双方の振幅が減じられ，他方，右側の振子は

同相モードと逆相モードとで振幅が足し合わされる．この結果，右側の振子のみ変位を持つ振動

状態となる．これが交互に発生して，振動が空間上を渡り歩くよう観察される． 

田島(田島，1970)はエネルギーの立場から解析的な検討を示している．田島が概説に用いた二

自由度振動モデルを図 2.5 に示す．なお，この系の運動方程式の解は式(2.5)と同様である． 
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Fig.2.5 Schematic figure of two degree-of-freedom system. (a) shows the subsystem with x2 clamped, (b) 

shows the subsystem with x1 clamped.  

 

系全体のエネルギーを E とすれば，式(2.7)となる． 

          constExx
k

x
k

x
k

x
m

x
m

E  0
2

21
2

2
2

1
2

2
2

1
2

'

2222
           (2.7) 

ここで図 2.5 の二自由度系のうち，各々の質量に固定壁を考えた分系を仮想する．座標 x2をと

る質量を固定壁とした場合の分系を図 2.5(a)，座標 x1をとる質量を固定壁とした場合の分系を図

2.5(b)にそれぞれ示す．これらの分系は一自由度系であるため，それぞれエネルギーを求めると

式(2.8)となる． 

    

    22
2

22

2
1

2
11

'
2

1

2

'
2

1

2

xkkx
m

E

xkkx
m

E









                          (2.8) 

ここで E1は分系(a)のエネルギー，E2は分系(b)のエネルギーを表す．E1，E2はそれぞれ変位 x1，

x2を与えるエネルギーを考える目安となる．ここで，式(2.8)に式(2.5)を代入して整理すると，式

(2.9)となる．なお，本系の固有角振動数はそれぞれ1
2 = k / m，2

2 = (k + 2k’) / m とした． 
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
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E
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1

2cos'2cos'cos)'2()'(2

cos)'2()'(2)'(4

16

1

2cos'2cos'cos)'2()'(2

cos)'2()'(2)'(4

16

1









      (2.9) 

ここで k’ / k << 1 として，k’ / k を含む項をランダウの記号 O(k’/k)で整理すると式(2.9)は式(2.10)

となる．ここで，式(2.9)の根号の項は 1 次の Taylor 展開で展開した後に O(k’/k)で整理した． 
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   

   )/'(cos1
4

)/'(cos1
4

122

121

kkOt
k

E

kkOt
k

E









                      (2.10) 

これより，式(2.11)を得る． 

 )/'(1
2

21 kkO
k

EE                             (2.11) 

式(2.11)より，O(k’/k)の誤差の範囲内で E1と E2の和は一定であり，その各々の全エネルギー量

が周期 2/)で互いに入れ替わっている．したがって，本現象がエネルギーの渡り歩きであ

ることが解析的にも示された．田島は上記の説明とともに，連成系の事例を拡充して表にまとめ

ている．加えて現象の初期条件に関して，現象の観察できる場合とできない場合について示して

いる．この後，中井(中井，北野，1984)がはつ弦の自由振動を対象に，はりと弦の連成系につい

て実験と理論解析おこない，連続体におけるエネルギーのわたり歩きについて詳細に報告して

いる． 

上述の研究により，線形系の自由振動については，エネルギーのわたり歩きの基本的な発生メ

カニズムの解明を終えているが，これらは現象の説明に留まり，本現象を利用した設計手法や振

動利用方法に関する研究は未だに十分に行われていない． 

 

次に，非線形系に関する研究として，内部共振系を扱った研究がある．内部共振系とは，多自

由度の振動系において，対応する固有振動数の間に整数比の関係をもつ系である．変位，速度，

加速度と復元力の間に非線形関係を有する弱非線形系においても内部共振の研究は古く，

Nayfeh(Nayfer, 2000)によって体系的にまとめられている．ここでは，Nayfeh の著書を参考に，非

線形内部共振系のエネルギー移動に関する基礎事項について概説する．ここでは，一般の二自由

度系について考え，一般的な二自由度系の支配方程式を導く．座標 u1，u2は各々の静的平衡点か

ら測った一般座標とし，系の運動エネルギーとポテンシャルエネルギーを 3 次の多項式形式で

表現すると，式(2.12)，式(2.13)となる． 
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 
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

         (2.12) 

 xukukuK

uuKuuKuKuuKuKuKV

2
22

2
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3
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2162

2
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3
14213

2
22

2
11

2

1

2

1




              (2.13) 

ここで，Mj，mj，ki，Kj，Gj は系の質量やばね定数を表す実定数である．変数 x は強制変位を

表す．ジャイロ系を含むため，運動エネルギーに𝑢𝑖𝑢̇𝑗の項を含む．運動エネルギーT，ポテンシ

ャルエネルギーV における 2 次，3 次の項は，運動方程式における線形項，2 次非線形項をそれ

ぞれ表す．エネルギーに 4 次の項を含む場合，運動方程式における 3 次非線形項が現れる．ポテ
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ンシャルエネルギーV を用いて，静的平衡点を求めることができる．静的平衡点では力が釣り合

っており，一般座標 u1，u2は 0 であるから，以下の式(2.14)が成り立つ． 

2,1for0

021








j
u

V

uu
j

                          (2.14) 

ここで，無減衰系ならば拡張ハミルトン原理(extended Hamiltonian principle)(Meirovitch, 1970)を

用いて運動方程式を導くことができる．拡張ハミルトン原理は式(2.15)で表現される． 

  0

2

1


t

t

nc dtWL                               (2.15) 

ここで t1と t2は区分時間の境界値を定める任意の時刻を表し，L = T – V は系のラグランジア

ンを示し，Wncは非保存力による仮想仕事を表す．ここで，Wnc = 0 の非保存力が作用しない系を

考えると，ハミルトン原理より，運動方程式は式(2.16)となる． 
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                     (2.16) 

上式に運動エネルギーTとポテンシャルエネルギーVを代入し，整理すると運動方程式として，

式(2.17)，式(2.18)を得る． 
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      (2.18) 

ここで，式(2.17)および式(2.18)の左辺の調和励振を表す三項はパラメトリック励振項であり，

右辺の調和励振を表す項は強制外力項である．ここで，線形モードベクトルを用いたモード座標

形への変形をおこなう．この変換により，非線形内部共振系の特徴であるモード間エネルギー移

動を具体的に記述することが可能になる．式(2.17)，式(2.18)の非線形項，調和励振項を除くと，

線形系の同次運動方程式(2.19)を得る． 
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ここで，質量行列の非対角成分がある場合を慣性連成(inertial coupling)，または動連成という．

一方，剛性行列に非対角成分がある場合を弾性連成(elastic coupling)，または静連成という．もし

剛性行列が非対称である場合には，循環力または従動力の作用する系となり，運動方程式は非自

己随伴微分方程式の問題となる(Bolotin, 1963),(Bolotin, 1964)．式(2.19)の固有値問題を解き，固有

ベクトルを並べた変換 P を考え，式(2.20)の主軸変換を定義する． 
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u
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                                (2.20) 

ここで，固有ベクトル行列の各列の成分は p1 = {p11, p12}T，p2 = {p21, p22}Tであり，それぞれ，

固有角振動数1
2，2

2に対応する．これを式で表すと，式(2.21)となる． 

pp MM 2                                  (2.21) 

また固有ベクトルは質量行列に関し，式(2.22)のように規格化される． 

IMPPT                                   (2.22) 

これら変換を運動エネルギーT の式(2.12)，ポテンシャルエネルギーV の式(2.13)に代入して整

理すると，式(2.23)，式(2.24)となる． 
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  2
4

2
29218

2
17

2261252141132211

212615
2
22413

2
12211

2

1

~~~~1
2

1~~1
2

1

xMxvgvvgvg

xvvgvvgvvgvvgvgvg

vvvmvmvvmvmvvmvmT













          (2.23) 
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ここで，各変数は 
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22221121221111 , pGpGgpGpGg                       (2.28) 
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となる．上述の運動エネルギーとポテンシャルエネルギーを用い，モード減衰率を加えた運動

方程式は式(2.29)，式(2.30)となる． 
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    (2.29) 
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    (2.30) 

式(2.29)と式(2.30)を摂動法によって解析する．摂動法とは運動方程式の解を，微小量のべき

乗の関数によって表現する方法である．運動方程式の解を式(2.31)の形に仮定する． 

2,1for)()();( 1

0

 



 jOtvtv N

N

i

ji
i

j                     (2.31) 

例えば，1 次の微小量を考えた場合には，式(2.31)は式(2.32)の形の解を仮定することになる． 

2,1for)()()();( 2
10  jOtvtvtv jjj                     (2.32) 

式(2.32)を運動方程式に代入して，微小量の次数のべきでまとめると，各微小量の次数に応じ

た運動方程式系を得ることができる．各次数の運動方程式を解くことにより，次数毎の解 vji が

得られ，これを式(2.32)に代入し重ね合わせることにより，元の運動方程式の近似解を得ること

ができる． 

ここでは問題を簡略化するため，無減衰であり，慣性連成項，パラメトリック励振項，強制励

振項がなく，非線形連成項のみがある場合を考える．この時，運動方程式(2.29)，式(2.30)は以下

の式(2.33)，式(2.34)に書き改められる． 

  0ˆˆ2ˆ3 2
23212

2
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2
11  vvvvvv                        (2.33) 

  0ˆ3ˆ2ˆ 2
24213

2
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2
22  vvvvvv                       (2.34) 

式(2.33)および式(2.34)に式(2.32)を代入し，各次数での運動方程式系を示す．0 次の運動方程

式系は式(2.35)，式(2.36)となる． 

010
2
110  vv                                  (2.35) 

020
2
220  vv                                 (2.36) 
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1次の運動方程式系は式(2.37)，式(2.38)となる． 

20102
2
10111

2
111

ˆ2ˆ3 vvvvv                            (2.37) 

2
20420103

2
10221

2
221

ˆ3ˆ2ˆ vvvvvv                        (2.38) 

以上の運動方程式系を低次の方程式より順に解く．0次の運動方程式は無減衰系の運動方程式

であるので，式(2.39)，式(2.40)が解となる． 

 1011010 cos   tav                              (2.39) 

 2022020 cos   tav                             (2.40) 

以上の解を式(2.37)，式(2.38)の右辺に代入し，無減衰系の強制振動の運動方程式として解けば，

式(2.41)，式(2.42)が得られる． 
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    (2.42) 

以上の摂動法により，運動方程式の近似解を得ることができる．v11 は1，21，22，2-1，

2+1の角振動数を含み，v21は2，22，21，2-1，2+1の角振動数を含んでいる．元の線形

系の固有角振動数比1 : 2に有理数倍の関係がある内部共振条件が成り立つ場合，ここでは 1:2

の内部共振を考えると，非線形連成によって生じた高調波や結合調波成分間でのうなりが生じ，

先の線形系と同様のメカニズムでモード間のエネルギー移動が生じる．Nayfeh の著書では1 : 2 

= 2:1，1:1，3:1 の内部共振系を中心に取り扱っている．2:1 の内部共振系については，例として

二重振り子，ばね振子，オートパラメトリック動吸振器，船体のピッチ・ロール運動，アーチ，

液体容器の表面波，円筒シェルなどの系がまとめられている．2:1 の内部共振系では自由振動お

よび強制振動の双方において，振動のエネルギー移動が認められている．1:1 の内部共振系では，

例として球面振子，紐，梁，矩形板，円筒シェル，ローターディスク，動吸振器などの系がまと

められている．3:1 の内部共振系では，例として移動支持の二重振り子，軸方向荷重を有するは

りの曲げ振動，梁の縦振動，固定境界の座屈梁などの系がまとめられている．上述のように，内
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部共振系では，非線形連成項を介したうなりが生じ，多数の系で振動のエネルギー移動が確認さ

れている． 

 

他方，衝突やがたなど，変位と復元力の間に強い非線形関係を有する強非線形系における内部

共振の研究は，近年 Vakakis(Vakakis, 2009)らにより，Vibro-Impact Nonlinear Energy Sink (VI-NES)

による制振を目指して盛んに研究されている．通常，Nonlinear Energy Sink (NES)では線形モード

に非線形項を介した共鳴を発生させて，振動のエネルギー移動を積極的に誘起する．この際，非

線形要素は 3 次非線形ばねが用いられることが多い．しかしながら，過渡振動や自由振動への適

用では，より早い振動減衰が要求されることから，従来と異なる別のメカニズムが求められてお

り，VI-NES への期待が高まっている．しかしながら，多自由度衝突振動系を前提とする VI-NES

の研究では，対象となる系が非常に複雑であり，数値計算と実験による研究が主流である．これ

は多自由度衝突振動における解析研究自体が未だ十分でないという背景があり，現在も精力的

に研究が行われている(相原他，2009)，(相原，熊野，2011)，(相原，熊野，2016)，(原田他，2010)，

(原田，吉武，2013)． 

 

 

2・2 Groverアルゴリズムに関する基礎事項 

近年，量子コンピュータで実行される量子アルゴリズムに関する研究が行われている．その一

つに，ランダムファイル検索問題に対する Grover アルゴリズムがある(上坂，2000)．Grover アル

ゴリズムはランダムファイル検索問題を高速に解く手法として研究されている． 

古典的なランダムファイル検索問題を例に，最も一般的な線形探索のアルゴリズムの概念図

を図 1.6 に示す．  

 

 

Fig.2.6 Schematic figure of linear search algorithm. The system has the four memories, contains numerical 

values, 0 or 1. The algorithm gives the address of memory that contains 1.  

 

ここでは 4 つのメモリを考え，各々のメモリには’0’または’1’の数値が格納されているとする．

この場合，探索問題は，’1’の数値が格納されたメモリのアドレス(番地)を求める問題となる．線

形探索では，各々のメモリの数値を読出し，数値と目標となる数値’1’との差を比較する．そし

て，差が 0 となった番地を出力する．上記手順の Matlab による実装例を図 1.7 に示す． 
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   Algorithm 1 Linear search algorithm 

―――――――――――――――――――― 

MEMORY = [0; 0; 0; 1] 

[n,m] = size(MEMORY) 

Obj = 1 

for i = 1 : n 

J = Obj – MEMORY (i) 

if J == 0 

i 

end 

end 

   ―――――――――――――――――――― 

Fig.2.7 Example of implementation of linear search algorithm using Matlab. The algorithm requires the O(N) 

step calculation.  

 

線形探索では，メモリサイズ数 N と同じ回数の繰返し演算を含むため，探索を終えるまでに

O(N)回オーダーの計算を必要とする． 

次に，Grover アルゴリズムによる探索問題を考える．Grover アルゴリズムによる探索問題の

概念図を図 2.8 に示す． 

 

 

Fig.2.8 Schematic figure of Grover search algorithm. The algorithm contains the two processes, target 

inversion and average inversion.   

 

Grover アルゴリズムでは，最初に任意の始状態を設定する．多くの場合，各メモリに対して，

等振幅 1 / N0.5を与える．この始状態のベクトルを書くと，式(2.43)となる． 

Ts ]4/14/14/14/1[                       (2.43) 

次に，未探索のメモリからなるベクトルを，ターゲットベクトルとして定義する．Grover アル

ゴリズムでは，このターゲットベクトルを未開封のまま演算し，given の変数として扱う．ここ

では先のメモリの例と対応させ，式(2.44)と定義する． 

―――――――――――――――――――― 
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T]1000[                              (2.44) 

式(2.43)および式(2.44)より，Groverアルゴリズムを構成する 2ステップの演算子を次の式(2.45)

および式(2.46)ように定義する． 
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式(2.45)はターゲットベクトルに対する反転演算を表し，式(2.46)は始状態ベクトルの平均に対

する反転演算を表す．上述の各演算を順に始状態ベクトルに作用させる．最初のステップではタ

ーゲットベクトルに対する反転演算をおこなう．式(2.45)を式(2.43)に作用させると，図 2.8 の 1

ステップ目に対応する状態ベクトルの変化が生じる．この演算は，等振幅の状態ベクトルのう

ち，’1’のデータが格納されているメモリの位相が反転させられる効果を有する． 

本アルゴリズムは量子コンピュータでの実行を前提とする．量子力学的現象では，観測する際

の物理的過程において，確率振幅しか観測することができない．したがって，状態ベクトルの要

素が二乗され，位相の反転は区別することができない．よって，位相が反転したメモリの振幅と

それ以外のメモリの振幅を分配により変化させることで，両者を区別できるようにする必要が

ある． 

そこで，次のステップでは平均に対する反転演算をおこなう．式(2.46)を先の状態ベクトルに

作用させると，図 2.8 の 2 ステップ目に対応する状態ベクトルの変化が生じる．この演算は，図

2.8 の中段図に示す点線に対して折り返す反転に相当し，状態ベクトルの振幅を分配する効果を

有する． 

以上の操作により，状態ベクトルがターゲットベクトルと同値となり，探索が終了する．実際

の量子計算ではこの段階で観測が必要となるが，本研究では観測の問題については取り扱わな

い．Grover の探索アルゴリズムでは，探索を終えるまでに O( N )回オーダーの計算を必要とす

る．図 2.8 の例では，ターゲットベクトルの反転演算 1 回と平均に対する反転演算 1 回の計 2 回

の計算で探索が完了する．よって O( 4 ) = O(2)回の計算量となる．他方，Grover アルゴリズム

の特徴として，状態ベクトルに対する振幅増幅機構が挙げられる．状態ベクトルの振幅に着目す

ると，始状態において等しくある振幅が，反転演算を受けたアドレスに集まり，増幅する性質が

あることがわかる．後述するが，この性質は振幅増幅機構として幾何学的に詳細に研究されてい

る． 

上記手順の Matlab による実装例を図 2.9 に示す． 
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――――――――――――――――――― 

   Algorithm 2 Grover search algorithm 

―――――――――――――――――――― 

MEMORY = [0; 0; 0; 1] 

[n,m] = size(MEMORY) 

S = ones(n,1) / sqrt(n) 

Ut = eye(n) – 2*MEMORY*MEMORY’ 

   Us = 2*S*S’ – eye(n) 

for i = 1 : around(sqrt(n)) 

S = Us*Ut*S 

end 

   ―――――――――――――――――――― 

Fig.2.9 Example of implementation of Grover search algorithm using Matlab. The algorithm requires the 

O( N ) step calculation.  

 

これまでに Grover アルゴリズムの状態遷移を幾何学的に解析した研究がおこなわれている

(Long, 2001)，(Imre and Brazis, 2004)．本節では，Long により提案された一般化 Grover アルゴリ

ズムについて概説する．量子力学に従う状態ベクトルは，各要素に振幅と位相をもつ複素数で定

義され，各要素の二乗は確率振幅を表している．ターゲットに振幅が集中している状態と集中し

ていない状態の二状態を考えることで，この重ね合わせによって，任意の状態を記述する．これ

はターゲットのメモリと非ターゲットのメモリからなる直交状態を考えることに対応する．以

上の条件を用いて，任意の状態は式(2.47)で表される． 

  ˆcossin 0j
e                          (2.47) 

ここで，正規直交基底は式(2.48)となる． 

   TT
10ˆ,01                              (2.48) 

式(2.48)の第一式はターゲットに振幅が集中している状態を表す基底ベクトル，第二式は集中

していない状態を表す基底ベクトルをそれぞれ表している．式(2.47)のベクトルの複素数要素の

振幅比と位相差を用いてリーマン球面を定義し，図 2.10 の Bloch 球を定義する．球面の北極点

はターゲットに振幅が集中している状態  を表し，南極点は集中していない状態 ̂ を表す．式

(2.47)のベクトルの要素の振幅比は球面の北極点からの緯度を表し，位相差は経度をそれぞれ表

す．以上の定義により，任意の状態は，球面上の点によって表される． 

Long は Bloch 球面上での状態遷移の観点から，Grover アルゴリズムを二つの回転行列の形で

拡張をおこなっている．先の Grover アルゴリズムと対比させるため，初期位相差を表す0 = 0 と

し，正規性を満たすよう振幅比を式(2.49)と定義する． 
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以上を用いると，始状態ベクトルは式(2.50)となる． 

 

 

Fig.2.10 Bloch sphere mapping of state transition between targeted state and non-targeted state. Spherical 

location is designated as the ratio of complex amplitude and the phase difference.  

 

 ˆcossin s                            (2.50) 

Bloch 球面上での回転行列を式(2.51)で定義する． 

IsseUeIU j
s

j
t  )1(,)1(                    (2.51) 

式(2.51)の第一式は，ターゲットベクトルに対する回転角の回転演算 Ut であり，北極と南極

を結んだ線を軸とする回転を表す．第二式は始状態ベクトルの平均に対する回転角の回転演算

Usであり，始状態ベクトルを軸とする回転を表す． 

 

2・3 Groverアルゴリズムの古典的類推問題に関する基礎事項 

これまでに Grover アルゴリズムを内在する力学系との古典的類推問題を扱う研究が多数おこ

なわれている(Patel, 2006), (Grover, 1997), (Grover and Sengupta, 2002)．多自由度連成振動系を扱っ

た研究として，Grover，Patel が提案した代表的な二つのモデルがある．Grover は多自由度振動

系を対象とし，うなり現象との対応から古典的類推問題を論じている(Grover and Sengupta, 2002)．

この系における Grover の振動モデルを図 2.11 に示す．Grover のモデルは，例えば長さ L，質量

M の大振子に対し，長さ l，質量 m / N の N - 1 個の小振子，長さ l1，質量 m1 / N の特殊小振子が

並列に取り付けられた連成振子である． 
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Fig.2.11 Schematic figure of multiple pendulum system. The system has a large pendulum, the N-1’s small 

pendulums and a short small pendulum.  

 

図 2.11 の系におけるラグランジアンは式(2.52)となる． 
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ここで，各振子のばね定数は式(2.53)で表される． 
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ここで，小振子の平均位置，特殊小振動子への座標変換として式(2.54)を定義する．  

1

2

1
,

1

1
x

N
x

N
x

N

j

j 


 


                          (2.54) 

式(2.54)を式(2.52)のラグランジアンに代入し，O(1/N)オーダーの項を無視して整理すると，簡

略化したラグランジアンは式(2.55)となる． 
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式(2.55)は大振子，特殊小振子，小振子の平均位置の連成振動を表している．ここで，N が非

常に大きい極限を考えると，特殊小振子と大振子との連成が小さくなる．この時，大振子と平均

小振子の連成振動の固有角振動数と特殊小振子の固有角振動数を独立に設計することができ，

両者の間でうなりの条件を与えることができる．大振子と平均小振子の部分系に対する固有角

振動数を+，-とすると，特殊小振動子の固有角振動数1を，+，-のどちらか一方と等しくす

ることで本条件を満たすことができる．連成振動のモードは平均小振子の運動を代表するため，

うなりによって，平均小振子と特殊小振子の間で周期的な振動エネルギーの移動現象が発生す

る． 
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2・4 本論文で用いる主な記号・単位 

E ：大振動子の全エネルギー [J] 

1 ：衝突振動子の全エネルギー [J] 

2 ：非衝突振動子の全エネルギー [J] 

K ：大振動子ばね定数 [N/m] 

1k ：衝突小振動子ばね定数 [N/m] 

2k ：非衝突小振動子ばね定数 [N/m] 

M ： 大振動子の質量 [kg] 

1m ：衝突振動子の質量 [kg] 

2m ：非衝突振動子の質量 [kg] 

t ：時間 [s] 

t ：衝突周期 [s] 

X ：大振動子の変位 [m] 

1x ：衝突小振動子の変位 [m] 

2x ：非衝突小振動子の変位 [m] 

V ：大振動子の速度 [m/s] 

1v ：衝突小振動子の速度 [m/s] 

2v ：非衝突小振動子の速度 [m/s] 

e
C ：大振動子の外部減衰係数 [N/(m/s)] 

i
C ：大振動子の内部減衰係数 [N/(m/s)] 

e
c

1
：衝突小振動子の外部減衰係数 [N/(m/s)] 

i
c

1
：衝突小振動子の内部減衰係数 [N/(m/s)] 

e
c

2
：非衝突小振動子の外部減衰係数 [N/(m/s)] 

i
c

2
：非衝突小振動子の内部減衰係数 [N/(m/s)] 

 

K ：端部可動振動子のばね定数 [N/m] 

b
k ：等質量二自由度振動系の弾性支持部のばね定数 [N/m] 

c
k ：等質量二自由度振動系の結合ばね定数 [N/m] 

M ：端部可動振動子の質量 [kg] 

m：等質量二自由度振動系の第一および第二質量 [kg] 

t ：時間 [s] 

X ：端部可動振動子の変位 [m] 

1
x ：等質量二自由度振動系の第一質量の変位 [m] 

2
x ：等質量二自由度振動系の第二質量の変位 [m] 

V ：端部可動振動子の速度 [m/s] 

1
v ：等質量二自由度振動系の第一質量の速度 [m/s] 

2
v ：等質量二自由度振動系の第二質量の速度 [m/s] 

Ci：端部可動振動子の内部減衰係数[Ns/m] 

Ce：端部可動振動子の外部減衰係数[Ns/m] 

cbi：等質量二自由度振動系の弾性支持部の内部減衰係数[Ns/m] 

cci：等質量二自由度振動系の結合部の内部減衰係数[Ns/m] 

cme：等質量二自由度振動系の外部減衰係数[Ns/m] 
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m：主系およびモード制御振動子の質量[kg] 

k：主系のばね定数[N/m] 

kb：モード制御振動子のばね定数[N/m] 

kc：モード制御振動子のばね定数[N/m] 

xi (i = 1, 2, …,N)：主系の質量の変位[m] 

xc：モード制御振動子の変位[m] 

t：時間[s] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

第 3章 三自由度内部共振衝突振動系における概周期振動 

と振動エネルギー移動 
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3・1 緒言 

一つの大振動子に並列に複数の小振動子が接続された多自由度非線形振動系の定量的な理解

は，インフラ設備や構造物の新しいセンシング方法の設計において重要となる． 

特に振動子の固有振動数 i （ ni ,,2,1  : n は自由度の数）が  0iim （ im は整数であり，そ

のうち少なくとも二つは 0 ではない）の条件を満たす内部共振条件を有する場合，Bajaj らの解

析(Bajaj and Vyas, 2006)が示すように，多体振動子間にはパラメトリック振動に特有なモード間

のエネルギー移動である概周期振動や分数調波振動等の非線形系に特徴的な現象が観察されて

おり(2) ～(7)，振動子間の相互作用について，より定量的な理解が望まれる． 

従来，非線形多体内部共振系の解析には，平均化法や調和バランス法等の微分方程式の近似解

によって，これらの系が示す概周期振動や分数調波振動現象の説明が試みられてきた(山本，安

田，1976), (山本他，1977), (山本他，1979), (石田，山本，1986), (安田他，1986), (葉，安田，1986), 

(今村，2004)．しかし，一般に微分方程式の近似解は，時間発展による真の解からのかい離が避

けられず，長時間にわたる振動現象の特徴を理解するのには適さない場合が多い． 

一方，一つの大振動子に並列に複数の小振動子が接続された多自由度非線形振動系は，被接続

振動子と接続多体振動子全体の重心の二体問題が含まれるものの，本質的には三体問題である

ことから，一般には，解析的な理解が難しい．Bajaj らの例でも，振動子数の増加に伴い系の挙

動が複雑化し，カオスが観察されることが指摘されており，初期条件の違いにより振動の振る舞

いに大きな変化が現れる． 

非線形振動の一種である衝突振動系は，衝突間の系の時間発展が線形であるため， 区間解が

解析的に導出できる．よって求解の際に近似を用いないため，長時間の時間発展に現れる系の特

徴を理解するうえで効力を発揮する(今村，2004),(前澤，渡部，1975)．また非線形の原因となる

衝突時間を微小時間として取り扱えることから，特殊な条件下において，系に含まれる大振動子

の影響を残りの並列に接続される小振動子間の相互作用から切り離すことが可能となる．これ

により，例えば本章の三振動子からなる系から二小振動子間の相互作用のみを議論することが

可能となる． 

Patel は，一つの大振動子に並列に接続された二体衝突小振動系と量子情報におけるファイル

検索アルゴリズムである Grover アルゴリズム(Grover and Sengupta, 2002)との類似性から，固有

振動数の比が p+1/2:1/2（p：自然数）となる内部共振の条件下で，非衝突小振動子のエネルギー

が衝突小振動子に集中する現象が存在することを指摘した(Patel, 2006)．これは特殊な非線形多

体振動現象が量子アルゴリズムと同様に状態ベクトルに対する演算子の列による操作で表現さ

れることを示唆している．このことから非線形系に特徴的な現象の多くが，演算子の並びからな

るアルゴリズムの働きとして理解されることが期待される． 

そこで本章では，一つの大振動子に並列に接続された二体衝突振動系の振る舞いを表現する

複素状態遷移行列からなる演算子の定式化をおこない，演算子が持つ特徴から，大振動子の状態

が小振動子間の相互作用に影響しない一般条件を導出する．三体振動系から抽出した二体小振

動子間の相互作用を表す演算子から，相互作用を Bloch 球によって表現する．加えて，二小振動

子が同位相，もしくは逆位相で振動する初期条件下において，小振動子全体のエネルギーが，周

期的に一方に完全移動する現象（完全概周期振動）が起こる条件について議論をおこなう．衝突

振動は一般に振動壁の位置に大きく依存する．本章では衝突周期と初期位置を固定することと

し，釣合位置における衝突のみ議論する． 
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3・2 解析モデル 

3・2・1 三自由度衝突振動モデル 

図 3.1 に本論文において対象とする三自由度衝突振動モデルを示す．三自由度衝突振動モデル

は質量 M，ばね定数 K を持つ一つの大振動子に対し，質量 m1，ばね定数 k1を持つ衝突小振動子

と質量 m2，ばね定数 k2を持つ非衝突小振動子が並列に結合したモデルである．変位は各振動子

の釣合位置からとり，大振動子の変位を X，衝突小振動子の変位を x1，非衝突小振動子の変位を

x2とする．このモデルにおいて質量 m1を持つ衝突小振動子に対し，ある衝突周期 t で外部の壁

から完全弾性衝突が与えられる．壁を任意に出し入れさせることにより，衝突位置は各振動子が

釣合位置に来た時に限られる．これより t は小振動子の周期の整数倍となる．また小振動子全

体の質量中心の座標を )/()( 212211 mmxmxmx  として定義する．  

 

 

Fig. 3.1 Multi-vibro-impact system with two identical, small oscillators coupled to one large oscillator. 

 

3・2・2 運動方程式 

減衰を考慮しないエネルギー保存系における図 3.1 の三体衝突振動モデルのラグランジアン

を(3.1)に示す．  
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これより各振動子の運動方程式を求め，代表長さを rX ，代表時間を rT として無次元化する．

無次元化した運動方程式は次式で与えられる． 
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ここで */"" dtd は無次元化時間による微分であり，代表時間は 11 //1 mkTr  とした．また代

表長さは単位長さとし， 1m を質量の代表とした．次に衝突振動子と非衝突振動子は同じ固有振
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動数を持つとし，ばね定数比および質量比の間に 12 kk  ， 12 mm  の関係があるとした．大振

動子と小振動子のばね定数比および質量比を 1
* / kKK  ， 1

* / mMM  とした．さらに座標変換
*
1

*
1 xx  ， *

2
*
2 xx  をおこなった．この系の固有角振動数は 

 

*

*

2
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1

1(
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1
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1
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
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12 
t
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となる． 

 

 

3・3 複素状態遷移行列の定式化 

3・3・1 固有モード空間への変換行列 

本章の三体衝突振動系における運動方程式(3.2)から固有モード空間  teeee
t

,,  を定義す

る． e ， e は大振動子と小振動子の質量中心とを二自由度連成振動系として見た場合の固有モ

ードであり， e ， e はそれぞれ同位相モードと逆位相モードに対応する．また te は小振動子の

質量中心からずれた振動子に対する振動モードを与える．位置ベクトルを ],,[ *
2

*
1

* xxXx t とお

くと，固有モード空間と位置ベクトルの間の写像は両者の関係 ePx  として， P が定義され

る． 
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また P の逆行列は 
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となる． 

 一方，速度ベクトルを ],,[ *
2

*
1

* vvVv t ，速度固有モード空間を  t
t

eeee  ,,  とおくと両者

は ePv  の関係がある． 

 

3・3・2 複素状態ベクトル 

式(3.2)の無次元運動方程式の解から求められる位置の複素状態ベクトル x は，位置ベクトル

x ，速度ベクトル v を用いて次式で与えられる． 
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vPiPQxx
11                              (3.6) 

 

これに対し，式(3.2)の微分方程式の解から速度の複素状態ベクトルも同様に定義でき， 

 

xiPQPvv
1                              (3.7) 

 

と書ける．ここで， 
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である．系の状態は(3.6)，(3.7)で表される複素状態ベクトルによって記述される． 

 

3・3・3 時間発展演算子 

前節で導入した複素状態ベクトル x に P-1 を作用させると，複素固有モード空間

eiQee
1 に写る．複素固有モード空間における微分演算子は，iQ に等しいことから，

複素固有モード空間における時間発展を表す演算子は， 
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と表される．ここで *t は前の衝突から次の衝突までの時間間隔である衝突周期を意味する． 

 

3・3・4 衝突演算子 

外部の壁による完全弾性衝突は速度空間での速度の反転を意味する．ここでは衝突に要する

時間が非常に小さいとすると，完全弾性衝突する直前と直後の複素速度状態ベクトルを結ぶ演

算子 tI は，この間の衝突小振動子における位相の跳びによって， 
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と表すことができる．ここで 1 は，衝突直前における速度の複素状態ベクトルの衝突小振動子

成分の持つ釣合位置を基準とした位相であり， ]2[exp
1
 i は完全弾性衝突による衝突小振動子

の位相の跳びを意味する．またこの衝突項を他の対角項に置くことにより，他の振動子に対する

衝突も表現できる． 
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3・3・5 複素状態遷移行列による系の状態の記述 

以上に定義した演算子から成る複素状態遷移行列によって系の状態変化を記述する．複素状

態ベクトルは位置の複素状態ベクトル x ，速度の複素状態ベクトル v のどちらを用いても

良い．ここでは速度の複素状態ベクトルを例にとる．ある時刻の系の状態 *X ， *
1x ， *

2x ， *V ，
*
1v ， *

2v から定められた任意の複素状態ベクトルを
v

 とすると， *t 秒後の系の状態は

vsv PPI  1'  によって表される．またさらに衝突小振動子に弾性衝突を加える場合には，衝

突後の複素状態ベクトルは衝突演算子を掛けた vtv I '''   によって表現される．衝突を tU ，

時間発展を sU とすれば衝突から *t 秒後の状態を表す衝突振動演算子 tsUUU  が得られる． 

これより，衝突周期をパラメータとする衝突振動における複素状態ベクトルの離散的な変化

を複数の演算子の掛け合わせによって表現できる．本章では演算子の並びに内在する規則性を

特に“波動アルゴリズム”と呼び，本章で取り扱う三体衝突振動系に現れる現象について，以下

で考察を行う． 

 

 

3・4小振動子間の相互作用 

3・4・1 衝突振動演算子に内在する二体間相互作用 

一般に三体間の相互作用は複雑な挙動を示し、小振動子二体間における規則的な相互作用

は，カオス的な挙動に隠されてしまうことから議論することが難しい．一方，多自由度系を構

成する各線形系の固有振動数が整数比となる内部共振現象においては，概周期振動や分数調波

振動といった特徴のある非線形現象が観察される．このことから，内部共振条件が，振動子間

の複雑な挙動を抑える働きと何らかの関係を持つことが示唆される． 

 そのため本章では， *t 秒ごとに衝突小振動子が弾性衝突を伴う系の状態変化を衝突振動演

算子U により表現し，衝突時における離散的な系の状態において，大振動子が他の小振動子の

挙動に影響を与えないで独立に振舞う内部共振条件を導出する．次にこの条件下で衝突振動演

算子に内在する衝突小振動子と非衝突小振動子間の二体間相互作用に起因した完全概周期振動

現象を波動アルゴリズムの立場から考察する． 

 

3・4・2 衝突振動演算子の成分とその意味 

衝突振動演算子 tsUUU  の各成分 ][ , jia は 
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(3.11) 

 

と表される．この演算子の各要素は， *t 秒ごとの衝突振動(12)に伴う系の状態変化における各

振動子間の相互作用を表す．ある時刻の複素状態ベクトルは衝突後，任意の時間発展が施される．

その際，系を離散的に捉えると， 12a は衝突小振動子から大振動子への相互作用を， 21a は大振

動子から衝突小振動子との相互作用を， 13a は非衝突小振動子から大振動子への相互作用を， 31a

は大振動子から非衝突小振動子への相互作用を表す． 31211312 ,,, aaaa の値が大きければ任意時刻

経過後の小振動子の状態は大振動子と小振動子との間の相互作用によって支配されていること

を意味する． 

これに対し， 23a ， 32a は衝突小振動子と非衝突小振動子の相互作用を表す．系を離散力学系

として捉えた場合，この値が 31211312 ,,, aaaa と比較して大きければ，衝突周期の時刻経過後に現

れる小振動子の状態は，衝突小振動子と非衝突小振動子との間の相互作用が主であることを意

味する． 

 

3・4・3 小振動子間の相互作用に着目した内部共振条件の導出 

振動子間の相互作用は時々刻々変化しているが，ある離散的な時間に着目することで，小振動子間で

起こる振る舞いが大振動子の影響を受けない状態が現れる．そこで本節では，衝突時の離散的な複素状

態ベクトルにおいて，大振動子とは独立に振舞う小振動子間の相互作用を引き起こす内部共振の発生条

件を議論する．そのため，大振動子と小振動子間の相互作用である 31211312 ,,, aaaa 成分が0 である場合に

ついて考察をおこなう． 

式(3.11)の大振動子と小振動子の相互作用を表す項 31211312 ,,, aaaa に現れる共通の項から，先の条件を

満たす十分条件として次式が得られる． 

 

  qt  2*                                 (3.12) 

 

ここで qは任意の自然数である． 

 一方，内部共振は，多自由度非線形振動において各振動子の振動数比が整数比で表される場合に生じ

る非線形現象である．本章の系が内部共振系である場合， gfe  を満たす自然数において，

gfet ::::   とおけ，式(3.3)の条件から， 
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fgfe t /,1,/                               (3.13) 

 

となる．よって，式(3.12)より，以下が成り立つ． 

 

   fqtge 2*                                      (3.14) 

 

以上の考察から， t ,, がこれらの条件を満足する場合，大振動子の状態に依らず，小振動

子間相互作用のみに起因した内部共振現象が現れることが期待される． 

 式(3.13)を満たす内部共振系について，数値計算した例を図 3.2，3.3 に示す．

15,5.0,5.2    とし，横軸に時間，縦軸に各行列要素を示す．各行列要素は複素数であ

るので，その絶対値をとって評価をおこなう．図 3.2 に大振動子と小振動子間の相互作用の行

列要素 31211312 ,,, aaaa の時間変化を示す．各行列要素は時間とともに周期的に変化し，時間 の

整数倍において各行列要素が全て 0 となる．これは(3.14)の条件を満たす．よってこの系の振動

の時間発展を衝突周期が の整数倍とする離散的な写像として扱った場合，あたかも小振動子

と大振動子の振る舞いを独立に議論することができ，三体問題から小振動子間の相互作用であ

る二体間の運動を抽出することができる． 

一方，図 3.3 は図 3.2 と同じの条件の下で計算した 33322322 ,,, aaaa の行列要素の時間変化を示

す．これらの行列要素も時間に伴い周期的な変化を示す．特に衝突振動子と非衝突振動子間の相

互作用である 3223 , aa は時刻 2 の奇数倍において極大値をとる．この時刻において大振動子と小

振動子の間の相互作用行列要素が 0 であることから，時刻 の偶数倍の衝突周期を与える離散

的な状態発展においては，小振動子間の相互作用に起因する現象がより明確に現れることが期

待される． 

他方，式(3.14)が満たされない場合，例えば衝突周期が の整数倍からずれた系においては，

大振動子と二小振動子間の相互作用行列要素が 0 とならず，離散的三体問題の振動応答が顕在

化する．衝突周期を僅かにずらした場合，離散的二体問題に摂動が加わった状態として解析する

ことができ，系はある摂動までロバスト性を持った準周期振動として振舞う．しかし，衝突周期

の大きなずれに対しては系にカオス的挙動が顕在化する． 
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Fig. 3.2 Matrix elements of interaction between the large oscillator and the small oscillators. 

 

 

Fig. 3.3 Matrix elements of interaction between the small oscillators. 

 

 

3・5 衝突振動系に現れる小振動子間の概周期振動 

3・5・1 二つの回転演算子と Bloch球 

前節でも述べたように，式(3.13)を満たす内部共振系において，衝突周期が 2 の奇数倍となった場合，衝

突振動演算子 tsUUU  における大振動子と小振動子の相互作用を表す 31211312 ,,, aaaa 成分が 0 となり，

逆に小振動子間の相互作用を表す 3223 , aa 成分が極大値をとることから， sU と tU から小振動子二体間の

相互作用を表す 2×2行列を独立に取り出すことができる． 

 いま小振動子における速度の複素状態ベクトル  21, vv
t

v   において，衝突小振動子もし

くは非衝突振動子のいずれかが速度を持ち，他の一方が静止する状態を  0,11 v
t

v   および

 22 ,0 v
t

v   と表し，基底ベクトルとする．この際， ftg /* ，   1/1sin とおくと，

sU ， tU から取り出した小振動子の時間発展，弾性衝突を表すそれぞれの演算子は以下のように

書き改められる． 
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これらをPauliの回転行列(山内，1957)によって表現すると 

 

0 2 4 6 8
0

0.5

1.0

0.5

1.0

0.5

1.0

0.5

1.0

Time, *t  

22a  

23a  

32a  

33a  



- 36 - 

 

)sin(cos

)
2

sin
2

)(cossin(cos

)2cos2sin(
2

1
)

2

1
(

20

3020
2

310





























i

iie

ee
U

i

ii

s

                 (3.17) 

 

)
2

2
sin

2

2
(cos 3

1
0

12

2 1



















ieU
i

t                    (3.18) 

 

となる．本章における小振動子間の状態の変化は，速度の複素状態ベクトルにおける小振動子

成分である ],[ 21 vv
t

v   の振幅比と位相差によって表される．いま振幅比を  tan/ 12 vv ，

位相差を とすると，正規化された速度の複素状態ベクトルは   2
2

2
121 /,ˆ

vvvvv  


と表さ

れ， 2 を緯度， を経度とする単位球である Bloch 球上に張られる．この Bloch 球の北極は衝

突振動子のみが動き，非衝突振動子が止まった状態 1v （ 0,0 21  vv ）に対応し，南極はその

逆の状態 2v （ 0,0 21  vv ）に対応する．このことから，極では各振動子に小振動子全体のエ

ネルギーが集中する．図 2.4 に示すように tU は Bloch 球の極軸周りに 12  の回転を表し，

sU は南極から子午線周りに 2 傾いた状態 s を中心とする軸（ s 軸）周りにの回転を表す

(Luo, et al, 2008)．また s は両振動子が同位相，同じ速度で振動する状態 ]cos,[sin ts  を表

す． tU ， sU ともに Bloch 球上の回転を意味することから，式(3.17)と式(3.18)の合成から 
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                (3.19) 

 

と表される．衝突周期 *t および衝突による位相の跳び が一定であった場合，U は固定軸を

一定角度で回る回転演算子となり，小振動子間に周期的なエネルギー移動や位相の変化が生じ

ることが示唆される． 

 以降では， fe / ， fg / ， 1t の内部共振を満たす三体振動系において，一つの

小振動子を釣合位置において完全弾性衝突させた際に，大振動子とは独立に小振動子間の相互

作用が発生する場合に限って議論を行う． 

 

3・5・2 小振動子間の完全概周期振動が発生する条件 

本節では，衝突小振動子が，釣合位置で完全弾性衝突する場合において，小振動子間の全エネ

ルギーが，衝突小振動子もしくは非衝突振動子にほぼ集中するような状態が周期的に交互に現
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れる完全概周期振動が現れる条件について考察をおこなう． 本章の衝突振動において，完全概

周期振動が起こる場合，速度の複素状態ベクトル v は， 1v と 2v を通る大円上を描く．Grover

アルゴリズムとのアナロジーから，衝突振動演算子がこの条件を満たすのは，   となる場合

のみである(Long, et al, 2001)．釣合位置における完全弾性衝突による位相の跳びは常に  1 と

なることから、完全概周期振動となる条件は， が の奇数倍となる場合に限られる．一方，釣

合位置において完全弾性衝突した場合，衝突周期 *t は の整数倍となるが，奇数倍の場合は，

式(3.15)より， EU s  （ E：単位行列）となることから，衝突における衝突振動演算子は，Bloch

球の極軸周りの   回転となり，衝突小振動子と非衝突小振動子は，同位相（ 0 ），もしく

は逆位相（   ）状態を繰り返す．つまり，釣合位置において，衝突壁が常駐していた場合に

は，概周期振動は起こらない．よって，衝突周期 *t が  の偶数倍であり，かつ

)/(2/* geqgftg   が の奇数倍となる場合には，これを必要条件として小振動子間に完

全概周期振動が起こる．この際U は，図 3.4 の一点鎖線で表される y 軸周りの回転を意味する 

 

)2sin2(cos 0 yts iUUU                         (3.20) 

 

となる．また完全概周期振動となるのは， y 軸周りの大円となることから，衝突小振動子と非

衝突小振動子は初期状態において同位相（ 0 ）,もしくは逆位相（   ）状態に限られ

る．それ以外の場合においては， y 軸周りの小円となることから，完全ではない概周期振動と

なる． 

 

 

Fig. 3.4 State vectors of the periodic perfect energy transfer oscillation on the Bloch sphere. 

 

表 3.1 に小振動子間の完全概周期振動の条件を満たす三体振動子間の角振動数比の具体的な

例を挙げる．従来の内部共振系で議論される簡単な整数比とは異なり減衰を伴わない場合にお

いては多数の複雑な整数比が存在することが分かる．本章の離散力学系においては，小振動子間

の振動と大振動子間の振動は独立に振舞うため，大振動子のエネルギーは小振動子には集中し

ないことに注意されたい． 

 

 

Table 3.1 Example of optimal ratio of angular frequency for periodic perfect energy transfer. 

1v

s

2

2v
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q g f e 
2qg 

/(e-g) 
  Δt 

1 1 2 3 1 1.5 0.5 2 

2 1 2 5 1 2.5 0.5 2 

2 1 4 5 3 1.25 0.25 12 

3 1 2 7 1 3.5 0.5 2 

3 1 6 7 5 1.167 0.167 30 

4 1 2 9 1 4.5 0.5 2 

5 1 2 11 1 5.5 0.5 2 

6 1 2 13 1 6.5 0.5 2 

6 1 4 13 3 3.25 0.25 12 

8 1 4 17 3 4.25 0.25 12 

8 1 8 17 7 2.125 0.125 56 

5 7 10 17 7 1.7 0.7 10 

 

 

3・6 数値計算 

3・6・1 自由振動応答 

3・5・2 節で導出した周期的な完全概周期振動の条件の下で計算した衝突振動の様子を図 3.5

に示す．図の横軸は時間 t を，縦軸は各振動子の釣合位置からの変位を表す．また図の上段は大

振動子，中段は衝突振動子，下段は非衝突振動子を示す．計算に用いた初期条件は 0X ， 01 x ，

02 x ， 0V ， 11 v ， 12 v である．また質量比は 15 ，衝突周期は 2t ，角振動数は

5.0,5.2    とした． 

 

Fig. 3.5 Time evolution of each oscillator under periodic perfect energy transfer condition. 
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図 3.5 から衝突小振動子の振幅が大きい時点において，非衝突振動子の振幅が最小の節になっ

ており，非衝突小振動子から衝突小振動子へのエネルギーの移動が観察される．したがって，小

振動子間にゆるやかな振幅の変調を伴った周期的な完全概周期振動が確認される．この振幅変

化は，衝突によって質量中心の位相からずれた小振動子に生じる t のモード励振による． 

 図 3.6 には各小振動子の持つエネルギーの時間発展を示す．図上段は衝突小振動子，下段は

非衝突小振動子に対応する．初期の変位と速度は二小振動子ともに同じであるため，質量の大き

い非衝突小振動子は衝突小振動子より大きい初期エネルギーを持つ．4 回の衝突を伴った振動の

後に非衝突小振動子の全エネルギーは衝突小振動子に移動する．その後，集まった全エネルギー

は同様の衝突操作と振動の時間発展により，非衝突振動子に集中する．これらの過程を繰り返し，

衝突小振動子と非衝突小振動子の間のエネルギー移動に起因する周期 ]s[0.37aT の周期的な完

全概周期振動が発生する． 

 

 

Fig. 3.6 Periodic perfect energy transfer oscillation between the two small oscillators. 

 

3・6・2 Bloch球表示 

前節の計算結果のうち，衝突直前の小振動子の速度から取り出した複素状態ベクトルの Bloch

球表示を図 3.7 に示す．図中の A 点が初期状態であり，衝突振動演算子を一回作用すると図中 B

点に移動する．またこの演算子を繰り返し作用させると衝突小振動子にエネルギーが集中した

状態である 1v と非衝突振動子にエネルギーが集中した状態 2v を通る大円の軌道上を回転

する．Bloch 球表示は概周期振動を視覚的に表す impact map である． 

 

3・6・3 完全概周期振動の周期 

Bloch 球表示によって得られた大円の軌道から周期的な完全概周期振動の周期を導出する．衝

突振動演算子は Bloch 球上の回転演算子であり，一回の衝突当たりの回転角は

   1/1sin44 1 となる(14)． 4 は単位衝突時間当たりの回転角であり，完全概周期振動は両

極を通る大円での 1 回転に相当することから，その周期 aT は 
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と表される．ここで本章の例の衝突周期である 2t について計算した周期的な完全概周期振

動の周期を図 3.8 に示す． 

図 3.8 から周期的な完全概周期振動の周期は系を構成する各振動子の振動数には依らず，質

量比  に依存することが分かる．本章の計算条件である 15 の場合，演算子一回の回転角は

]rad[01.14  となることから， ]s[06.39aT であり，数値計算結果は，理論と一致することが

分かる．また衝突時の小振動子の状態が大円を回る離散点であることから，  を十分に大きく

した場合には，大円の軌道上の点が密に埋まり，より完全なエネルギー集中が期待される． 

 

 

Fig. 3.7 Oscillation of periodic perfect energy transfer on the Bloch sphere. 

 

  

 

Fig. 3.8 Mass ratio dependence of periodic perfect energy transfer oscillation. 

 

3・6・4 分数調波共振 

本章の外部からの壁による周期的衝突は周期 2 毎の衝突であり，衝突時に壁にかかる力の反

力を衝突小振動子が受けた外力とみなすことにより，調和共振，分数調波共振，高調波共振の発

生条件を議論することができる．衝突周期を 2 とした場合，外力の角振動数は 1 であること

から，衝突小振動子に調和共振が現れることが分かる．一方，式(3.21)より衝突周期を 2 とした

場合，  /]1/1[sin2 1   の角振動数を持つ概周期振動が現れることから，質量比が 3 の

場合， 3/1 となり，外力（壁からの反力）の角振動数に対して，1/3 次の分数調波共振が確認

できる．同様に 1 の場合は 2/1 となり 1/2 次の分数調波共振の存在が確認できる．他方，
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1 を満たす質量比が存在しないことから，高調波共振は存在しないと考えられる．以上から，

本報告で取り扱った系においては，概周期振動に起因した質量比の関数としての分数調波振動

が内在していることが分かる． 

 

 

3・7 結言 

本章では三体衝突振動系の解析方法として，複素状態ベクトルに基づく複素状態遷移行列の

導出を試みた．複素状態ベクトルは三体振動子の変位や速度を複素数表示へ拡張することで得

られる． 

 さらに，この複素状態ベクトルに対する離散力学的な操作として複素状態遷移行列を用いることによ

り，結合した大振動子に依らない衝突小振動子と非衝突小振動子間の相互作用に現れる内部共振現象の

一般的な条件を導出した． 

 次に二小振動子間の相互作用に起因する振幅や位相の変化を視覚的に理解する作図法として

Bloch 球表示を導入した．状態ベクトルが極を含む大円を通る性質から，小振動子が同じ位

相，もしくは逆位相を持つ初期状態において，釣合位置で完全弾性衝突させた場合に，一方の

小振動子にエネルギーが集中し，次に他方にエネルギーが集中することを繰り返す周期的な完

全概周期振動が発生する内部共振系の必要条件を導出した．得られた内部共振の振動数比には

従来の研究では指摘されなかった多数の複雑な振動数比が存在した． 

 最後に，本章の周期的な完全概周期振動が Bloch 球上の回転であることから，完全概周期振

動の周期を導出した．数値計算を行った結果，導出した完全概周期振動の周期の理論と計算結

果は良く一致した．導出した周期は各振動子の振動数比に依らず，小振動子間の質量比に依存

した． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

第 4章 三自由度内部共振衝突振動系における 

振動エネルギー移動に伴う Graze現象 
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4・1 緒言 

プレス加工機(小泉，横山，1983)や原子炉炉心の燃料棒群(堀内他，1993)など実用的な機械現

象に現れる衝突振動は，強い非線形性を持ちながらも，衝突から次の衝突までは線形な時間発展

を有する区分線形システムとして取り扱われることから，非線形システムを厳密に扱えるモデ

ルとして研究されてきた． 

一方，速度 0 付近の衝突である Graze 衝突は Grazing 分岐と呼ばれる分岐現象が発生すること

が知られている(Nodmark, 1991), (Nodmark, 1992)．Grazing 分岐を解析する写像としては，

Nordmarkが提案したNordmark map(Nodmark, 1991), (Nodmark, 1992)が有名であり，その後Lamba，

Chin らにより精力的に研究が行われ，周期倍分岐やカオスの存在などが明らかになっている

(Lamba and Budd, 1994), (Chin, et al, 1994)．振動エネルギーの移動現象を利用した新しいインフラ

設備・構造物のセンシング方法を検討する場合，Graze 衝突の発生に伴う系の振動形態の質的な

変化により，十分な振動エネルギーの移動が発現しない可能性があり，これらの現象をより定量

的に理解する必要がある． 

しかしこれまでの Graze 衝突に関する研究では，一自由度強制振動系を対象にしたものが多

く，大域的に結合した多自由度系を対象にしたものが少なかった．また Graze 衝突が発生する原

因や分岐の特徴を明らかにする解析的な研究はあまりされてこなかった．  

著者はこれまで，一つの大振動子に二つの小振動子が並列に結合された三自由度系における

平衡位置での衝突振動問題を Grover 波動アルゴリズム(Patel, 2006), (Grover, 1997)の観点から研

究をおこなってきた(高田他，2011)．それにより小振動子間に周期的な運動エネルギー移動によ

る概周期振動が発生することを確認した．小振動子間の周期的な運動エネルギー移動は，一方の

小振動子の運動エネルギーを 0 に近づけることから，同じ波動アルゴリズムにより，Graze 衝突

が引き起こされる可能性がある． 

本章では，三体衝突振動系のモデルを，衝突位置を任意とする場合に拡張することにより，

Graze 衝突が発生する原因について，波動アルゴリズムの観点から解析的な議論をおこない，衝

突速度が完全に 0 となる完全 Graze 衝突が発生する条件を導出する．さらに Bloch map 上の軌道

から二種類の衝突モードが存在することを示し，Graze 衝突前後で衝突モードの切替えが発生す

ることを明らかにする．最後に外部制御によるがた振動の制御の可能性について言及する． 

 

 

4・2 解析モデル 

本章における解析モデルは第 3 章に準じる．便宜のため，図 4.1 に系のモデルを示す．  

 

 

Fig. 4.1 Multi-vibro-impact system with two identical small oscillators coupled to one large oscillator. 
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4・3 状態遷移行列と波動アルゴリズム 

著者は前章の概周期振動についての解析において，図 4.1 の衝突小振動子と非衝突小振動子間

に Grover 波動アルゴリズムが成り立つ条件として，系の持つ固有振動数の比が有理数+＝e / f，

－＝g / f によって表される内部共振を有すること，無次元衝突周期Δt*との間に(e - g)Δt* = 2fq

（q は任意の自然数）の関係が成り立つ必要があることを示した．その際，衝突および時間発展

演算子を複素状態遷移行列によって表し，Grover アルゴリズムの形式と一致するように各行列

要素の条件を定めた．また 2* t の離散力学系においては，行列要素が実数となることが分か

った(9)．本論文では，解析を 2* t の離散力学系に限定することにより，衝突および時間発展

演算子を実状態遷移行列とし，速度および位置を実状態ベクトルとすることにより，より実際の

物理量に近い形で Graze 衝突現象の解析を試みる． 

位置状態ベクトル t[X*, x1
*,x2

*]もしくは速度状態ベクトル t[V*, v1
*,v2

*]に作用する時間発展によ

る状態遷移行列（時間発展演算子）は以下に示す実数行列となる(Long, 2001)． 
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この条件下では，離散時間において，二小振動子系間の相互作用が大振動子の状態から切り離

され，振動が単純化される． 

また衝突による状態遷移行列（衝突演算子）は速度状態ベクトルのみに作用する演算子として

次式のように表される． 
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以上の演算子によって，状態ベクトル ],,,,,[ *
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* vvVxxXt に作用する衝突振動演算子が得ら

れる． 
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ここで E は単位行列である．衝突振動演算子は本章のモデルにおける毎衝突時の離散力学系

を記述する状態遷移行列であり，演算子の並びには位置に関する規則性と，速度に関する規則性

が内在している．速度状態ベクトルに対して作用する tsUU は，反転操作 tU と平均に対する反転
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操作 sU によって構成されることから，これらの操作は Patel(Patel, 2006)が示すように Grover ア

ルゴリズムを実現し，小振動子全体の運動エネルギーを特定の小振動子に集めることができる． 

式(4.3)のサブシステムから，n 回目の衝突時の速度を与える漸化式は以下のように導かれる． 
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Grover アルゴリズムによる小振動子間の運動エネルギー移動を確認するため，初期条件

1]0[*
1 v ， /1]0[*

2 v の条件下における各小振動子の衝突時の速度の時間変化を図 4.2に示す．

図中●は衝突小振動子の速度 *
1v ，□は非衝突小振動子の速度 *

2v である．図 4.2 より衝突時の衝

突小振動子と非衝突小振動子の速度は，同振動数で位相が  ずれた周期的な変化を示すことが

わかる．また式(4.4)～(4.6)より，これらの速度は，衝突位置に依存しない．衝突小振動子の速度

が最大となる時点において，非衝突小振動子の速度は最小になり，その逆も成り立つ．これらの

特徴的な現象は，前章において議論をおこなった概周期振動であり，二小振動子間で運動エネル

ギーが周期的に交換される．  

一方，位置状態ベクトルは時間発展演算子 sU のみに支配されることから，各小振動子の衝突

位置は時間発展によって小振動子間の重心位置に対して対称な点を行き来する．式(4.3)のサブシ

ステムから n 回目の衝突時の位置を与える漸化式は以下のように表される． 
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ここで，無次元化された小振動子間の重心位置は )1/()( *

2

*

1

*   xxx と表される．式(4.8)，

(4.9)より各小振動子の衝突時の位置は一点，または二点に限られることがわかる．なお，前述し

た各固有振動数の比が内部共振条件を有すること，ならびに(e - g)Δt* = 2fq の条件が成り立つ

場合において， 2* t の離散時間における二小振動子間の相互作用は大振動子と切り離され

た二体問題となることにより，二小振動子の初期位置が衝突位置と等しくなる． 
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Fig.4.2 Dependence of discrete velocity at the impact moment to the number of operation. 

 

 

4・4 Impact map の定義 

二小振動子の離散力学系における相互関係を視覚的に表すツールとして，Impact Map である

Bloch 球表示（Bloch Map : BM）を導入する．Bloch 球の北極は衝突小振動子に運動エネルギーが

集中した状態  を意味し，南極は非衝突小振動子に運動エネルギーが集中した状態 ̂ を意味

する．また各小振動子が質量に比例した運動エネルギーを持つ状態を s とする．式(4.10)～(4.14)

に示す各小振動子の位相平面の位相 i の差を経度 ，各位相平面の振幅 iR の比から北極よりと

った緯度 2 から，Bloch 球表示を定義することにより，各時刻での二小振動子からなる状態ベ

クトルを点 ),,( zyx により表現する． 
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4・5 数値計算 

4・5・1 衝突位置が平衡位置である場合 

固有角振動数 5.2 ， 5.0 ，質量比 99 ，衝突周期 2t ，初期条件 0)0( X ， 0)0(1 x ，

0)0(2 x ， 1)0( V ， 1)0(1 v ， 1)0(2 v の下で計算した各振動子の位置の時間変化を図 4.3 に示

す．図中の上段に大振動子の位置 X ，中段に衝突小振動子の位置 1x ，下段に非衝突小振動子の

位置 2x を示す．図 4.3 より，衝突小振動子の位置に緩やかな振幅の変調が観察される． 

小振動子の衝突瞬間における離散的な状態ベクトルを抽出した Impact Map を図 4.4 の BM に

示す．衝突瞬間の各状態は，  と ̂ を結ぶ大円を一定角度で回転することから，衝突小振動子

と非衝突小振動子間に運動エネルギーが移動する周期的な概周期振動(9)であることがわかる．こ
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こで運動エネルギーが完全に移動するためには，質量比  は正の実数で 4 または 25.00  

であれば任意に選ぶことができる(Long, 2001)．  

 

 

Fig.4.3 Energy transfer between small oscillators impacting at balanced position. 

 

 

Fig.4.4 Bloch Map notation of the system with impacting at balanced position. 

 

4・5・2 衝突位置が平衡位置からずれた場合 

二小振動子の衝突位置を平衡位置から同じだけずらした場合（ 0)0()0(
21

 xx ）について考

える．代表例として，角振動数 5.0,5.2    ，質量比 99 ，衝突周期 2t ，初期条件

が 1)0( X ， 5)0(1 x ， 5)0(2 x ， 1)0( V ， 1)0(1 v ， 1)0(2 v の下で計算した各振動子の位

置の時間変化を図 4.5 に示す．図中の上段に大振動子の位置 X ，中段に衝突小振動子の位置

1x ，下段に非衝突小振動子の位置 2x を示す． 

図 4.5 の衝突小振動子の位置
1

x の波形において時刻 t が 0s から 100s の間では小さい概周期振

動の波形が，また 100s から 200s の間では大きな概周期振動の波形が観察され，それ以降は両

者が繰り返し交互に発生した．この時，非衝突小振動子の位置
2

x は概周期振動によって緩やか
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な振幅の変調を伴うが，概周期波形の振幅の大小は見られなかった．以後，衝突小振動子の位

置の振幅が小さい概周期振動波形をタイプⅠ，大きい概周期振動波形をタイプⅡとして区別す

る．図 4.6 に角振動数 5.0,5.2    ，質量比 99 ，衝突周期 2t ，初期条件が

1)0( X ， 8.0)0(1 x ， 8.0)0(2 x ， 1)0( V ， 1)0(1 v ， 1)0(2 v の下で計算した衝突瞬間の各

小振動子の状態ベクトルを BM 上に示す．その結果，BM における状態ベクトルの軌跡は八の

字型の軌道を示した．図 4.6 の各点を追って解析したところ，概周期振動波形タイプⅠの概周

期振動は図中 A で示す軌道に対応し，この振動の間，二小振動子間の位相差は  から 0 の間

で推移した．衝突小振動子の運動エネルギーが最大となる状態は A 軌道の頂点に対応し，その

後，状態ベクトルは八の字軌道の交点に向かった． 

軌道の交点付近に戻った状態ベクトルは，その後，図中 B で示す軌道に移動した．B 軌道は振

幅がより大きなタイプⅡの概周期振動に対応する．この領域では二小振動子間の位相差は 0 か

ら の間で推移した．軌道 B を通った後に，状態ベクトルは八の字軌道の交点付近に戻り，再

び軌道 Aに戻った．Bloch 球の定義より軌道 Aと軌道 B の交点付近の状態ベクトルにおいては，

衝突小振動子の速度が 0 に近づく Graze 衝突が発生していることがわかる． 

 

 

Fig.4.5 Positional change of the system with arbitrary impacting position. 
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Fig.4.6 Figure of eight orbit at the Bloch Map of the system with arbitrary impacting position. 

 

 

4・6 2つのタイプの概周期振動に現れる衝突モードの特徴 

4・6・1 数値計算による特徴抽出 

タイプⅠとタイプⅡの概周期振動における衝突モードの特徴を理解するために，二小振動子

の初期状態の運動エネルギーが位置エネルギーに比べて十分に小さい場合について計算を行

う．この場合，概周期振動による運動エネルギーの移動が振動全体に与える影響を小さくで

き，波形から衝突時の特徴を明らかにすることができる．例として，角振動数 5.2 ，

5.0 ，質量比 99 ，衝突周期 2t ，初期条件 1)0( X ， 1)0(1 x ， 1)0(2 x ，

1)0( V ， 1.0)0(1 v ， 1.0)0(2 v の条件の下における各振動子の位置の時間変化を図 4.7 に示

す．図中，上段に大振動子の位置 X ，中段に衝突小振動子の位置 x1，下段に非衝突小振動子の

位置 2x を示す． 

図 4.7 よりタイプⅠの領域では衝突小振動子が両衝突位置の内部で衝突を繰り返すがた振動

が観察された．一方，タイプⅡでは，衝突小振動子が両側の衝突位置を一旦通り過ぎて，外側

から衝突する特異な振動形態を示した．タイプⅠとタイプⅡの衝突の様子を位相平面上により

表現した（図 4.8）．時間発展により状態ベクトルは時計周りに回転することを考慮すると，タ

イプⅠでは常に位相が進む衝突が現れ，タイプⅡでは位相が遅れる衝突が現れることが予想さ

れる．  
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Fig.4.7 Positional change of the system with arbitrary impacting position; in case of low velocity. 

 

 

Fig.4.8 Phase map of two type impact mode. 

 

 

4・6・2 Graze衝突前後の衝突モードの変化 

以下では，Graze 衝突前後の衝突モードについて，解析的な考察をおこなう．衝突位置が平衡

位置からずれた場合，2 つの衝突位置とその中間位置 **

11
]0[ xxx

C
 との間の変位は，式(4.8)よ

り，以下のように表わされる． 

 

xxxnxxnx n

C
 )1()]0[(][][ **

1

*

11

*

1
                     (4.15) 

 

一方，衝突小振動子の速度は，式(4.5)より，以下のように表わされる． 

 

])0[]sin[]0[](cos[)1(][ *

2

*

1
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1
vXnvXnnv n                    (4.16) 

 

ここで， ]1/2[tan 1   X である．いまこれらの積により，以下の関数 ][n を定義する． 
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タイプⅠとタイプⅡの振動モードの違いは衝突時の位相変化の違いであることから，タイプⅠ

においては ][n が正，タイプⅡにおいては ][n が負となる．よって，Graze 衝突前後の衝突モー

ドの変化については， ][n の符号の変化を調べればよい． 

いま Graze 衝突を 0n における起点とすると， 0]0[*

1
v となることから，以下のように近似

される． 

 

]sin[]0[][ *

2
Xnvxn                  (4.18) 

 

 )12(2  mnXm においては（mは整数）， 0]sin[  Xn となることから， ][n の符号は

]0[*

2
vx  の符号に等しくなる．他方，  mnXm 2)12(  においては， 0]sin[  Xn となるこ

とから， ][n の符号は ]0[*

2
vx  の符号と反対になる． nX が の整数倍になる付近では，Graze

衝突が発生することから，Graze 衝突を基準として衝突モードが変化し，各 Graze 衝突間では

衝突モードが保たれることがわかる．各タイプの衝突状態の模式図を図 4.1 と対応させて図 4.9

に示す． 

 

 

Fig.4.9 Two type impact mode of the multi-vibro-impact system. 

 

 

4・7 周期的な完全 Graze衝突の発生条件 

4・7・1 完全な Graze衝突が発生する条件 

本章の系においては，衝突小振動子と非衝突小振動子の間に周期的な運動エネルギーの交換

が発生する．小振動子全体の運動エネルギーの大部分が非衝突小振動子に集中している状態に

おいては衝突小振動子の速度が 0 付近となるため Graze 衝突が発生する．しかし，一般には衝

突時の速度は小さくなるものの完全に 0 となるわけではない．そこで，この節では衝突小振動

子の衝突における速度が厳密に 0 となる完全な Graze 衝突が発生する条件を導出する． 
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式(4.5)，(4.6)の漸化式から，演算子を j 回（j は整数）作用させた際に衝突小振動子の速度が 0

となる場合において，衝突小振動子と非衝突小振動子の初期速度の間に次の関係が成り立つ． 

 

]]
1

2
[tantan[)0()0( 1*

2

*

1


 




jvv                         (4.19) 

 

次に，初期条件が式(4.19)を満たす場合において，完全 Graze 衝突が発生するかについて，数値

計算により確認をおこなう．計算条件は角振動数 5.0,5.2    ，質量比 15 ，衝突周期

2t ，初期条件 1)0( X ， 1)0(1 x ， 1)0(2 x ， 1)0( V ， 46.16)0(1 v ， 06.2)0(2 v ，j = 

3 である．衝突小振動子の Graze 衝突付近での時間変化（0s～50s）を図 4.10 に示す．この図か

ら，25.1s において速度が 0 の完全な Graze 衝突が発生していることが確認できる．完全な

Graze 衝突前後の区間解の波形が示す特徴として，変曲点型の波形を有することが挙げられ

る．この変曲点型の波形は 4・6 でも示した通り，Graze 衝突による衝突のモードの切り替えを

表すものと考えられる． 

 

 

Fig.4.10 Positional change of the system with arbitrary impacting position; in case of perfect graze impact. 

 

4・7・2 周期的な完全 Graze衝突の発生条件 

前節で求めた式(4.19)の条件に加え，系の振動が再帰性を持つ条件を付与することにより，完

全 Graze 衝突が周期的に発生する条件を求めることができる．式(4.5)，(4.6)よりで表されるよう

に速度状態ベクトルに掛る衝突振動演算子 UtUs の小振動子間のサブシステムである状態遷移行

列要素は回転行列として働く．式 (4.5)， (4.6)より演算子が一回作用したときの回転角は

]1/2[tan 1   であることから，N1回作用した時にちょうど Bloch 球を N2回転する条件として

（N1，N2は正整数），以下の関係式が成り立つ． 
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式(4.20)より，系の振動が再帰性を持つための質量比の持つ条件は式(4.21)によって表される．

ここで符号が正の場合は 1 に，負の場合は 10   に対応する． 
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1
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N









                               (4.21) 

 

式(4.20)と式(4.21)の条件より，完全 Graze 衝突が周期的に発生する条件は式(4.22)を満たす整

数 N1，N2，j が存在する場合に限られる． 

 

]tan[)0()0(
1

2*

2

*

1
N

jN
vv


                             (4.22) 

 

 

4・8 衝突モードの制御による振動エネルギー移動を伴うがた振動 

一般に，がた振動に代表される固定された壁に対する衝突振動においては，衝突によって跳ぶ

位相が正である場合に限られ，位相が遅れる衝突であるタイプⅡ型衝突は発生しない．そこで，

タイプⅠ型の衝突振動が続く条件を導出することで，がた振動を波動アルゴリズムにより理解

できる可能性がある．近年注目されている NES（Nonlinear Energy Sink）(Vakakis, et al, 2008), 

(Nucera, et al, 2007)においても，がた振動を含む区分線形要素が用いられていることから，がた

振動における運動エネルギー伝達機構の解明も期待される．以下では，衝突を制御することによ

り，タイプⅠ型の衝突のみを発生させるアルゴリズムを導出する． 

前述したように，図 4.4 の Bloch 球に現れる二つの擬小円からなる八の字軌道は，各擬小円軌

道がそれぞれの衝突モードを表し，その交点は速度 0 である Graze 衝突点を表す．そのため，タ

イプⅠ型のみの衝突を実現するには，状態ベクトルは一つの擬小円上にのみ軌道を描けば良い

ことになる．そこで，タイプⅠ型の軌道からタイプⅡ型の軌道に遷移する点（Graze 衝突点）に

おいて，二小振動子間の位相差を変調させる操作を加えることでタイプⅠ型の軌道のみに保持

できると考えられることから，Graze 衝突の瞬間において非衝突小振動子に完全弾性衝突を加え

てみる．一方の衝突小振動子の衝突瞬間に他方の小振動子に衝突を加えることは，一般には実現

が困難な操作と考えられるが，本章の系においては，完全 Graze 衝突が
1

2 N ごとに発生するこ

とが知られており，またその際の各小振動子の位置も式(4.8)，(4.9)によって定まるため，これを

実現する制御を実現する可能性は大きいと考えられる． 

ここで衝突小振動子に衝突させる演算子を Ut1，非衝突小振動子に衝突させる演算子を Ut2 と

すると各状態遷移行列は次式で表される． 
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以上の演算子を用いると，衝突小振動子に加えて，Graze 衝突の瞬間においてのみ非衝突小振

動子にも完全弾性衝突を与える波動アルゴリズムは次のように表される．ここで j は Graze 衝突

に達するまでに要する衝突振動演算子の作用回数である． 

 

]0[))()((
121

vUUUUUUv j

tststs





                          (4.25) 

 

式(4.25)を満たす場合において数値計算をおこない各振動子の挙動を確認する．角振動数

5.0,5.2    ，質量比 99 ，衝突周期 2t ，初期条件 1)0( X ， 10)0(
1

x ， 10)0(
2

x ，

1)0( V ， 1)0(
1

v ， 1)0(
2

v の条件における各振動子の位置の時間変化を図 4.11 に示す．図中，

上段に大振動子の位置 X ，中段に衝突小振動子の位置 1x ，下段に非衝突小振動子の位置 2x を示

す．さらに衝突小振動子の位置と速度の時間変化を位相平面に示す（図 4.12）． 

 

 

Fig.4.11 Positional change of the system with arbitrary impacting position in controlling to keep Type I impact. 

 

 

Fig.4.12 Phase diagram of impact small oscillation controlling to keep Type I impact. 

 

図 4.11，4.12 から衝突小振動子は位置 x1が-10 から 10 の領域で繰り返し常に位相が進む衝突

であるタイプⅠ衝突が発生していることがわかる．また衝突小振動子の運動の軌跡が，-10 と 10

の衝突位置を越えていないことから，これは一般的な固定壁に見られるがた振動に等しいと考

えられる．しかしながら，本論文ではタイプⅠ型の衝突が発生する条件を導出したのみであり，

運動の軌跡が固定壁の位置を超えない厳密ながた振動の発生条件を導出するには至っていない．  
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次に衝突瞬間の小振動子の状態ベクトルの軌跡を図 4.13 の BM に示す．図 4.12 は図 4.6 の二

つの擬小円からなる八の字軌道とは異なり，一つの擬小円軌道からなる状態に帰着している様

子がわかる．また，BM 上の z 成分が周期的に変化していることから，タイプⅠ型のみの軌道に

おいても小振動子間の運動エネルギーの移動現象である概周期振動が発生していることがわか

る． 

 

 

Fig.4.13 Quasi small circle orbit in Bloch map only with Type I impact mode. 

 

 

4・9 結言 

本研究では内部共振を有する一大振動子に結合された衝突小振動子と非衝突小振動子からな

る系における Graze 衝突現象を Grover 波動アルゴリズムの観点から解析した．その結果，以下

の結論を得た． 

(1)  本章考察した衝突振動系において，小振動子間の相互作用が大振動子から切り離され

る場合，衝突位置に依らず，小振動子間に周期的な運動エネルギーの移動が発生する． 

(2)  衝突モードには，衝突によって位相が進むタイプⅠ型衝突と位相が遅れるタイプⅡ型

衝突が存在することが示唆された． 

(3)  衝突瞬間の小振動子の状態ベクトルを抽出し Bloch map 上に描いたところ，平衡位置

以外で衝突する場合においては，軌道は二つの擬小円からなる八の字軌道を描き，各擬小

円はタイプⅠ型衝突とタイプⅡ型衝突に対応した． 

(4)  Graze 衝突の前後でタイプⅠ型衝突とタイプⅡ型衝突のモードの切り替えが発生した． 

(5)  Graze 衝突は，小振動子間の運動エネルギーの移動により，衝突小振動子の運動エネル

ギーが 0 に近づく際に発生する． 

(6)  離散速度の漸化式から，完全に速度が 0 となる衝突である完全 Graze 衝突の発生条件

を導出し，さらにこれが周期的に現れる条件を導出した． 

(7)  Graze 衝突の瞬間において非衝突小振動子に衝突を加えることにより， タイプⅠ型衝

突のみの衝突を発生させるように系を制御できる可能性が示唆された． 
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第 5章 比例粘性減衰を有する三自由度衝突振動系 
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5・1 緒言 

多数の振動子が並列に一振動子に結合された多自由度非線形振動系では，振動子間の相互作

用に伴うエネルギー移動に起因して同期現象(長嶺他，2008)やモードの局在化の発生(Vakakis, et 

al, 1996)，カオスの発生など多様な現象が現れる．特に振動子の固有振動数 i （ ni ,,2,1  : n は

自由度の数）が  0iim （ im は整数であり，うち少なくとも二つは 0 ではない）の条件を満た

す内部共振条件を有する場合，Bajaj らの解析(Bajaj and Vyas, 2006)が示すように，多体振動子間

にはパラメトリック振動に特有なモード間のエネルギー移動である概周期振動や分数調波振動

等の非線形系に特徴的な現象が観察されている(山本，安田，1976), (山本他，1977), (山本他，1979)．

これら振動子間の相互作用についての定量的な理解は，インフラ設備・構造物における振動エネ

ルギーの移動を用いた新しいセンシング方法の検討において重要となる． 

著者はこれまで一つの大振動子に二つの小振動子が並列に結合された三自由度系における釣

合位置及び非釣合位置での衝突振動問題を Grover による波動アルゴリズム(高田他，2011), (小竹

他，2011)の観点から研究をおこなってきた．それにより小振動子間に周期的な運動エネルギー

の移動による概周期振動が発生することを確認した．また小振動子間の周期的な運動エネルギ

ーの移動は，一方の小振動子の運動エネルギーを 0 に近づけることから，同じ波動アルゴリズム

により Graze 衝突が引き起こされることを解析的に明らかにした． 

しかしながら本章までにおける解析では無減衰系のモデルのみに留まっており，減衰が作用

した場合における概周期振動の発生やその条件式の定式化には至っていなかった．減衰を有す

る多体振動系においては，一般に古典的ノーマルモードを解析的に求められないため，振動を厳

密に扱うことは困難である(長松，1993)．Caughey は比例粘性減衰(Caughey, 1960)を導入するこ

とにより，減衰を有する多体振動系においても古典的ノーマルモードが存在する(Caughey, 1965)

ことを明らかにした．この比例粘性減衰を用いることにより，解析的に状態遷移行列を求めるこ

とができ，減衰が振動子間の相互作用に与える影響を，不減衰系に対する摂動として定量的に評

価できることが期待される．しかしながら従来の研究には，減衰を有する多体衝突振動系に現れ

る概周期振動に対する摂動効果を比例粘性減衰の観点から解析した報告はない． 

そこで本研究では，比例粘性減衰を有する内部共振三体衝突振動系を対象に，状態遷移行列を

導出することにより，振動子の質量間相互作用を遷移行列の並びである波動アルゴリズムとし

て理解することを試みる．その際，系を衝突時間間隔で区分線形的に取り扱うことにより，三体

振動系から二体振動系を抽出する内部共振条件を導出する．これにより二体小振動子間に現れ

る減衰完全概周期振動の発生条件や概周期振動周期の変調現象について議論をおこなう．なお

衝突振動は一般に衝突位置に大きく依存するが，議論が複雑となるため本章は衝突位置を釣合

位置に固定することとし，釣合位置を初期位置とする場合に現れる波動アルゴリズムについて

のみ議論をおこなう． 

 

 

5・2 解析モデル 

5・2・1 比例粘性減衰を有する三自由度衝突振動モデル 

図 5.1に本論文において対象とする三体衝突振動モデルを示す．三体衝突振動モデルは質量M，

ばね定数 K 及び外部減衰係数 Ce，内部減衰係数 Ciを持つ一つの大振動子に対し，質量 m1，ばね

定数 k1及び外部減衰係数 c1e，内部減衰係数 c1iを持つ衝突小振動子と質量 m2，ばね定数 k2及び

外部減衰係数 c2e，内部減衰係数 c2iを持つ非衝突小振動子が並列に結合したモデルである．変位

は各振動子の釣合位置からとり，大振動子の変位を X，衝突小振動子の変位を x1，非衝突小振動
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子の変位を x2とする．本章では，ある一定周期 t で，釣合位置において外部の壁を任意に出し

入れすることにより，質量 m1を持つ衝突小振動子に対し完全弾性衝突を与える．これより t は

小振動子の周期の整数倍となる．またこれ以降，小振動子全体の質量中心の座標を

)/()( 212211 mmxmxmx  として表現する．  

 

    

Fig. 5.1 Multi-vibro-impact system with two identical, small oscillators coupled to one large oscillator with 

proportional viscous damping. 

 

5・2・2 運動方程式 

散逸系である図 5.1 の三体衝突振動モデルのラグランジアンを式(5.1)に示す．  
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また，この系の散逸関数 D は式(5.2)となる． 
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式(5.2)の右辺第一項から第三項が内部減衰を表し，第四項から第六項が外部減衰を表している．

これより各振動子の運動方程式を求め，以下で示す単位系で無次元化すると，無次元化した運動

方程式は次式で表される． 
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(5.3) 
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ここで */"" dtd は無次元化時間による微分であり，後述の減衰固有角振動数
dt

 を用い代表時

間を
dtrT /1 とした．また代表長さは単位長さ，代表質量は単位質量とした．ここで衝突振動

子と非衝突振動子は同じ固有角振動数を持つものとし，ばね定数比及び質量比の間に 12 kk  ，

12 mm  ，減衰係数の間には
ii

cc
12

 ，
ee

cc
12

 の関係があるとした．さらに無次元化による各

振動子の質量及びばね定数を
dt

MM /*  ，
dt

mm /
1

*

1
 ， KK

dt
 * ，

1

*

1
kk

dt
  とした．また

後で示すように状態ベクトルを正規化する目的で座標変換 *

1

*

1 xx  ， *

2

*

2 xx  をおこなった． 

本章のモデルでは，減衰として比例粘性減衰(11)を仮定する．これは系の個々の自由度の絶対速

度に比例する減衰と系の自由度間の相対速度に比例する減衰を考慮することに対応する．ここ

では
cc

 , をそれぞれの減衰に対応する比例定数とし，質量行列 ][M と剛性行列 ][K の線形結合

により粘性行列 ][C を式(5.4)で仮定する． 

 

][][][ KMC
cc

                              (5.4) 

 

比例粘性減衰を仮定した場合，運動方程式が対角化される基準座標が存在(ゴールドスタイン，

1983)するため，固有方程式の解は次式で表される． 
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ここで減衰固有角振動数は 21
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  ， 21


 

d
， 21


 

d
で定義される．

また，
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と表される．本章の無次元化により，減衰固有角振動数，不減衰固有角振動数，モード減衰

比，モード減衰率も無次元化される．これにより 1
dt

 が常に成り立つ． 

 

5・3 状態遷移行列と波動アルゴリズム 

本報では状態遷移行列によって系の状態変化を記述し，振動子の質量間の相互作用を定量的

な演算子として取り扱う．なお以下では，各振動子の質量間の相互作用を振動子間の相互作用と

略して説明する．  

 

5・3・1 系の時間発展を表す状態遷移行列 
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位置状態ベクトルを ],,[ *

2

*

1

* xxXx t ，速度状態ベクトルを ],,[ *

2

*

1

* vvVv t とおき，両者より状

態ベクトル ],[ vxt を定義する．運動方程式(5.3)より状態遷移行列 Usを求めると付録式(A)

となる．付録式(A)の各行列要素に着目し，時間 t 秒毎の離散力学系において大振動子から両小

振動子の運動に影響を与えない，つまり大振動子から衝突小振動子及び非衝突小振動子を切り

離す内部共振条件を導出する．ここで付録式(A)の状態遷移行列を 4 つの 33 ブロック行列に分

ける．要素
333123211311

~,~,~ aaaaaa を
xx
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363426241614
~,~,~ aaaaaa を
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Us


，要素
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~,~,~ aaaaaa を

xv
Us


，要素

666456544644
~,~,~ aaaaaa を

vv
Us


とおく．これを行列で表現

すると式(4.7)となる． 
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内部共振とは，多体振動系において各振動子の振動数比が整数比で表される場合に生じる内

部振動子間の共振現象であることから，本章の系を内部共振系とする場合， gfe  を満たす

自然数において， gfe
ddtd

:::: 


 とおくと，無次元化により， 
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dtdd
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が成り立つ．これらの条件下で，位置と速度が連成しないようにブロック行列
xvvx

UsUs


, を零

行列 O とするためには， 0sin * t
dt

 ， 0sin * 

t

d
 ， 0sin * 


t

d
 を同時に満たす必要がある． 

次にブロック行列
vvxx

UsUs


, に着目する．離散力学系において大振動子が衝突小振動子及び非

衝 突 小 振 動 子 間 の 相 互 作 用 か ら 切 り 離 さ れ る た め に は ， 非 対 角 行 列 要 素

6446544531132112
,,,,,,, aaaaaaaa が全て 0 とならなければならない．これを満たす条件として，モード

減衰率


 ，衝突周期  gefqt  /2*  が得られる．以上の考察から，衝突周期 *t が 2 の

整数倍であり，e，f，g が本章(7)で示した特別な組み合わせを満足する場合，離散力学系におい

て位置－速度連成がない小振動子間相互作用のみに起因した内部共振現象が現れる． 

 

5・3・2 衝突演算子 

外部壁による完全弾性衝突を仮定すると，状態ベクトル  vxt に対し衝突を表す演算

子は式(5.9)で表される． 
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5・3・3 衝突振動演算子 
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前節で導出した時間発展演算子と衝突演算子を用いて，衝突周期を *t とした場合の衝突振動

を記述すると，衝突振動演算子 U は U = UsUtとなる．時刻 t*における状態ベクトルを )( *t と

すると，本章の衝突振動における n 回衝突後の状態ベクトルは衝突振動演算子 U を用いて式

(5.10)で表される． 

 

)()n( *n** tUtt                             (5.10) 

  

5・3・4 比例粘性減衰により摂動を受けた Groverアルゴリズム 

5・3・4・1 量子検索アルゴリズムとしての Groverアルゴリズム 

Grover アルゴリズムとは，複数のファイルの中から任意のファイルを選び出す検索アルゴリ

ズムである．N 個のファイルを波動関数の状態 )~1(, Nii  によって対応させ，初期値の状態

s を N によって規格化された以下の重ね合わせによって表現する． 

 





N

i

i
N

s
1

1
                             (5.11) 

 

いま検索対象のファイルの波動関数を ]01[t ，それ以外のファイルの波動関数を

]10[ˆ t とすると，初期状態は 

 

 ˆ
11

N

N

N
s


                            (5.12) 

 

となる．次に  の状態のみ位相を ずらす演算子
t

U と， s の状態のみ位相を ずらす変換

を任意の直交変換 P とその逆変換 1P で挟んだ演算子
s

U を定義する． 

 

 2)1(   IeIU j

t                        (5.13) 

 

PssIPPsseIPU j

s
}2{})1({ 11                       (5.14) 

 

ここで記号 • は • の複素共役転置である．Grover 量子アルゴリズムは，式(5.12)で表される

 と ̂ の重ね合わせ状態に演算子 Utと Usを交互に掛け合わせることにより表現される． 

 

5・3・4・2 古典的な波動現象における Groverアルゴリズム 

一方，Grover アルゴリズムは，古典的な波動現象であっても同様に成り立つ．本章における三体

振動系に現れる Grover アルゴリズムは Patel(Patel, 2006)によって報告された．大振動子に対して

並列に取り付けられた小振動子の重心位置の速度は，衝突小振動子と非衝突小振動子の重ね合

わせとして表される． 
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                          (5.15) 

 

完全弾性衝突は式(5.9)と対応し衝突小振動子のみ位相を ずらす衝突演算子（
t

U ）として働

く．一方，衝突から次の衝突までの系の時間発展は R = 1 の場合，式(5.7)と対応し，全小振動子

の速度平均に対する 反転である時間発展演算子（
s

U ）として働く．これより Grover アルゴリ

ズムによって衝突小振動子と非衝突小振動子の間で交互に運動エネルギーの移動現象が生じる．

一方 1R の場合，時間発展演算子は式(5.7)とは完全に対応せず，式(5.15)で表されるように摂動

を受けたアルゴリズムとなる．  

 

PssRPU
s

})1(1{1                            (5.16) 

 

本章では比例粘性減衰を考慮することにより得られた摂動Groverアルゴリズムである式(5.13)，

(5.16)を用い，概周期振動の周期変調現象について議論する． 

 

5・4 数値計算 

5・4・1 自由振動応答（各モードの減衰率が一定である場合） 

図 5.2 に減衰完全概周期振動の時間波形を示す．横軸に時間，縦軸に各振動子の平衡位置から

の変位を示す．図中上段が大振動子，中段が衝突小振動子，下段が非衝突小振動子を示す．質量

比 95 ，減衰固有角振動数 5.1
d

 ， 5.0
d

 ， 1
dt

 ，衝突周期 2* t ，モード減衰率

005.0 ，初期条件 0)0( X ， 0)0(1 x ， 0)0(2 x ， 1)0( V ， 1)0(1 v ， 1)0(2 v の下で数値

計算をおこなった．この系のモデルの値は m1 = 0.1kg，k1 = 0.1N/m とすると，m2 = 9.5kg，k2 = 

9.5N/m，M = 10.2403kg，K = 5.7606N/m となる．さらに図 5.3 に各小振動子の運動エネルギーの

時間発展を示す．横軸は時間，縦軸は運動エネルギーを表し，図上段は衝突小振動子，図下段は

非衝突小振動子を示す．図 5.2 より，衝突小振動子の振幅が大きい時刻において，非衝突小振動

子の振幅が最小の節になっており，またその逆も観察される．また衝突小振動子と非衝突小振動

子の波形においては緩やかな振幅の変調を伴った概周期振動波形が観察される．これは衝突に

よって特殊振動子のモードである
t

 が励振され，その他のモードとの間でエネルギーの享受を

おこなっていることに由来する．図 5.3 より，非衝突小振動子から衝突小振動子へのエネルギー

移動が観察される．またこの逆も存在することから，シミュレーションにおいても小振動子間に

周期的な振幅の変調と連続的な振幅の減衰を伴った減衰完全概周期振動が確認される． 
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Fig.5.2 Positional change of the large oscillator (upper), the small impact oscillator (middle) and the small non-

impact oscillator (lower) with equivalent damping rate. 

 

 

Fig.5.3 Periodic perfect kinetic energy transfer between the two small oscillators with equivalent damping rate. 

 

以下では，離散力学系における両小振動子の状態が大振動子の状態によらないことから，以下

では各衝突瞬間における小振動子の位置状態ベクトル ],[ *

2

*

1
xxx t と速度状態ベクトル

],[ *

2

*

1
vvv t を抽出し，図 5.4 に速度状態ベクトルを Bloch 球表示する．Bloch 球の北極は衝突

小振動子に運動エネルギーが集中した状態  を表し，南極は非衝突小振動子に運動エネルギー

が集中した状態 ̂ を意味する．各小振動子の位相平面の位相差を経度，各位相平面の振幅の比

の逆正接から求めた偏角を北極よりとった緯度と定義する．また各小振動子が質量に比例した

運動エネルギーを持つ状態を s と定義する．北極点  からの緯度が 0 の場合，衝突小振動子に

運動エネルギーが集中する状態を表し， の場合，非衝突小振動子に運動エネルギーが集中する

状態 ̂ を表す．軌道は，両者を交互に繰り返すため，二小振動子間での周期的な運動エネルギ

ーの完全移動である完全概周期振動を確認できる．また状態ベクトルの大きさが，時間経過とと

もに小さくなることから，全エネルギーの減衰も確認できる． 
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Fig.5.4 Bloch map notation of the two small oscillators in damped multi-vibro-impact system. 

 

5・4・2 減衰完全概周期振動周期と分数調波共振 

本節では完全概周期振動の周期
a

T を算出する． *

2

*

1
vv  平面における

ts
UU  が回転行列となるこ

とから，Bloch 球を一周する完全概周期振動の無次元周期は ]1/1[sin2/ 1*   tT
a

となり，無

次元衝突周期 *t と質量比  の関数であることが分かる．また本章では，外部の壁による周期的

衝突は無次元周期 2 毎の衝突であり，釣合位置での完全弾性衝突を想定している．衝突時に壁

から衝突小振動子に受けた力を外力とみなすと，外力の無次元衝突周期が 2 となり，角振動数

にすると 1 となる．一方，概周期振動の無次元周期は，無次元角振動数に直すと

 /]1/1[sin2 1   となる． 1/1]/[sin 2   pq とおくと， ]/[sin 2 pq が有理数となる自然数

(p,q)の組み合わせを求めるディオファンテス問題は M.Newman により証明されており(Newman, 

1969)，(p,q) = (2,1), (3,1), (4,1), (6,1)の組み合わせしか存在しない．これより質量比  =3 の場合，

概周期振動は 1/3 次分数調波共振，質量比  =1 の場合，概周期振動は 1/2 次分数調波共振，質量

比  =1/3 の場合，2/3 次分数調波共振となって現れる．またそれ以外の場合は，非再帰的な振動

となる．これより特定の質量比  において分数調波振動が現れることが分かる． 

 

5・4・3 自由振動応答（衝突小振動子のモード減衰率のみ変化させた場合） 

図 5.5 に衝突小振動子のモード減衰率のみを変化させた場合の減衰概周期振動の時間波形を

示す．横軸に時間，縦軸に各振動子の平衡位置からの変位を示す．図中上段が大振動子，中段が

衝突小振動子，下段が非衝突小振動子を示す．質量比 95 ，減衰固有角振動数 5.1
d

 ，

5.0
d

 ， 1
dt

 ，衝突周期 2* t ，モード減衰率 005.0 及び 03.0' ，初期条件 0)0( X ，

0)0(1 x ， 0)0(2 x ， 1)0( V ， 1)0(1 v ， 1)0(2 v の下で数値計算をおこなった．図 5.5 より衝

突小振動子の振幅が腹となる時刻において非衝突振動子の節が現れ，またその逆も存在するこ

とから，前節と同様に二小振動子間に緩やかな振幅の変調を伴った概周期振動の発生が確認で

きる．これは先ほどと同様に衝突によって特殊振動子のモードである
t

 が励振され，その他の

モードとの間でエネルギーの享受をおこなっていることに由来する．  

図 5.6 に先の条件における各小振動子の運動エネルギーの時間発展を示す．縦軸に運動エネル

ギー，横軸に時間を示し，図上段に衝突小振動子，図下段に非衝突小振動子を示す．図中 03.0'

の場合を実線で， 005.0' の場合を破線で表す．図中破線の 005.0' の場合は，


 
t

となることから，衝突小振動子と非衝突小振動子間で運動エネルギーが完全に移動する．これは



̂
s
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前節において議論した完全概周期振動に対応する．本章の条件においては，減衰完全概周期振動

の周期は約 100s であった． 

次に図中実線 03.0' の場合は，


 
t

に対応し， 005.0' の場合と同様に小振動子間

のエネルギー移動は認められるものの，衝突小振動子の運動エネルギーが最大となる時刻にお

いて非衝突小振動子の運動エネルギーは最小とはならないことが分かる．またこの例における

減衰概周期振動の周期は先の完全概周期振動の周期とは異なり 110s であった．以上の結果から，

衝突小振動子のモード減衰率のみをずらした場合は，モード減衰率のずれに依存して二小振動

子間のエネルギー移動に不完全さが生じ，かつ概周期振動の周期に変調が加えられることが分

かる．このような周期の変調現象は 3 章に報告した無減衰系での解析(高田他，2011)では観察さ

れていない． 

 

 

Fig.5.5 Positional change of the large oscillator (upper), the small impact oscillator (middle) and the small non-

impact oscillator (lower) with non-equivalent modal damping rate. 

 

  

Fig.5.6 Periodic perfect kinetic energy transfer between the two small oscillators with non-equivalent damping 

rate. 
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5・4・4 質量比とモード減衰率の関係 

各質量比において衝突小振動子のモード減衰率を変化させた場合の減衰概周期振動の周波数

を図 5.7 に示す．縦軸に減衰概周期振動の無次元周波数
a

f （概周期振動の無次元周期
a

T の逆数），

横軸にモード減衰率 を示す．大振動子と二小振動子の質量中心からなる二自由度系とした場

合のモード減衰率を 005.0


 と一定とし，モード減衰率 を 0～0.10，質量比  を 15～95

と変化させた．図中●は 15 ，△は 23 ，■は 47 ，▽は 95 の場合を示す．モード減

衰率 の増加に伴って概周期振動の無次元周波数が減少することが分かる．また質量比 47

の場合，モード減衰率 08.0 の領域において，運動エネルギーの周期的な交換が起こらず，衝

突小振動子のみにエネルギーが集中し続ける現象が発生した．この場合，衝突小振動子のみに運

動エネルギーが流入するため概周期振動は停止した．この状態は後述の概周期振動の無次元周

波数が 0 に漸近する現象として理解できる．また質量比 95 の場合では，モード減衰率

06.0 の領域においても同様の現象が発生した．  

 

 

Fig.5.7 Effect of non-equivalent modal damping rate to the dimensionless energy transfer frequency with 

various mass ratio. 

 

5・5 概周期振動の周期変調現象に関する考察 

5・5・1 数値計算による特徴抽出 

図 5.8 に減衰完全概周期振動の時間変化を示す．横軸に時間，縦軸に各振動子の平衡位置から

の変位を示す．なお現象を把握しやすくする目的で，小振動子の縦軸は座標変換 *

1

*

1 xx  ，
*

2

*

2 xx  を施している．図中上段が大振動子，中段が衝突小振動子，下段が非衝突小振動子を

示す．質量比 95 ，減衰固有角振動数 5.1
d

 ， 5.0
d

 ， 1
dt

 ，衝突周期 2* t ，初期

条件 0)0( X ， 0)0(1 x ， 0)0(2 x ， 1)0( V ， 1)0(1 v ， 1)0(2 v の下で数値計算をおこなった．

なお図中(a)はモード減衰率 005.0 ， 005.0' （R = 1）の場合，図中(b)はモード減衰率 005.0 ，

05.0' （R = 1.367）の場合，図中(c)はモード減衰率 005.0 ， 1.0' （R = 1.816）の場合を

表している．図 5.9 に各衝突直前の二小振動子の運動エネルギー比を示す．ここでは減衰項の寄

与を無視するために毎回の二小振動子の運動エネルギーの総和により規格化した．縦軸に運動
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エネルギー比，横軸に演算子の作用回数を示し，図中上段は衝突小振動子，下段は非衝突小振動

子を示している．図 5.8(a)より，衝突小振動子の振幅が大きい時刻において，非衝突小振動子の

振幅が最小の節になっており，またその逆も観察される．また衝突小振動子と非衝突小振動子の

波形において緩やかな振幅の変調を伴った概周期振動波形が観察される．図 5.9(a)に着目すると，

運動エネルギー比の最大と最小が交互に繰り返され，衝突小振動子と非衝突小振動子の間で正

弦的な運動エネルギーの授受をおこなっていることがわかる．これは特殊振動子のモードであ

る
t

 が励振され，その他のモードとの間でエネルギーの授受がおこなわれていることに由来す

る(7)． 

図 5.8(b)に着目すると図 5.8(a)の場合と同様に，衝突小振動子及び非衝突小振動子に緩やかな

振幅変調を伴った概周期振動波形が観察される．しかしながら概周期振動波形の周期は 125.6s

であり，先の(a)の場合の 100.5s と比較して長くなっている．図 5.9(b)の運動エネルギー比に着目

すると先の(a)の場合と異なり，正弦的な運動エネルギーの移動ではなく，波形歪みを伴った運

動エネルギーの移動が発生している．この歪み波形的な運動エネルギーの移動は大別して以下

に示す二つの領域に分けられる．ここで 0~100.5sに代表される遅い運動エネルギー移動をMode1，

100.5s~138.2s に代表される速い運動エネルギー移動を Mode2 とし区別する． *

2

*

1
vv  平面での速

度状態ベクトルの位置関係に着目すると，Mode1 の領域は，第 1 象限，第 3 象限に対応し，Mode2

の領域は第 2 象限，第 4 象限に対応した．図 5.9(b)の場合，Mode1 と Mode2 の領域は交互に現

れ，周期的に運動エネルギーの交換をおこなった．Mode1 の領域は衝突振動演算子が一回作用す

る際の運動エネルギーの移動が小さい領域であり，概周期振動の周期を長くする．一方，Mode2

の領域は演算子が一回作用する際の運動エネルギーの移動が大きい領域であり，概周期振動の

周期を短くする．以上より 1R の場合，運動エネルギー移動の速度変化に起因した概周期振動

の周期変調現象が発生することが分かる． 

次に図 5.8(c)に着目する．図 5.8(a)や(b)の場合と同様に，衝突小振動子及び非衝突小振動子に

緩やかな振幅変調を伴った振動波形が観察される．しかしながら，先の(a)，(b)とは異なり周期

的な振幅変調波形とはならない．衝突小振動子の時間波形に着目すると一度振幅が緩やかに増

加した後，単調な振幅減少を示しており，周期的な運動エネルギー移動が観察されていない．ま

た図 5.9(c)に着目すると Mode1 の遅い運動エネルギー移動を示した後，衝突小振動子の運動エ

ネルギー比が 0.14 で一定値をとる．これは先の(a)，(b)とは異なり，運動エネルギーが衝突小振

動子のみに流入し続けるため，運動エネルギー移動の周期性が失われることを示唆している．こ

れは特殊振動子のモードである
t

 にエネルギーが局在化することを意味している． 

以上の運動エネルギー移動の特徴を *

2

*

1
vv  平面での回転角の観点から解析を試みる．図 5.10に

演算子一回当たりの *

2

*

1
vv  平面での回転角を示す．横軸に演算子の作用回数を示し，縦軸にその

回転角を示す．図 5.10(a)の場合（R = 1），演算子作用一回当りの回転角は一定値-0.204[rad]を示

し， *

2

*

1
vv  平面にて時計周りに定回転する．これに伴い運動エネルギーは正弦的となり，図 5.9(a)

で示した変化と一致する．図 5.10(b)の場合（R = 1.367），演算子の作用回数に依存して回転角は

-0.341~-0.063[rad]に変化する．Mode1 の領域では回転角が小さく，Mode2 の領域では回転角が大

きくなる傾向にある．これは先の運動エネルギー比の移動の傾向と一致する．図 5.10(a)で示さ

れる R = 1 の場合，Grover アルゴリズムの演算子には摂動が作用しないが，R = 1.367 の場合には

摂動が作用する．摂動が作用しない場合，衝突振動演算子は一定回転角の回転行列として作用す

るが，摂動が作用する場合，演算子の回転角が時々刻々変化することが示唆される．回転角が-

0.204[rad]より小さい場合には摂動による反時計周りの逆回転成分の発生，大きい場合には時計

周りの正回転成分の発生を示唆している．さらに図 5.10(c)の場合（R = 1.816），回転角は一定値

0 に収束した．これは運動エネルギー移動の停止を示しており，先の考察と一致する．以上のよ
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うに運動エネルギーの移動を *

2

*

1
vv  平面上での回転角と対比することにより，本研究で扱う概周

期振動の周期変調現象を定量的に理解できることが示唆される． 

 

  

Fig.5.8 Positional change of the large oscillator (upper), the small impact oscillator (middle) and the 

small non-impact oscillator (lower). 

 

 

Fig.5.9 Normalized energy ratio change of the small impact oscillator (upper) and the small non-impact 

oscillator (lower). 

 

 

Fig.5.10 Change of the rotation angle in the v1*-v2* plane 

 

5・5・2 概周期振動の周期変調メカニズム 

本節では前節で示した概周期振動の周期変調のメカニズムを議論するため， *

2

*

1
vv  平面での回

転と Grover アルゴリズムの摂動という観点から解析をおこなう． *

2

*

1
vv  平面において二小振動

子間の系の運動を記述する 2×2 のサブシステムに書き換えると次式となる． 

 

0 50 100 150 200
-10

-5

0

5

10

0 50 100 150 200
-10

-5

0

5

10

0 50 100 150 200
-10

-5

0

5

10

Time [s]

P
o
si

ti
o
n
 [

m
]

0 50 100 150 200
-10

-5

0

5

10

0 50 100 150 200
-10

-5

0

5

10

0 50 100 150 200
-10

-5

0

5

10

Time [s]

P
o
si

ti
o
n
 [

m
] 0 50 100 150 200

-10

-5

0

5

10

Time [s]

P
o
si

ti
o
n
 [

m
]

0 50 100 150 200
-10

-5

0

5

10

0 50 100 150 200
-10

-5

0

5

10

0 10 20 30 40 50
0

0.25

0.50

0.75

1.00

0 10 20 30 40 50
0

0.25

0.50

0.75

1.00

N
o

rm
al

iz
ed

 e
n

er
g

y
 r

at
io

Number of operation

0 10 20 30 40 50
0

0.25

0.50

0.75

1.00

0 10 20 30 40 50
0

0.25

0.50

0.75

1.00

Number of operation

N
o

rm
al

iz
ed

 n
er

g
y

 r
at

io

0 10 20 30 40 50
0

0.25

0.50

0.75

1.00

0 10 20 30 40 50
0

0.25

0.50

0.75

1.00

Number of operation

N
o
rm

al
iz

ed
 e

n
er

g
y
 r

at
io

 

0 10 20 30 40 50
-1.56

-0.78

0

0.78

1.56

Times of operator

R
o
ta

ti
o
n
 a

n
g
le

0 10 20 30 40 50
-1.56

-0.78

0

0.78

1.56

Times of operatorR
o
ta

ti
o
n
 a

n
g
le

0 10 20 30 40 50
-1.56

-0.78

0

0.78

1.56

Times of operatorR
o
ta

ti
o
n
 a

n
g
le

*X  

*

1
x  

*

2
x  

*X  

*

1
x  

*

2
x  

*X  

*

1
x  

*

2
x  

)(a  

)(a  

)(a  

)(b  )(c  

)(b  

)(b  

)(c  

)(c  

1
  

2
  

1
  

2
  

1
  

2
  



 

- 69 - 

 








































)1(

1

)1(

)1(

)1(

)1(

)1(
]'2exp[)1(



















R

R

R

R

R

R

R

R

RU                (5.17) 

 

ここで )1(/)1)((cos   RRR ， )1(/)1(sin   RR ， )1/()(  RRX 

とおくと，式(5.17)の行列部は次式となる． 
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            (5.18) 

 

式(5.18)より 2×2 のサブシステムは行列の積に分解され，回転角  の回転行列 U’と *

2

*

1
vv  平

面の振幅比を変化させる行列 T を持つことが分かる．ここで *

2

*

1
vv  平面の振幅比を変化させる

行列 T について考える．演算子作用前の衝突小振動子及び非衝突小振動子の速度をそれぞれ
*

2

*

1
, vv とすると，演算子 T による回転角は式(5.18)により与えられる． 
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式(5.18)より演算子 T による回転角  の回転方向は，演算子作用前の *

2

*

1
vv  平面の象限と X

の値に依存して変化することがわかる．ここで質量比は必ず 0 であるため， 1R の時 1X ，

1R の時 1X ， 1R の時は 1X となる．演算子作用前の *

2

*

1
vv  ベクトルとの位置関係をまと

め，表 5.1 に示す．R > 1 の場合， *

2

*

1
vv  ベクトルが第 1 象限，第 3 象限に位置する時，演算子 T

は反時計周りに  回転する演算子として働き， *

2

*

1
vv  ベクトルが第 2 象限，第 4 象限に位置す

る時，演算子 T は時計周りに  回転する演算子として働く．一方，回転行列 U’は時計周りに

一定角 回転する演算子として働く．これにより R > 1 の場合， *

2

*

1
vv  ベクトルが第 1 象限，第

3 象限に位置する時には衝突振動演算子は概周期振動の周期が長くなるように働き，第 1 象限，

第 3 象限に位置する時には概周期振動の周期が短くなるように働くことが示される．以上で示

したように，各象限において摂動演算子の作用が異なり，概周期振動の周期が変調される．これ

が概周期振動の周期変調現象のメカニズムである． 

 

Table.5.1 Relationship between quadrant and sign of difference in rotation angle. 
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5・5・3 概周期振動の停止条件と一方向振動エネルギー移動 

本節では，前節で議論した小振動子間の概周期振動が停止し，二小振動子の運動エネルギーの

比が固定される条件を導出する．概周期振動が停止する場合において，初期状態から演算子を最

初から 50 回まで作用させた場合の衝突・非衝突小振動子の衝突時の速度の状態点（●）の変化

をプロットし，図 5.11 に示す．横軸は衝突小振動子の衝突直前の速度 *

1
v ，縦軸は同じ時刻にお

ける非衝突小振動子の速度 *

2
v を示す．質量比 95 ，減衰固有角振動数 5.1

d
 ， 5.0

d
 ，

1
dt

 ，衝突周期 2* t ，モード減衰率 005.0 及び 1.0' ，初期条件 0)0( X ， 0)0(1 x ，

0)0(2 x ， 1)0( V ， 1)0(1 v ， 1)0(2 v の下で数値計算をおこなった．演算子の作用回数の増加

に伴い，衝突時の速度の比 *

1

*

2
/ vv が一定値となり，状態点は直線軌道に収束した．概周期振動の

停止に伴い，小振動子間のエネルギー移動が小さくなることから，演算子一回当りの回転角は緩

やかに減少し，衝突時の速度の状態点は直線に収束する．無減衰系において， *

2

*

1
vv  平面の回転

は単純な回転行列で表されるが，減衰の寄与により逆回転成分が発生し，演算子一回当りの回転

角と逆回転角が釣り合った時に直線軌道が現れる．概周期振動が停止する条件においては，衝突

時の速度の状態点は直線軌道に漸近し，衝突振動演算子の作用前後で，衝突時の速度の比 *

1

*

2
/ vv

が一定となることから， )(/)()1(/)1( *

1

*

2

*

1

*

2
nvnvnvnv  の関係を満たすように R，  の条件を定

めることにより，次式が得られる． 
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衝突時の速度の比が R，  より定められる式(5.19)と一致した時に概周期振動は停止する．式

(5.19)より求めた漸近線を図 5.11 に実線で示す．衝突時の速度の状態点が収束した後の漸近線と

良く一致することが分かる．上記の概周期振動停止条件下における時間波形を図 5.12 に示す．

衝突小振動子はモード間エネルギー移動に起因する緩やかな振幅増加を示した後，単調な振幅

減少を示した．前節までの周期的な振幅変調現象とは異なり，過渡的な振動応答を示すことが分

かる．先の演算子一回当りの回転角が逆回転成分より大きい領域では，衝突小振動子は緩やかに

振幅増加を示すが，式(5.19)を満たす場合は正回転角が逆回転角と一致し，運動エネルギーの移

動が停止する．この場合，系には減衰成分である ]'2exp[  が一様に作用するため，単調な減衰

波形が現れ，過渡的な振動応答が顕在化する． 
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Fig.5.11 State of impact velocities of the small oscillators in case of energy transfer dissipation. 

 

 

Fig.5.12 Positional change of the large oscillator (upper), the small impact oscillator (middle) and the small 

non-impact oscillator (lower) in case of energy transfer dissipation. 

 

 

5・6 結   言 

本章では比例粘性減衰を有する内部共振多体衝突振動系における概周期振動の周期変調現象

を波動アルゴリズムの観点から解析した．その結果，以下の結論を得た． 

(1) 図 5.1 に示す比例粘性減衰を有する三自由度衝突振動系において，離散力学的に三体振動

系から大振動子を切り離すことにより，衝突小振動子と非衝突小振動子間のみに相互作

用が生じる内部共振条件を導出した． 

(2) 本内部共振多体衝突振動系におけるモード減衰率が等しい場合，無減衰系の場合と同様

に，衝突小振動子と非衝突小振動子間に完全概周期振動が発生することを解析的に示し

た． 

(3) 完全概周期振動の無次元周期を解析的に導出し，これが無次元衝突周期と二小振動子間

の質量比の関数であることを示した． 
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(4) 本内部共振多体衝突振動系においては，特別な質量比において小振動子間のエネルギー

移動である概周期振動に起因した分数調波共振が発生することを示した． 

(5) 衝突小振動子のモード減衰率のみを他のモード減衰率からずらした場合，無減衰系での

衝突振動演算子に摂動を加えた形の衝突振動演算子が得られる． 

(6) 比例粘性減衰による衝突振動演算子への摂動により，運動エネルギー移動の速度が変調

を受けることを解析的に示した．また運動エネルギー移動の速度には二つのモードがあ

ることを示した． 

(7) 摂動演算子による回転角は，作用直前の速度状態ベクトルの位置に依存して変化するこ

とを示した．また速度状態ベクトルの位置と回転方向について整理した． 

(8) (5)の場合，小振動子間のエネルギー移動が不完全となり，概周期振動周期に変調が加わ

ることを明らかにした．また周期的な概周期振動が停止し，二小振動子の速度比が一定と

なる条件を解析的に導出した． 
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付   録 

状態遷移行列の各成分 

運動方程式より求めた状態遷移行列の各成分は式(A)となる． 
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第 6章 内部系モード間の振動エネルギー移動を用いた 

等質量二自由度系の同相－逆相状態間遷移 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

- 77 - 

 

6・1 緒言 

構造物の振動制御は，静粛性や静音性，高速化の観点から重要な課題の一つである．近年のモ

ード解析技術の発展(長松，1993)と相まって，振動の節を用いた構造的フィルタ(背戸，1989)の

概念が提案され，設計論の確立とともに，ビル構造物(松本他，1998)，橋梁(大島他，1998)とい

った各種の応用において実用的な成果が得られている． 

近年，社会インフラ構造物の老朽化が問題となり，これらの長寿命運用への期待が高まってい

る．腹や節の存在する振動モードの発生は，構造物の部材に局所的な応力を発生させ，疲労破壊

の観点からその制御が望まれる．このため，特定の制御可能な振動モードにエネルギーを集め，

可変減衰器を用いて振動減衰させるセミアクティブ制振の技術が重要になると考えられる． 

松下らにより提案された擬基準座標変換法(井上，松下，1991)によれば，元の座標系の部分系

の振動モードを縮約したことで得られる内部系モード(長松，大熊，1991)を，擬モーダルモデル

と呼ばれる振動モデルに変換できることが知られている．擬モーダルモデルにおける内部系モ

ード間のエネルギー移動を制御することによって，非線形要素を用いることなく，自由度の追加

という形で内部系モードの振動制御が実現できると考えられる．しかしながら既往研究におい

て，擬モーダルモデルにおけるエネルギー移動を積極的に利用した振動設計法は見当たらない． 

そこで本章では擬モーダルモデルにおける共鳴構造設計法を提案する．これは擬モーダルモ

デル内に新たな境界座標を設定することにより，新たな疑似的モードを作成し，この固有角振動

数と内部系モードの固有角振動数を一致させる設計法である．本章では端部可動振動子を有す

る等質量二自由度振動系からなる物理座標モデルにおいて，等質量二自由度振動系の同相－逆

相状態間遷移を実現する構造設計が可能であることを示す．次に同相－逆相状態間遷移が擬モ

ーダルモデルにおける内部系モード間のエネルギー移動に由来することを示す．さらに無減衰

擬モーダルモデルの内部系モード間のエネルギー移動を考察することで，物理座標系を対象に，

等質量二自由度振動系の同相－逆相状態のエネルギー移動の周期を導出する．最後に比例粘性

減衰を導入し，同相－逆相状態間のエネルギー移動の一方向遷移について検討をおこなう． 

 

 

6・2 解析モデル 

6・2・1 端部可動振動子を有する等質量二自由度系 

図 6.1 に本章で対象とする端部可動振動子を有する第一および第二と名付けられた二つの等

しい質量をばねで直列に接続した等質量二自由度振動系からなる物理座標モデルを示す．二つ

の等質量 m をばね定数 kcおよび内部減衰 cciで結合した等質量二自由度振動系は，その両端をば

ね定数 kbおよび内部減衰 cbiで弾性支持し，その一端を壁に結合し，そのもう一端を質量 M，ば

ね定数 K および Ciを有する可動振動子を介して壁に結合する．また可動振動子の質量には外部

減衰係数 Ceが，二自由度振動系の各質量には cmeが作用するものとする．変位は各振動子のつり

あい位置からとり，二自由度振動系の第一および第二質量の変位を各々x1，x2とし端部可動振動

子の質量の変位を X とする．端部可動振動子は変位 X を生じることにより，等質量二自由度振

動系自体の固有モードである同相－逆相状態を結合させる働きを担う． 
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Fig.6.1 Schematic figure of a physical coordinate model of 2-equivalent-mass oscillators with an edge moving 

mass and dampers. 

 

6・2・2 運動方程式 

図 6.1 の無減衰系を考えた場合のラグランジアンを式(6.1)に示す． 
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式(6.1)より無減衰系の運動方程式を求め，比例粘性減衰を導入すると散逸系における運動方程

式は式(6.2)となる． 
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以降，以下に示す無次元化をおこなう．ここで代表角振動数 mk / から，代表時間を

/1
r

T とした． */'' dtd は無次元化時間による微分である．また代表長さは単位長さ，代表

剛性は単位ばね定数 k，代表質量を m とおいた．以上の関係を運動方程式に代入し，無次元化に

よる各質量およびばね定数を mMM /*  ， kKK /*  ， kkk
cc

/*  ， kkk
bb

/*  として整理した．

または風や外環境に起因する外部減衰の比例定数，は材料減衰や構造減衰などに起因する内

部減衰の比例定数を表す． 

 

 

6・3 擬基準座標変換による擬モーダルモデルの導出 

本節では松下らの手法(井上，松下，2002)に基づき擬モーダルモデルを導出する．可動端振動

子の質量の変位を境界座標とした擬モーダルモデルの大振動子の変位を X*，内部系モードの第

一小振動子の変位を *

1
 ，第二小振動子の変位を *

2
 とし，以後，i 次内部系小振動子( i = 1, 2, … )

と呼び区別する．端部可動振動子の座標を境界座標と設定し，擬モーダルモデルを求めると式

(6.2)は式(6.3)となる． 
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式(6.3)に表現した擬モーダルモデルの振動モデルを図 6.2 に示す．質量 ** MM 


，ばね定数

eq
KKK  **


を持つ大振動子に対し，質量 2/1

1



m ，ばね定数 2/*

1 b
kk 


を持つ 1 次内部系小

振動子と質量 m2 = kb
*2 / 2(kb

*+2kc
*)2，ばね定数  **2*

2
22/

cbb
kkkk 


を持つ 2 次内部系小振動子が

並列に結合している．ここで Keqは境界座標を単位の力を作用したときに感じる等価ばね定数

であり，Keq = kb
*kc

* / (kb
* + 2kc

*)である．図 6.2 のインセットに，物理座標モデルの内部系モード

の形状を示す．なお，内部系モードの固有振動数zi ( i = 1, 2)および固有モードiは式(6.4)とな

る． 
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物理座標モデルにおける内部系 1 次モードは等質量二自由度振動系の同相状態，2 次モードは

逆相状態を意味する．擬モーダルモデルにおける 1 次，2 次の内部系小振動子間のエネルギー移

動は，物理座標モデルの同相－逆相状態間の遷移に対応する． 

 

Fig.6.2 Schematic figure of a quasi-modal model of a 3-degree of freedom oscillators system with proportional 

viscous damping. The system has one large oscillator hanged at the wall and two small oscillators hanged 

to the large one. 

 

 

6・4 同相‐逆相状態間の遷移を実現する擬モーダルモデルにおける共鳴構造設計法 
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6・4・1 部分空間共鳴構造設計 

本節では本章で用いる擬モーダルモデルにおける共鳴構造設計法を提案する．この共鳴構造

を設計することにより，物理座標モデルの端部可動質量 M*，ばね定数 K*，等質量二自由度系の

ばね定数 kb
*，kc

*の関係式を導出する．なお説明の簡略化のため，比例粘性減衰項を省略して議

論をおこなう．2 次内部系小振動子を新たな境界座標と定義し，拘束端を仮想する．この振動モ

デルを図 6.3 に示す． 1 次内部系小振動子と大振動子を二自由度振動系とみなし，式(6.3)の部分

空間としての運動方程式を導くと式(6.5)となる． 
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Fig.6.3 A subspace model with a fixed boundary in the quasi-modal model. The subspace model indicates a 

coupling between the edge movable oscillator and the synchronized mode in the 2-equivalent-mass 

oscillators. 

 

図 6.3 の二自由度系は，物理座標モデルにおける等質量二自由度振動系の同相状態と端部可動

振動子の連成を表す疑似的モードモデルである．擬モーダルモデルにおける境界座標の導入に

より，このモデルの二自由度系に対する新たな疑似的モードの固有角振動数が生成される．式

(6.5)の固有値問題を解くことにより，この固有角振動数は式(6.6)となる． 
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さらにこれらの固有振動数から，大振動子の質量 M*とばね定数 K*の関係式が得られる．解と

係数の関係より，M*と K*は，式(6.7)となる． 
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一方，2 次内部系の固有角振動数z2は式(6.7)とは独立しており任意に設計できる．そこで，2

次内部系小振動子の固有角振動数z2と部分空間モード+を等置するz2 = +の関係を持たせる．

さらにz1，z2の固有角振動数を漸近させ，うなりを生じさせることで明瞭な同相－逆相状態間

遷移を起こすことができる． 

 

6・4・2 モード解析を用いた設計法の解釈 
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本節では，前節で提案した擬モーダルモデルにおける部分空間を用いた共鳴構造設計法につ

いて，モード解析を用いた解釈を試みる．ここで差分変数 を導入し，z2 = + + の関係を与

えた時の無減衰系の根軌跡を求める．数値計算結果を図 6.4 に示す．横軸は差分変数 ，縦軸は

固有角振動数を表す．計算条件はz1 = 1，- = 0.5 とし，共鳴条件に近づける条件として(a) + = 

1.5，(b) + = 1.1，(c) + = 1.01 とする．差分変数 は 0<  <1 の範囲で変化させた．図中 3 本の

実線は，角振動数の小さい順より 1 次，2 次，3 次モードの固有角振動数の根軌跡を描いている．

全ての条件において，差分変数 が 0 に近づくほど 2 次と 3 次の固有角振動数が近接する様子

が確認できる．(a)，(b)，(c)を比較すると，z2 とz1 を近づけるほど 2 次と 3 次の固有角振動数

がさらに近接することがわかる．以上より提案手法は，2 次と 3 次のモード間の共鳴を誘起する

設計法であると理解できる． 

次に，擬モーダルモデルにおけるモード振幅を求め，図 6.5 に示す．計算条件はz1 = 1，- = 

0.5 を固定した上で，(a) + = 1.5， 0 ，(b) + = 1.5， 1 ，(c) + = 1.01， 0 ，(d) + = 1.01，

1 とした．提案手法の設計条件である(a)，(c)の場合に着目する．2 次モードと 3 次モードに

おける *

1
 と *

2
 の位相関係に着目すると同相と逆相のモードとなっていることがわかる．特にz1，

z2の固有角振動数を漸近させた場合である(c)では，大振動子のモード振幅が小さくなった．し

たがって *

1
 と *

2
 の同相モードと逆相モードの振幅が近くなり， *

1
 と *

2
 の振幅が交互に増減する

うなりが発生し，同相－逆相状態間遷移が発生するものと考えられる．以上より部分空間におけ

る共鳴構造を用いた提案手法は，内部系振動子のモードの同相－逆相関係を制御した設計手法

であることがわかる．他方，(b)，(d)では，3 次モードが *

2
 のみ振幅を有する局在モードとなっ

ており，また固有角振動数が他のモードの固有角振動数と近接していないため，同相－逆相状態

間遷移は発生しない．なお，うなりによるエネルギー移動の観察にはこれらの条件に加えて初期

条件が関係するが，この点については後述にて言及する． 

 

   

Fig.6.4 Relation between 1st, 2nd and 3rd modes of eigen angular frequencies and difference parameter of  with 

z1 = 1, - = 0.5 and (a) + = 1.5, or (b) + = 1.1, or (c) + = 1.01. Resonance occurs between the 

second and third modes in case of  = 0. 
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Fig.6.5 Mode shape of each eigen angular frequency in Quasi-modal model with z1 = 1, - = 0.5 and (a) + = 

1.5,  = 0, or (b) + = 1.5,  = 1, or (c) + = 1.01,  = 0, or (d) + = 1.01,  = 1. (a) and (c) show 

the case of the proposed method. In particular, (c) shows the case of the localized modal amplitude of 

internal small oscillators. In addition, the localized modes have the synchronized shape and the anti-

synchronize shape. 

 

6・4・3 解の存在範囲 

物理座標モデル，擬モーダルモデルの双方で全てのパラメータが正定値とならなければなら

ない．そこで本節では解の存在範囲を定める．式(6.7)の M*に着目する．z2 = +の関係から M* > 

0 であるためには分母が正であれば良い．この大小関係より各角振動数の間に 0 < - < z1 < +

の関係が得られる．次に式(6.7)の K*に着目する．具体例としてz1 = 1 とした場合の K*を求め，

K* > 0 となる範囲に点をプロットし，図 6.6 に示す．図中横軸は角振動数-，縦軸は角振動数+

である．図より+ > 1 範囲でのみ K* > 0 であることがわかる．+ = 1 近傍では 0 < - < 1 の全て

範囲で K*が解を持ち，また 0.4 < -の領域で+方向に解を持つ範囲が次第に拡大することが分か

る． 

 

  

Fig.6.6 Conditions between two coupled natural frequencies, + and -, in the physical-coordinate model. 

Dotted points indicate the area where both frequencies, become positive values to satisfy the practical 

physical realization. 

 

この境界を解析的に求めるため，式(6.7)に 0* K の条件を与え，+と-の曲線を求めると式

(6.8)となる． 
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したがって，解の存在範囲は    
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zzzz
となる．また+ = 

z1近傍では M*，K*共に値が大きくなり，小振動子間の角振動数z1，z2が漸近する．これより，

うなりに近い条件とは等質量二自由度系に対し，端部可動質量が僅かに変位する可動端に相当

することが分かる． 

 

6・4・4 設計フローチャート 

共鳴構造設計法のフローチャートを図 6.7 に示す．前節のパラメータの正定値条件を満たすよ

うにz1とz2を定め，式(6.4)を用いて等質量二自由度系のばね定数 kb
*，kc

*を決定する．そして-

を与え，端部可動振動子の質量 M*とばね定数 K*を決定する． 

 

 

Fig.6.7 Flowchart to design resonance structure in the quasi-modal model. Stiffness parameters K*, kb
*, kc

* and 

mass parameter M* are designed from equation (6.4) and (6.7). 

 

 

6・5 数値計算 

6・5・1 自由振動応答 

本節では無減衰系を対象とし，擬モーダルモデルにおいて共鳴構造設計した物理座標モデル

の自由振動特性を解析し，同相－逆相状態間の遷移現象の有無について考察する．物理座標モデ

ルの自由振動の時刻歴を状態遷移行列によって求め，図 6.8 に示す．  

 

      

Fig.6.8 Positional change of the two equivalent masses and the edge moving mass in the physical-coordinate 

model in case of synchronized mode as an initial state. Left column shows the case of + = 1.1, center 
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column shows the case of + = 1.05, and right column shows the case of + = 1.01. Red dotted lines 

indicate the instants of anti-synchronized state. In resonance case (i.e. + = 1.01), there exists a clear 

state transition between synchronized and anti-synchronized states. In addition, displacement of the 

edge moving mass became small in the resonance case. 

 

時間刻み dt = 0.05 とし，z1 = 1，- = 0.5 とし，共鳴条件に近づける条件として+ = 1.1，+ = 

1.05，+ = 1.01 について計算した．物理座標モデルの初期条件は，これを構成する等質量二自由

度振動系が同位相状態であった場合とし，X*(0) = 0，x1
*(0) = 0.5，x2

*(0) = 0.5，V*(0) = 0，v1
*(0) = 

0，v2
*(0) = 0，X*(0) = 0，1

*(0) = 1.0，2
*(0) = 0，V*(0) = 0， )0(

1
  = 0， )0(

2
  = 0 とした．図 6.8

の各図には横軸に時間，縦軸に各振動子の変位を示す．上段に可動端振動子の変位，中段および

下段は等質量二自由度振動系の第一質量および第二質量の変位を表す．また図左列は+ = 1.1，

中央列は+ = 1.05，右列は+ = 1.01 を表す．図 6.8 中赤点線で示した時刻において，同相状態か

ら逆相状態への遷移が観察された．z1 とz2 を漸近した共鳴条件では同相－逆相状態間遷移が

明瞭となった．一方，端部可動質量の変位は共鳴条件に近づくにつれ小さくなった．共鳴条件下

では可動端振動子が僅かに変位を許す剛体壁に近くなることを表している．本設計で得られた

質量，ばね定数をまとめ，表 6.1 に示す． 

 

Table 6.1 Designed values of the mass and stiffness parameters by using the proposed method, in case of 

resonance with huge edge movable mass. 

 

 

6・5・2 擬モーダルモデルにおける考察 

次に 6・5・1 節の物理座標系の時刻歴を擬モーダルモデルの座標に移し，ヒルベルト変換を用

いて振幅の時刻歴に変換し，内部系モード間のエネルギー授受の様子を可視化して図 6.9に示す．

横軸に時間，縦軸に各振動子の振幅を示す．ここでヒルベルト変換を用いた振幅は記号

),,(, *

2

*

1

* XjZ
j

 で表すものとする．上段に大振動子，中段に 1 次内部系小振動子，下段に 2

次内部系小振動子をそれぞれ表す．図 6.9 中赤点線で示した時刻は，物理座標モデルにおいて同

相状態から逆相状態への遷移が観察された時刻である．赤点線で示した時刻と 2 次内部系小振

動子の振幅が大きくなる時刻と対応することから，物理座標モデルにおける同相－逆相状態間

の遷移現象は擬モーダルモデルにおける内部系小振動子間のエネルギー移動に由来することが

分かる． 
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Fig.6.9 Temporal changes of the amplitude of the quasi-modal model. Left column shows the case of + = 1.1, 

center column shows the case of + = 1.05, and right column shows the case of + = 1.01. Red dotted 

lines indicates there instants of anti-synchronized state. Anti-synchronized states correspond with the 

energy concentration to the one small oscillator in the quasi-modal model. 

 

 

6・5・3 同相－逆相状態間エネルギー移動の周期の導出 

本節では無減衰擬モーダルモデルの内部系モード間のエネルギー移動を考察することで，物

理座標系における等質量二自由度系の同相－逆相状態間のエネルギー移動の周期の表式を導出

し考察をおこなう．式(6.5)の部分空間運動方程式を用いた部分空間対角化行列 P は式(6.9)で表

される． 
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比例粘性減衰項を無視した式(6.3)の運動方程式を，対角化行列 P により部分空間対角化を施

し，非対角項に対する対称化変換を施すと式(6.10)が得られる．ここで e-，e+は擬モーダルモデル

における 1 次内部系小振動子と端部可動振動子からなる連成振動系の同相状態と逆相状態に対

応し，提案法による新たな疑似的モードを表す． 
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のみで決まる点に注意する．式(5.10)は擬モーダルモデルの内部系

モードと提案法による疑似的モードのモード連成方程式となる．z2 = +の関係より e+と2
*の方

程式が主な連成となるため，2×2 共鳴構造サブシステムを抽出し，複素状態遷移行列 U(高田他，

2011), (Briggs and Eisfeld, 2012)を求めると式(6.11)となる． 
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ここで


  2A ，


  2B である．式(6.11)は速い振動成分(A + B) / 2 と緩やかな振動

成分(A – B) / 2 に分解され，緩やかな振動成分は e+と2
*の間のエネルギー授受を表している．こ

れより e+を介した同相－逆相状態間エネルギー移動の存在を確認できる．緩やかな振動成分は

回転群の積に分解でき，量子情報理論における Grover アルゴリズム(Grover and Sengupta, 2002)

と一致する．式(6.11)の速い振動数成分の周期毎に離散化し，緩やかな振動成分を抽出するため

)/(4* BAt   を代入する．これにより緩やかな振動成分の回転行列の周期が内部系モード間

エネルギー移動の周期となる．この周期 Taを求めると式(6.12)となる． 

 

















 22

22
a

T                        (6.12) 

 

式(6.12)の理論値と先の数値計算値を比較し，図 6.10 に示す．縦軸は内部系モード間エネルギ

ー移動の周期，横軸は固有角振動数+を表す．図中○は先の数値計算値，赤実線は式(6.12)の理

論値を表す．両者は良く一致することが分かる．これまでのアナロジーから，この周期は，物理

座標モデルにおける等質量二自由度系の同相－逆相状態間のエネルギー移動の周期と等価であ

る． 

 

 

 

Fig.6.10 Dependence of the natural transfer period between the synchronized and anti-synchronized states to the 

larger coupled angular frequency of +. The theoretical line (equation (6.12)) shows good agreement 

with the open circles obtained from simulations. The period of energy transfer was decreased by 

increasing the angular frequency of +. 

 

6・5・4 初期条件に関する条件 

同相－逆相状態間遷移はうなりを起源とするため初期条件に依存する．擬モーダルモデルの

モード振幅を擬モーダルモデルの初期条件と設定すると，対応する固有振動のみが励振され，う

なりによるエネルギー移動は観察できない．本節ではこれを数値計算によって確認する．計算例

を図 6.11 に示す．時間刻み dt = 0.05，z1 = 1，- = 0.5，+ = 1.01 について計算した．初期条件

は 2 次固有モードと一致させた場合を想定し，X*(0) = 0.0065，x1
*(0) = -0.1593，x2

*(0) = -0.6848，

V*(0) = 0，v1
*(0) = 0，v2

*(0) = 0，X*(0) = 0.0065，1
*(0) = -0.8441，2

*(0) = 0.5361，V*(0) = 0， )0(
1
  

= 0， )0(
2

  = 0 とした．図 6.11 の各図には横軸に時間，縦軸に各振動子の変位を示す．左列に

Ta 

+ 
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は物理座標系の各振動子の変位，右列には擬モ－ダルモデルの時刻歴にヒルベルト変換を用い

て振幅の時刻歴に変換して示す．左列上段に可動端振動子の変位，中段および下段は等質量二自

由度振動系の第一質量および第二質量の変位を表す．右列上段に大振動子，中段に 1 次内部系小

振動子，下段に 2 次内部系小振動子をそれぞれ表す． 

物理座標系の変位に着目すると，同相－逆相状態間遷移が発生していない様子が観察される．

また擬モーダルモデルの振幅に着目すると，内部系小振動子間のエネルギー授受が生じていな

い様子が確認できる．以上より，提案手法による同相－逆相状態間遷移は初期条件に依存する現

象であることが確認できる． 

 

 

Fig.6.11 Temporal changes of the physical-coordinate model and the quasi-modal model. Initial conditions 

correspond with eigen mode vectors. In this case, transition between synchronization and anti-

synchronization can’t be observed. 

 

 

6・6 比例粘性減衰の導入による同相‐逆相状態間の一方向遷移 

6・6・1 自由振動応答 

本節では物理座標モデルに比例粘性減衰系を導入し，このモデルにおける等質量二自由度振

動系の同相－逆相状態間の一方向遷移の可能性について検討する．物理座標モデルの自由振動

応答を状態遷移行列によって求め，図 6.12 に示す．先の数値計算と同様，時間刻み dt = 0.05，

z1 = 1，- = 0.5 とし，共鳴条件に近づける条件として+ = 1.1，+ = 1.05，+ = 1.01 について計

算した．物理座標モデルにおける初期条件は，これを構成する等質量二自由度振動系が同位相状

態であった場合とし，X*(0) = 0，x1
*(0) = 0.5，x2

*(0) = 0.5，V*(0) = 0，v1
*(0) = 0，v2

*(0) = 0，X*(0) = 

0，1
*(0) = 1.0，2

*(0) = 0，V*(0) = 0， )0(
1
  = 0， )0(

2
  = 0 とした．モード減衰率については，

1 次モードおよび 2 次モードの減衰率を 0.05，3 次モードの減衰率を 0.01 と設定した．固有値の

数値計算より 1 次モードが-，2 次モードがz1，3 次モードがz2に近接したため，z2のエネル

ギーを顕在化させるため 3 次モードの減衰率を低く設定した．図 6.12 の各図には横軸に時間，

縦軸に各振動子の変位を示す．上段に可動端振動子の変位，中段および下段は等質量二自由度振

動系の第一質量および第二質量の変位を表す．また図左列は+ = 1.1，中央列は+ = 1.05，右列

は+ = 1.01 における結果を表す．全ての図において同相状態から逆相状態への一方向遷移が観

察された． 
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Fig.6.12 Damped free oscillation of the two equivalent masses and edge moving mass in the physical-

coordinate model in case of synchronized mode an initial state. Left column shows the case of + = 

1.1, center column shows the case of + = 1.05, and right column shows the case of + = 1.01. 

Damped free oscillation shows the uni-direction transition from synchronization to anti-

synchronization state. 

 

6・6・2 擬モーダルモデルにおける考察 

6・6・1 節の物理座標モデルの時刻歴を擬モーダルモデルに移し，ヒルベルト変換を用いて振

幅の時刻歴に変換し，内部系モード間のエネルギー授受の様子を可視化して図 6.13 に示す．横

軸に時間，縦軸に各振動子の振幅を示す．図中黒実線は 1 次内部系小振動子，青実線は 2 次内部

系小振動子を表し，図左列は+ = 1.1，中央列は+ = 1.05，右列は+ = 1.01 における結果を表す．

いずれの場合にも 2 次内部系小振動子への一方向エネルギー移動が確認できる．+ = 1.1，+ = 

1.05 の場合，減衰の時定数と比較して内部系モード間のエネルギー移動の周期が短いため，減衰

しながら周期的なエネルギー授受を伴う様子が観察できる．一方，+ = 1.01 の場合，減衰の時定

数よりも内部系モード間のエネルギー移動の周期が長いため，周期的なエネルギー授受を生じ

ていない．これより提案法によって同相状態から逆相状態への一方向遷移を実現するためには

減衰器の適切な設計をおこなう必要があることが分かる．  

  

   

Fig.6.13 Temporal amplitude changes of the quasi-modal model. Left column shows the case of + = 1.1, 

center column shows the case of + = 1.05, and right column shows the case of + = 1.01. Black solid 

lines show those of synchronized mode of the small oscillator in the quasi-modal mode and blue solid 

lines show the anti-synchronized mode. These amplitude change indicates target energy transfer from 

synchronized to anti-synchronized mode of the small oscillators. 

 

 

6・7 結言 

本章では端部に可動質量を有する等質量二自由度系からなる物理座標モデルを対象に，比例

粘性減衰を有する場合と有しない場合について，擬モーダルモデルにおける共鳴構造設計法の

提案と物理座標モデルにおける等質量二自由度系の同相－逆相状態間遷移現象の検討と解析を

おこなった．その結果，以下の結論を得た． 
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(1) 擬モーダルモデル内に境界座標を設定し，擬モーダルモデル内に新たな疑似的モードを

作成し，疑似的モードの固有角振動数と内部系モードの固有角振動数を一致させる，擬モ

ーダルモデルにおける共鳴構造設計法を提案した． 

(2) 擬モーダルモデルにおける共鳴構造設計法を用いることで，物理座標モデルにおける等

質量二自由度系の同相－逆相状態間遷移を実現する物理座標モデルのばね定数と質量の

設計式を導出した． 

(3) 物理座標モデルにおける等質量二自由度系の同相－逆相状態間遷移は，擬モーダルモデ

ルの内部系モード間のエネルギー移動に由来する． 

(4) 複素状態遷移行列を用い，無減衰擬モーダルモデルの内部系モード間のエネルギー移動

を考察することで，物理座標モデルにおける等質量二自由度系の同相－逆相状態間のエ

ネルギー移動の周期を導出した． 

(5) 物理座標モデルに比例粘性減衰を導入し，この系のモード減衰率を適切に設計すること

により，等質量二自由度系の同相－逆相状態間のエネルギー移動の一方向遷移を実現で

きる可能性を示唆した． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

第 7章 内部系モード間エネルギー移動を実現する 

部分空間共鳴構造設計法 
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7・1 緒言 

多自由度連成振動系における振動エネルギー移動現象に関する研究の歴史は古く，初期の研

究は Hartog(Hartog, 1956)によりまとめられている．Hartog の著書では線形系の自由振動におけ

る固有振動数の重複であるうなりによるエネルギーの渡り歩きに関する記述がある．Hartog は

連成ばねを有する連成振子，並進運動と傾き振動が連成する車体系，並進運動とねじり振動が連

成する Wilber-force のばねを例示している．Hrotog はこれらの系を比較することにより，振動エ

ネルギーの渡り歩きを実現するために，固有振動数の重複と各自由度間の連成が必要であるこ

とを，モードの重ね合わせの観点から説明している．後に田島(田島，1970)がエネルギーの立場

から解析的な検討を示すとともに，連成系の事例を拡充して表にまとめている．加えて彼は，現

象の初期条件に関して，現象の観察できる場合とできない場合についてまとめている．この後も

中井と北野(中井，北野，1984)がはつ弦の自由振動を対象に，はりと弦の連成系について実験と

理論解析をおこない，連続体の連成系における振動エネルギーの渡り歩きが生じることを確認

している．以上の研究より，線形系の自由振動については基本的な発生メカニズムの解明を終え

ているが，これらは現象の説明に留まり，本現象を利用した設計手法や振動利用方法に関する応

用研究が未だ十分に行われてはいない． 

一方，線形系では通常，モードの直交性からモード間にエネルギー移動が生じることはない．

他方，部分構造合成法などで用いられる内部系モード(長松，大熊，1991)に関しては，線形系に

おいても，擬モーダルモデルに代表されるように，内部系モード間の連成振動系を得ることがで

きる(井上，松下，2002)．対象とする系の主な振動モードを内部系モードに対応させることで，

内部系モード間のエネルギー移動を制御することができれば，線形系の範囲で，振動モードをよ

り積極的に制御することが可能になると考えられる． 

6 章において著者は，端部可動振動子を有する等質量二自由度系を対象として擬モーダルモデ

ルにおいて仮想の拘束端を導入した部分空間共鳴構造設計をおこなうことで，等質量二自由度

系の内部系モード間に振動エネルギーの移動が行われることを明らかにし，その設計指針をま

とめた(高田他，2016)．しかしながら，6 章では対象とする主系が等質量二自由度系に限られて

おり，より現実的な系への適用が困難であった． 

そこで本章では，対象とする系の適用範囲を拡大する目的で，等質量直列 N 自由度系を主系

とした多自由度振動系について，任意の内部系モードの振動エネルギーを特定の振動子に移動

させるための系の設計法について議論を行い，制振に応用する方法について検討する．部分空間

共鳴構造設計法では内部系と端部可動振動子の二つの設計が必要であることから，実際の応用

を考えた場合，主系が既設でコントロールできない場合が多い．そこで本章では，内部系を設計

する因子として新たにモード制御振動子を導入し，モード制御振動子と主系の対象モードの固

有振動数近傍で成り立つ近似モデルを用いることで，6 章の内部系の設計法を拡張する．次に，

一般的な自由度の擬モーダルモデルに対して仮想の拘束端を導入することにより，部分空間共

鳴構造設計を拡張する．設計例として，主系を等質量直列三自由度系とした場合について具体的

な設計をおこない，根軌跡とモード形状による設計結果を吟味し，自由応答解析による内部系モ

ード間の振動エネルギー移動の発生状況について考察をおこなう．最後に，比例粘性減衰を用い

たモード制御振動子における一方向エネルギー移動の可能性について議論する． 

 

7・2 解析モデル 

7・2・1 端部可動振動子とモード制御振動子を有する等質量直列 N自由度系 



 

- 92 - 

 

図 7.1 に本章で対象とする端部可動振動子とモード制御振動子を有する等質量直列 N 自由度

系を示す．等質量直列 N 自由度系からなる主系に対し，主系のモードと内部系において共鳴を

起こす目的のモード制御振動子，主系とモード制御振動子を含む内部系のモード間エネルギー

移動を制御する端部可動振動子を有する振動系である．主系は質量 m，ばね定数 k で構成される

N 自由度系であり，モード制御振動子は質量 m，ばね定数 kbおよび kcで構成される 1 自由度系，

端部可動振動子は質量 M，ばね定数 K で構成される 1 自由度系である．主系の各振動子の変位

を xi (i = 1, 2, ...,N)，端部可動振動子の変位を X，モード制御振動子の変位を xcとする．ここで，

モード制御振動子は主系における j 番目の位置の質量に取り付けられるものとする． 

 

 

Fig.7.1 Schematic figure of a physical coordinate model of N-equivalent-mass oscillators with an edge moving 

mass and a mode control oscillator. 

 

7・2・2 運動方程式 

図 7.1 の系の運動エネルギーを式(7.1)に示す． 

 

                         (7.1) 

 

またポテンシャルエネルギーを式(7.2)に示す． 

 

   (7.2) 

 

ここでijは Kronecker のデルタ記号である．式(7.1)と式(7.2)より，ラグランジュの運動方程式

を求めると式(7.3)となる．  
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(7.3) 

 

式(7.3)を導くにあたり，以下に示す無次元化をおこなった．代表角振動数 mk / から，代

表時間を Tr = 1 / とした． */'' dtd は無次元化時間による微分である．また代表長さは単位長

さ，代表剛性はばね定数 k，代表質量を m とおいた．以上の関係を運動方程式に代入し，無次元

化による各質量およびばね定数を M* = M / m，K* = K / k，kc
* = kc / k，kb

* = kb / k として整理した． 

 

 

7・3 内部系モード間エネルギー移動を実現する部分空間共鳴構造設計法 

7・3・1 モード制御振動子の設計 

本節ではモード制御振動子のばね定数 kb
*と kc

*の設計式を求める．図 7.1 の全系より，端部可

動振動子の質量の座標を境界座標とし，主系とモード制御振動子からなる内部系を考え，図 7.2(a)

に示す．主系のモード特性が既知である前提の下，主系のモード座標を T
N ],...,,[ 21 η と表し，

主系 s 次の固有振動数近傍で成り立つ図 7.2(b)の近似モデルを考える．ここでsは主系の固有モ

ードのうち，モード制御振動子と連成させる s 次の対象モードを表す． 

 

                                

(a)                                        (b) 

Fig.7.2 (a) shows the schematic figure of internal modal model. Internal modal model has the primary system 

and mode control oscillator. (b) shows the coupled model around at a resonance frequency of primary 

system. 
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主系 s 次モードの固有角振動数近傍で成り立つ簡易 2 自由度系の運動方程式を求めると，式

(7.4)となる．ここで主系の s 次モードの運動方程式は単位質量モードによって記述した． 

 

        (7.4) 

 

ここで，kc
* = ks

*とした．式(7.4)より固有角振動数を求めると式(7.5)となる． 

 

                             (7.5) 

 

式(7.5)を用い，モード制御振動子のばね定数を求めると式(7.6)となる． 

 

                          (7.6) 

 

7・3・2 端部可動振動子の設計 

本節では端部可動振動子の質量 M*およびばね定数 K*の設計式を導出する．図 7.3 に擬モーダ

ルモデルの振動モデルを示す．図中(a)は前節で導入した内部系を有する場合の擬モーダルモデ

ル，図中(b)に後述の仮想の拘束端を導入した部分空間モデルを示す．内部系モードの振動子を

表す並列小振動子の座標をp，質量を mp，ばね定数を kpと表す．これらの各定数の導出方法は

井上，松下の著書(井上，松下，2002)を参照されたい．ここで，添字 p は内部系モードの次数を

表し，p = 1, …, s, …, N+1 をとる．そして，並列振動子と接続する大振動子の座標を X，質量を

MQ，ばね定数を KQとした． 

 

 

(a)                   (b) 

Fig.7.3 Schematic figure of quasi-modal model. (a) shows the quasi-modal model, (b) shows the subspace 

quasi-modal model with virtual fixed boundaries. 

 

図 7.3(a)のモデルより，擬モーダルモデルの運動方程式を求めると式(7.7)となる． 
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       (7.7) 

 

ここで，主系の s 次モードを対象に，s 番目以外の全ての内部系モードの質量を仮想の境界座

標(6)とみなした拘束端とし，低次元化する．得られた部分空間運動方程式は式(7.8)となる． 

 

                (7.8) 

 

式(7.8)の固有値を求め，解と係数の関係を整理すると，式(7.9)，式(7.10)となる． 

 

            (7.9) 

                          (7.10) 

 

以上を用いて，端部可動振動子の質量 M*，ばね定数 K*について解けば，式(7.11)，式(7.12)と

なる． 

 

                            (7.11) 

                    (7.12) 

 

7・3・3 設計フローチャート 

以上の設計式を用いた設計フローチャートを図 7.4 に示す．最初に主系におけるモード制御振

動子の設置位置を添字 j によって指定する．次に主系の固有モードのうち，エネルギー移動を誘

起する対象 s 次モードを指定する．次に主系の運動方程式に対しモード解析をおこない，モード

剛性 ks
*を決定する．次にモード制御振動子を設計するため，対象 s 次モードと共鳴させる s+1 次

モードとの固有角振動数の二乗の差に関する設計条件⊿2 = zs+1
2-zs

2を与える．以上を用い，
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式(7.6)によって，モード制御振動子のばね定数 kb
*と kc

*を決定する．次に端部可動振動子の設計

に移る．以上により，主系とモード制御振動子からなる内部系が決定されるため，境界座標を除

く擬モーダルモデルにおける内部系パラメータ ms，ksが求められる．最後に得られた擬モーダ

ルモデルの内部パラメータを用い，式(7.11)，(7.12)によって端部可動振動子の質量 M*とばね定

数 K*を決定する． 

 

 

Fig.4 Flowchart to design subspace resonance structure in the quasi-modal model. Stiffness parameter K*, kb
*, 

kc
* and mass parameter M* are designed from equation (6.6), (6.11) and (6.12). 

 

 

7・4 設計例  

7・4・1 端部可動振動子とモード制御振動子を有する等質量 3自由度系 

本節では，前節で提案した部分空間共鳴設計法について，具体的な設計例を示す．本節では図

7.5 の端部可動振動子とモード制御振動子を有する等質量 3 自由度系を対象とした．等質量 3 自

由度系は，端部可動振動子に結合した第一質量，第二質量，第三質量から構成され，モード制御

振動子は主系中央の第二質量に設置 (j = 2)され，主系の対象モード s を変化させて検討をおこな

う．ここで，主系の第一質量の変位を x1，第二質量の変位 x2，第三質量の変位を x3，端部可動質

量の変位を X，モード制御振動子の変位を xcとした． 

 

 

Fig.7.5 Schematic figure of a physical coordinate model of 3-equivalent-mass oscillators with an edge moving 

mass and a mode control oscillator. Mode control oscillator is attached directly to mass of center 

position in primary system.  
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7・4・2 固有角振動数 

7・4・2・1 主系，内部系，全系における固有角振動数の比較 

本節で用いた設計条件および得られた設計値を以下の表 7.1 に示す．対象 s 次モードと s + 1

次モードの固有角振動数の二乗の差⊿2の設計条件を⊿2 = 0.001，擬モーダルモデルの部分空

間モデルの固有角振動数-の設計条件をとした． 

 

Table.7.1 Design condition and designed parameter.  

 
 

表 7.2 に提案法によるモード制御振動子，端部可動振動子を用いた内部系，全系，主系の固有

角振動数の計算値，図 7.6 に固有角振動数の相対比較を図示して示す．図中，左は全系の固有角

振動数，中央は内部系の固有角振動数，右は主系の固有角振動数を表し，上段(a)は s = 1 次とし

た場合，中段(b)は s = 2 次とした場合，下段(c)は s = 3 次とした場合をそれぞれ表す．最初にモ

ード制御振動子の設計結果について考察する．(a)の場合，主系の固有角振動数は低次より 0.7654，

1.4142，1.8478 であり，固有角振動数 0.7654 の s = 1 次モードを対象とする．一方，内部系の固

有角振動数は低次より 0.7654，0.7659，1.4142，1.8478 となった．モード制御振動子を追加した

内部系では，主系 1 次モード近傍で固有角振動数が重複する，共鳴条件となる固有角振動数が生

じた．主系 2 次モード，3 次モードの固有角振動数に着目すると，内部系の 3 次モードと 4 次モ

ードの固有角振動数がそれぞれ一致した．(b)の場合，主系の固有角振動数 1.4142 の s = 2 次モー

ドを対象とする．内部系の固有角振動数は低次より 0.7655，1.4142，1.4144，1.8478 となった．

(a)と同様，主系 2 次モード近傍で固有角振動数が重複する，共鳴条件となる固有角振動数が生

じた．主系 1 次モード，3 次モードの固有角振動数に着目すると，内部系の 1 次モードと 4 次モ

ードの固有角振動数がそれぞれ一致した． 

 

Table.7.2 Eigen angular frequencies of each system using subspace resonance structure method. 
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(a) 

 

(b) 
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(c) 

Fig.7.6 Comparison of eigen angular frequencies of each system. Left figure shows the all system, middle 

figure shows the internal system, right figure shows the principal system. In addition, (a) shows the 

objective mode is s = 1, (b) shows the objective mode is s = 2, (c) shows the objective mode is s = 3, 

respectively.  

 

 (c)の場合，主系の固有角振動数 1.8478 の s = 3 次モードを対象とする．得られた内部系の固

有角振動数は低次より 0.7655，1.4142，1.8478，1.8480 となった．先の(a)，(b)と同様，主系 3 次

モード近傍で固有角振動数が重複する，共鳴条件となる固有角振動数が得られた．主系 1 次モー

ドと 2 次モードの固有角振動数に着目すると，内部系の 1 次モードと 2 次モードがそれぞれ一

致した．以上により，モード制御振動子は，主系の対象 s 次モードを連成の対象とする設計とな

っていることがわかる． 

次に端部可動振動子の設計結果について考察する．(a)の場合，全系の固有角振動数は低次より

0.4991，0.7656，0.7663，1.4144，1.8479，(b)の場合，固有角振動数は低次より 0.4986，0.7664，

1.4143(9027)，1.4143(9039)，1.8479，(c)の場合，固有角振動数は低次より 0.4852，0.7721，1.4156，

1.8482，1.8479 となった．全系 1 次モードの固有角振動数は，(a)の場合 0.4991，(b)の場合 0.4986，

(c)の場合 0.4852 であり，いずれも擬モーダルモデルの部分空間モデルの固有角振動数- = 0.5 と

近い値をとった．また，先の内部系の固有角振動数と対比すると，全系 2 次モード，3 次モード，

4 次モード，5 次モードが内部系 1 次モード，2 次モード，3 次モード，4 次モードにそれぞれ対

応した．したがって，端部可動振動子の設置により，全系は，部分空間モデルの固有角振動数-

に対応する 1 次固有角振動数が，内部系に追加されたと構造となっていると考えられる． 

 

7・4・2・2 根軌跡 

提案法が成り立つ範囲を議論するため，対象 s 次モードと s+1 次モードの固有角振動数の二乗

の差⊿2を変化させた場合の根軌跡を求め，図 7.7 に示す．図中縦軸は固有角振動数，横軸は固

有角振動数の二乗の差を表す．図中左は s = 1 の場合，中央は s = 2 の場合，右は s = 3 の場合を

それぞれ示す．また図中の破線は部分空間モデルの固有角振動数-および主系の固有角振動数を

プロットした．いずれの場合も⊿2が 0 付近の場合に重根を持ち，⊿2が大きくなるにつれて，

対象 s 次モードと s+1 次モードの固有角振動数の差が大きくなる傾向が得られた．また，⊿2が

0 付近の場合に，全系の固有角振動数が破線と一致することから，全系の固有角振動数が部分空

間モデルの固有角振動数-および主系の固有角振動数に対応することがわかる．全系の 1 次モー

ドの固有角振動数に着目すると，⊿2 が大きい場合に固有角振動数が 0 以下となり，系が不安

定化する領域が得られた．これは式(7.12)で設計される，端部可動振動子のばね定数が負となる

ためである．これは本設計法において，正定値を得るためには，⊿2 が 0 付近の共鳴条件を満

たす必要があることを示している． 
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Fig.7.7 Relation between eigen angular frequencies and difference parameter of ⊿2. Left figure shows the 

objective mode s = 1, middle figure shows the s = 2, right figure shows the s = 3, respectively.  

 

7・4・2・3 モード形状 

表 7.1に示す計算条件の下で，各固有角振動数におけるモードベクトルを求めて図 7.8に示す．

図中第 1 列(a)は s = 1 の場合，第 2 列(b)は s = 2 の場合，第 3 列(c)は s = 3 の場合をそれぞれ表

す．図中 1 行目は全系 5 次モード，2 行目は 4 次モード，3 行目は 3 次モード，4 行目は 2 次モ

ード，5 行目は 1 次モードを表す．全ての場合において，1 次モードは端部可動振動子と主系が

同相で動き，モード制御振動子の振幅が小さいモード形状となった．また，端部可動振動子はこ

のモードのみ大きい振幅をとった．モード制御振動子は主系の対象 s 次モードと s+1 次モードの

場合のみ振幅が大きいモードとなった．主系とモード制御振動子の位相関係に着目すると，s 次

モードでは主系モードとモード制御振動子は同相，s+1 次は逆相の関係となった．対象 s 次モー

ド，s+1 次，1 次モード以外のモードは，モード制御振動子，端部可動振動子共にモード制御振

動子が小さく，主系の振幅が卓越する傾向であった．当該モードではモード制御振動子，端部可

動振動子の影響が小さい事を意味している．前節の根軌跡による固有角振動数の評価において

も，⊿2が 0 付近の共鳴条件では，1 次の固有角振動数が部分空間モデルの固有角振動数-に対

応し，それ以外が主系の固有角振動数と対応する傾向を示したことから，本モード形状の対応は

妥当なものであると考えられる． 
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(a)                               (b)                               (c) 

Fig.6.8 Mode shape of all system. (a) shows the case of s = 1, (b) shows the case of s = 2, (c) shows the case of 

s = 3, respectively.  

 

 

7・5 数値計算 

本章では，前節で設計例とした端部可動振動子とモード制御振動子を有する等質量 3 自由度

系を対象に，内部系モード間エネルギー移動現象の発生有無について，自由応答解析を用いて検

討をおこなう． 

 

7・5・1 主系 1次モードを対象(s = 1)とした場合 

物理座標モデルおよび擬モーダルモデルの自由振動応答の時刻歴を状態遷移行列によって求

め，図 7.9 に示す．図 9(左)に物理座標系の自由振動，(右)に擬モーダルモデルの自由振動をそれ

ぞれ示す．図 7.9(左)の上段から，端部可動振動子の変位，等質量直列三自由度系の第一質量の変

位，第二質量の変位，第三質量の変位，モード制御振動子の変位を表す．また図 7.9(右)の上段か

ら，端部可動振動子の振幅，内部系 1 次モード振動子の振幅，内部系 2 次モード振動子の振幅，

内部系 3 次モード振動子の振幅，内部系 4 次モード振動子の振幅を表す．ここで，擬モーダルモ

デルの自由応答については，内部系モード間のエネルギー授受の様子を可視化するため，時系列

にヒルベルト変換を施し，複素信号の絶対値を求めて振幅とした．時間刻み dt = 1s，対象 1 次モ

ードと 2 次モードの固有角振動数の二乗の差⊿2 の設計条件を⊿2 = 0.05，擬モーダルモデル

の部分空間モデルの固有角振動数-の設計条件をの条件で計算をおこなった．物理座標

系の初期条件は X*(0) = 0，x1
*(0) = 0.2845，x2

*(0) = 0.4024，x3
*(0) = 0.2845，xc

*(0) = 0.4024，V*(0) 

= 0，v1
*(0) = 0，v2

*(0) = 0，v3
*(0) = 0，vc

*(0) = 0 とし，擬基準座標系の初期条件は X*(0) = 0，1
*(0) 

= 1，2
*(0) = 0，3

*(0) = 0，4
*(0) = 0，V*(0) = 0，1

*’(0) = 0，2
*’(0) = (0)，3

*’(0) = 0，4
*’(0) = 0 と

した．物理座標の応答に着目すると，等質量直列三自由度系とモード制御振動子の間に緩やかな

振幅の変調を伴ったうなり波形が確認できる．等質量直列三自由度系は同相状態で推移し，モー

ド制御振動子の腹となる時刻 100s，300s 付近において節となった．また，端部可動振動子の変

位も確認されるが，等質量直列三自由度系の変位と比較して小さかった．擬基準座標の応答に着
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目すると，内部系 1 次モードの振幅が極大の腹の時刻において， 2 次モードの振幅が極小の節

に対応し，またその逆も認められることから，内部系モード間の周期的なエネルギー移動が確認

できる．他方，端部可動振動子および内部系 3 次モード，4 次モードとの間のエネルギー移動は

観察されなかった． 

 

 

 

Fig.7.9 Positional change of the 3 degree-of-freedom system, the mode control oscillator and the edge moving 

mass in the physical-coordinate model (in the left column shows). Temporal changes of the amplitude 

of the quasi-modal model (in the right column shows). In this case, objective mode in primary system 

is s = 1. Energy transfer exists between 1st mode and 2nd mode in internal system. Energy 

concentration state of 2nd mode in internal system is corresponded with energy concentration state of 

modal control oscillator in physical-coordinate system. 

 

7・5・2 主系 2次モードを対象(s = 2)とした場合 

物理座標モデルおよび擬モーダルモデルの自由振動応答の時刻歴を状態遷移行列によって求

め，図 7.10 に示す．図 7.10(左)に物理座標系の自由振動，(右)に擬モーダルモデルの自由振動を

それぞれ示す．図の配置は先の図 7.9 と同様とした．時間刻み dt = 1s，対象 2 次モードと 3 次モ

ードの固有角振動数の二乗の差⊿2の設計条件を⊿2 = 0.3，擬モーダルモデルの部分空間モデ

ルの固有角振動数-の設計条件をの条件で計算をおこなった．物理座標系の初期条件は

X*(0) = 0，x1
*(0) = 0.25，x2

*(0) = 0，x3
*(0) = -0.25，xc

*(0) = 0，V*(0) = 0，v1
*(0) = 0，v2

*(0) = 0，v3
*(0) 

= 0，vc
*(0) = 0 とし，擬基準座標系の初期条件は X*(0) = 0，1

*(0) = 0，2
*(0) = 1，3

*(0) = 0，4
*(0) 

= 0，V*(0) = 0，1
*’(0) = 0，2

*’(0) = (0)，3
*’(0) = 0，4

*’(0) = 0 とした． 

物理座標の応答に着目すると，先と同様，等質量直列三自由度系とモード制御振動子の間に緩

やかな振幅の変調を伴ったうなり波形が確認できる．等質量直列三自由度系は第一質量と第三

質量が逆相状態で推移し，モード制御振動子の腹となる時刻 305s，915s 付近において節となっ

た．端部可動振動子および等質量直列三自由度系の第二質量は僅かに変位を示すが，第一質量お

よび第三質量と比較して小さかった．擬基準座標の応答に着目すると，内部系 2 次モードの振幅
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が極大の腹の時刻において， 3 次モードの振幅が極小の節に対応し，またその逆も認められる

ことから，内部系モード間の周期的なエネルギー移動が確認できる．他方，端部可動振動子およ

び内部系 1 次モード，4 次モードとの間のエネルギー移動は観察されなかった． 

 

 
Fig.7.10 Positional change of the 3 degree-of-freedom system, the mode control oscillator and the edge moving 

mass in the physical-coordinate model (in the left column shows). Temporal changes of the amplitude 

of the quasi-modal model (in the right column shows). In this case, objective mode in primary system 

is s = 2. Energy transfer exists between 2nd mode and 2rd mode in internal system. Energy 

concentration state of 3rd mode in internal system is corresponded with energy concentration state of 

modal control oscillator in physical-coordinate system. 

 

 

7・5・3 主系 3次モードを対象(s = 3)とした場合 

物理座標モデルおよび擬モーダルモデルの自由振動応答の時刻歴を状態遷移行列によって求

め，図 7.11 に示す．図 11(左)に物理座標系の自由振動，(右)に擬モーダルモデルの自由振動をそ

れぞれ示す．図の配置は先の図 7.9 と同様とした．時間刻み dt = 1s，対象 3 次モードと 4 次モー

ドの固有角振動数の二乗の差⊿2の設計条件を⊿2 = 0.025，擬モーダルモデルの部分空間モデ

ルの固有角振動数-の設計条件をの条件で計算をおこなった．物理座標系の初期条件は

X*(0) = 0，x1
*(0) = 0.0488，x2

*(0) = -0.0690，x3
*(0) = 0.0488，xc

*(0) = -0.0690，V*(0) = 0，v1
*(0) = 0，

v2
*(0) = 0，v3

*(0) = 0，vc
*(0) = 0 とし，擬基準座標系の初期条件は X*(0) = 0，1

*(0) = 0，2
*(0) = 0，

3
*(0) = 1，4

*(0) = 0，V*(0) = 0，1
*’(0) = 0，2

*’(0) = (0)，3
*’(0) = 0，4

*’(0) = 0 とした． 

物理座標の応答に着目すると，先と同様，等質量直列三自由度系とモード制御振動子の間に緩

やかな振幅の変調を伴ったうなり波形が確認できる．等質量直列三自由度系は第一質量と第三

質量が同相状態，第二質量がその逆相状態で推移し，モード制御振動子の腹となる時刻 400s，

1200s 付近において節となった．先と同様，端部可動振動子は僅かに変位を示すが，等質量直列

三自由度系と比較して小さかった．擬基準座標の応答に着目すると，内部系 3 次モードの振幅が

極大の腹の時刻において， 4 次モードの振幅が極小の節に対応し，またその逆も認められるこ
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とから，内部系モード間の周期的なエネルギー移動が確認できる．他方，端部可動振動子および

内部系 1 次モード，2 次モードとの間のエネルギー移動は観察されなかった． 

主系を等質量直列三自由度系とした場合，提案設計法によって内部系モード間のエネルギー

移動が生じ，主系対象モードとモード制御振動子の間で振動エネルギーの渡り歩きが生じるこ

とが分かった．これを用い，主系対象モードの振動エネルギーをモード制御振動子に移動させて

吸振する方法，または，モード制御振動子のエネルギーを主系対象モードに移動させることによ

り，主系対象モードにエネルギーを与える方法などを考えることができる．  

 

 

Fig.7.11 Positional change of the 3 degree-of-freedom system, the mode control oscillator and the edge moving 

mass in the physical-coordinate model (in the left column shows). Temporal changes of the amplitude 

of the quasi-modal model (in the right column shows). In this case, objective mode in primary system 

is s = 3. Energy transfer exists between 3rd mode and 4th mode in internal system. Energy 

concentration state of 3rd mode in internal system is corresponded with energy concentration state of 

modal control oscillator in physical-coordinate system. 

 

 

7・7 比例粘性減衰の導入による一方向内部系モード間エネルギー移動に関する基礎検討 

本節では，主系対象モードの振動エネルギーをモード制御振動子に移動させて吸振する方法

に対する基礎検討として，比例粘性減衰の導入による一方向内部系モード間エネルギー移動に

関する数値計算をおこなう． 

時間刻み dt = 0.01s，対象 1 次モードと 2 次モードの固有角振動数の二乗の差⊿2の設計条件

を⊿2 = 0.01，擬モーダルモデルの部分空間モデルの固有角振動数-の設計条件をの条

件で計算をおこなった．物理座標系の初期条件は X*(0) = 0，x1
*(0) = 0.2845，x2

*(0) = 0.4024，x3
*(0) 

= 0.2845，xc
*(0) = 0.4024，V*(0) = 0，v1

*(0) = 0，v2
*(0) = 0，v3

*(0) = 0，vc
*(0) = 0 とし，擬基準座標

系の初期条件は X*(0) = 0，1
*(0) = 1，2

*(0) = 0，3
*(0) = 0，4

*(0) = 0，V*(0) = 0，1
*’(0) = 0，2

*’(0) 

= (0)，3
*’(0) = 0，4

*’(0) = 0 とした．モード減衰率については，表 7.2 および図 7.6 の主系，内部

系，全系の固有角振動数の対応の観点から，1 次モードの減衰率を 0.05，2 次モードの減衰率を
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0.05，3 次モードの減衰率を 0.005，4 次モードの減衰率を 0.05，5 次モードの減衰率を 0.05 とし

た． 

物理座標モデルおよび擬モーダルモデルの自由振動応答の時刻歴を状態遷移行列によって求

め，図 7.12 に示す．図 7.12(左)に物理座標系の自由振動，(右)に擬モーダルモデルの自由振動を

それぞれ示す．図の配置は先の図 7.9 と同様とした．ここで，擬モーダルモデルの自由応答につ

いては，内部系モード間のエネルギー授受の様子を可視化するため，時系列にヒルベルト変換を

施し，複素信号の絶対値を求めて振幅とした． 

物理座標の応答に着目すると，等質量直列三自由度系の各質量は同相状態で減衰し，モード制

御振動子はうなりの波形を伴い減衰した．等質量直列三自由度系の各質量とモード制御振動子

との位相関係に着目すると，初期状態では等質量直列三自由度系とモード制御振動子は同相状

態であるが，時刻 30s でモード制御振動子のうなりの節が現れた後は，等質量直列三自由度系と

モード制御振動子の位相は逆相状態となった．擬基準座標の応答に着目すると，内部系 1 次モー

ドと内部系 2 次モードの間でエネルギー移動を伴いながら減衰する様子が確認できる．時刻

0~30s において，内部系 2 次モードのエネルギーが増大し，内部系 1 次モードのエネルギーが急

激に減少した．時刻 30s 以降では内部系 1 次モード，2 次モード共にエネルギーが減少し，これ

以降の周期的なエネルギーの渡り歩きは認められなかった．これより，内部系 1 次モードから内

部系 2 次モードの一方向エネルギー移動の発生が確認できる． 

 

 

Fig.7.12 Positional change of the 3 degree-of-freedom system, the mode control oscillator and the edge moving 

mass in the physical-coordinate model (in the left column shows). Temporal changes of the amplitude 

of the quasi-modal model (in the right column shows). In this case, objective mode in primary system 

is s = 1. Target energy transfer exists between 1st mode and 2nd mode in internal system.  

 

 

7・7 結言 
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本章では端部可動振動子とモード制御振動子を有する等質量直列 N 自由度系を対象に，内部

系モード間の振動エネルギー移動を実現する部分空間共鳴構造設計法を提案し，等質量直列三

自由度系を例に内部系モード間エネルギー移動に関する検討と解析をおこなった．その結果，以

下の結論を得た． 

(1) 端部可動振動子とモード制御振動子を設計する部分空間共鳴構造設計法を提案した．モ

ード制御振動子は，主系とモード制御振動子からなる内部系のモードモデルの共鳴条件

より設計する．端部可動振動子は，擬モーダルモデル内に境界座標を設定し，新たな擬似

的モードを作成し，擬似的モードの固有角振動数と内部系モードの固有角振動数を一致

させることで得られる． 

(2) 提案法による設計事例として，主系を等質量直列三自由度系とした場合について検討を

おこなった．全系と内部系のモード解析の結果，内部系と全系の固有角振動数が一致する

こと，モード形状が略一致することが分かった． 

(3) 共鳴条件である重根となる固有角振動数の二乗差をパラメータとした根軌跡を求めた．

その結果，共鳴条件から外れた場合に，端部可動振動子のばね定数が負となり，系は不安

定化した． 

(4) 内部系モード間の振動エネルギー移動に関する自由振動応答解析をおこない，エネルギ

ー移動の発生の有無について考察をおこなった．内部系モード間の振動エネルギー移動

の発生に伴い，物理座標において等質量直列三自由度系とモード制御振動子の間でエネ

ルギー移動が観察された． 

(5) 系に比例粘性減衰を導入し，一方向内部系モード間の振動エネルギー移動に関する検討

をおこなった．モード減衰率を調整することにより，内部系モード間に一方向振動エネル

ギー移動が生じる可能性を示した．  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

第 8章 結  論 
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第 1 章で示した目的にしたがい，新しいセンシング法の基礎資料として，多自由度衝突振動系

での振動エネルギーの移動に関する特性，新しいセミアクティブ制振の基礎資料として，多自由

度系での内部系モード間の振動エネルギーの移動に関する特性を明らかにした． 

まず，三自由度衝突振動系について，振動エネルギー移動の発生に関する諸条件について扱っ

た．次いで，振動のエネルギー移動に起因する特徴的な Graze 衝突現象について，詳細な検討を

おこなった．そして比例粘性減衰を与えた場合の効果について検討した． 

次に，多自由度線形振動系の内部系モード間の振動エネルギー移動について，端部可動振動子

を有する等質量二自由度系を対象とした，発生条件の検討をおこなった．次いで，対象とする主

系を一般の多自由度系に拡張した検討をおこなった．各章に示した結言を要約すると次のよう

になる． 

 

(1)三自由度衝突振動系では，大振動子に依存しない衝突小振動子と非衝突小振動子間の相互作

用に起因する内部共振条件と衝突周期を得た．小振動子が同位相，もしくは逆位相を持つ初期状

態において，釣合位置で完全弾性衝突させた場合に，一方の小振動子に振動エネルギーが集中し，

次に他方に振動エネルギーが集中することを繰り返す振動エネルギーの移動現象が発生する事

を確認した．得られた内部共振の振動数比には従来の研究では指摘されなかった多数の複雑な

振動数比が存在した．最後に，上述の振動エネルギー移動の周期に関する解析解を導出した．そ

の周期は各振動子の振動数比に依らず，小振動子間の質量比に依存した． 

 

(2)三自由度衝突振動系において，振動エネルギー移動によって振動エネルギーを失った状態に

発生する Graze 衝突現象について検討した．小振動子間の相互作用が大振動子から切り離される

場合，衝突位置に依らず，小振動子間に周期的な運動エネルギーの移動が発生した．衝突によっ

て位相が進むタイプⅠ型衝突と位相が遅れるタイプⅡ型衝突の衝突モードが存在した． Graze衝

突の前後でタイプⅠ型衝突とタイプⅡ型衝突のモードの切り替えが発生した．Graze 衝突は，小

振動子間の運動エネルギーの移動により，衝突小振動子の運動エネルギーが 0 に近づく際に発

生した．離散速度の漸化式から，完全に速度が 0 となる衝突である完全 Graze 衝突の発生条件を

導出し，さらにこれが周期的に現れる条件を導出した．Graze 衝突の瞬間において非衝突小振動

子に衝突を加えることにより， タイプⅠ型衝突のみの衝突を発生させるように系を制御できる

可能性を示した． 

 

(3)三自由度衝突振動系について，比例粘性減衰を考慮した場合について検討した．モード減衰

率が等しい場合，無減衰系の場合と同様に，衝突小振動子と非衝突小振動子間に完全概周期振動

が発生した．振動エネルギーの移動周期を導出し，衝突周期と二小振動子間の質量比の関数であ

ることを示した．特別な質量比において小振動子間の振動エネルギー移動に起因した分数調波

共振が発生した．衝突小振動子のモード減衰率のみを他のモード減衰率からずらした場合，無減

衰系での衝突振動演算子に摂動が加わり，振動エネルギーの移動周期が変調を受けた．  

 

(4)多自由度系の内部系モード間の振動エネルギーの移動について，端部可動振動子を有する等

質量二自由度系を対象とし，発生条件の検討をおこなった．擬モーダルモデル内に境界座標を設

定し，擬モーダルモデル内に新たな擬似的モードを作成し，擬似的モードの固有角振動数と内部

系モードの固有角振動数を一致させる，擬モーダルモデルにおける共鳴構造設計法を提案し，内

部系モード間の振動エネルギー移動を実現する物理モデルのばね定数と質量の設計式を導出し

た．また，振動エネルギー移動の周期の解析解を導出した．比例粘性減衰を導入し，この系のモ
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ード減衰率を適切に設計することにより，内部系モード間の振動エネルギー移動の一方向遷移

を実現できる可能性を示した． 

 

(5) 多自由度系の内部系モード間の振動エネルギー移動について，端部可動振動子とモード制御

振動子を有する等質量直列 N 自由度系を対象とし，発生条件の検討をおこなった．端部可動振

動子とモード制御振動子を設計する部分空間共鳴構造設計法を提案し，内部系モード間の振動

エネルギー移動を実現する，モード制御振動子と端部可動振動子の質量とばね定数の設計式を

導出した．固有角振動数とモード形状の対応から，端部可動振動子とモード制御振動子を含む全

系の固有角振動数，モード形状は，主系の固有角振動数，モード形状の特徴を有した．対象モー

ドにおける対象モードの重根となる固有角振動数の二乗差をパラメータとした根軌跡の検討か

ら，共鳴条件から外れた場合に，端部可動振動子のばね定数が負となり，系が不安定化すること

が分かった．比例粘性減衰を導入し，一方向の内部系モード間の振動エネルギー移動に関する検

討をおこない，モード減衰率を調整することにより，内部系モード間の一方向振動エネルギー移

動が生じる可能性を示した．  

 

以上により，多自由度衝突振動系での振動エネルギーの移動に関する特性，多自由度系での内

部系モード間の振動エネルギーの移動に関する特性を明らかにした．本研究から三自由度衝突

振動系の振動エネルギー移動の発生条件である内部共振条件と衝突周期が明らかとなり，その

衝突モードを制御するための資料が得られた．また比例粘性減衰の検討により，一方向エネルギ

ー移動に関する資料が得られた．また，多自由度系の内部系モード間の振動エネルギー移動に関

して，有限自由度系で構成された任意の主系に対するモード制御振動子と端部可動振動子の質

量，ばね定数の設計式の形で発生条件が得られた．  
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A. 振動のエネルギー移動を利用した既設構造物のセンシング 

A・1 問題設定 

本研究で提案するセンシング法のシステム構成図を図 A.1 に示す．主系となる既設構造物は，

初期の諸元(弾性係数，密度，断面形状)が既知であると仮定する．主系に対し，二つの副系 1，

2 を設置する．副系 1，2 は主系を介し，両者の間で振動のエネルギー移動が生じるよう設計す

る．主系の老朽化に伴い，副系間の振動エネルギー移動の状態が変化し，これをセンサーによっ

て検出する．本センシング法の設計では副系の設計方法，すなわち副系の質量とばね定数を求め

ることが課題となる． 

 

 

Fig.A.1 Schematic figure of propose deterioration sensing system.  

 

副系は大別して二つの構成を考える．一つは衝突振動を用いた方法であり，もう一つは特殊振

動子を用いた方法である．衝突振動を用いた方法では，副系 1 は周期的に完全弾性衝突を受け

る．この時，副系 1 と副系 2 の固有角振動数を一致させる．一方，特殊振動子を用いた方法で

は，副系 1 と副系 2 の固有角振動数は異なり，主系と副系 2 からなる部分系の固有角振動数の

一方と副系 1 の固有角振動数を一致させる．いずれの場合も，副系 1 に振動センサーを設置し，

時刻歴を計測する．副系 1 では振動のエネルギー移動に伴い，大きな振幅が発生するため振動計

測が容易になる．副系 1，2 間において，振動のエネルギー移動を発生させるメカニズムには，

本文中 3 章，4 章，5 章で定式化した衝突振動モデル，および 2 章において概説した Grover の提

案した線形振動モデルの解析結果を用いる． 

 

 

A・2 モードモデルを用いた主系の等価 1自由度モデル化とエッセンシャルモデルの導出 

一般に主系は，梁，棒，円筒殻などの構造部材から構成される．構造部材は連続体であるため，

無限の数の固有モードが生じる．他方，各固有モードに対応する周波数帯域近傍では，各々のモ

ードに対応するモード等価質量とモード等価剛性を定義することにより，等価 1 自由度系に近

似することができる．等価 1 自由度系は本文中の振動モデルにおける大振動子に対応する．以

後，この等価 1 自由度系をモードモデルと呼ぶ． 

主系のモードモデルを用いて，センシングシステムを構成した場合のエッセンシャルモデル

の概念図を図 A.2 に示す．図 A.2 では，主系を円筒殻にした場合を示している．図左にはシステ

ム構成図，右に後述するモードモデルを用いたエッセンシャルモデルを示す．ここでは，円筒殻

の減肉検知を考え，主系の面内曲げ変形モードを対象としたモードモデルを用いる．円筒には副
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系 1，2 が対称配置で設置される．面内曲げ変形モードに対応するモード等価質量，モード等価

剛性より定義される等価 1 自由度系を定義すると，副系 1，2 はモードモデルに対し並列に接続

される．以上のように定義された図 A.2 右で示した 3 自由度系をエッセンシャルモデルと呼ぶ．

なお，エッセンシャルモデルにおけるモードモデルは，任意の構造物のモードに対し任意に定義

することができる点に留意されたい．例えば，梁や弦では曲げ振動モード，棒では縦振動モード

などを用いることができる．主系のモード選択によって，副系の変形の自由度を調整する必要が

生じるため，センシング要件に応じて主系のモード選択をおこなう必要がある． 

 

 

Fig.A.2 Essential model for pipe thinning detection of cylindrical shell using energy transfer between sub-

system 1 and sub-system2.  

 

 

A・3 副系設計式の導出 

本節では本文中の 2・3 節，3・2 節，3・3 節，3・4 節，3・5 節の議論を用いて，副系の設計

式を導出する．最初に衝突振動を用いた場合について導出をおこない，次いで特殊振動子を用い

た場合について導出をおこなう． 

 

A・3・1 衝突振動を用いた場合 

副系の設計式を得るため，3 章の式(3.3)を無次元化せず求めた系の固有角振動数を式(A1)，式

(A2)に示す． 
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ここで，モードモデルの等価質量を M，等価剛性を K，副系 1（衝突小振動子）の質量を m，

ばね定数を k，副系 2（非衝突小振動子）の質量を m，ばね定数をk，副系間の質量比をとし

た．式(A1)，(A2)を k，m について解けば，副系の設計式(A3)，(A4)が得られる． 
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ここで，+ = (p + 1/2)，- = 1/2，p は自然数とした． 

 

A・3・2 特殊振動子を用いた場合 

エッセンシャルモデルの運動方程式を式(A5)に示す． 
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ここで，X は大振動子の変位，x1は副系 1（特殊振動子）の変位，x2は副系 2（小振動子）の変

位，は副系間質量比，m1は副系 1 の質量，k1は副系 1 のばね定数，m は副系 2 の質量，k は副

系 2 のばね定数をそれぞれ表す．式(A5)において，質量比が非常に大きいとし，副系 1 の運動

方程式を無視すると，式(A5)を低次数化した運動方程式として式(A6)が得られる． 
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式(A6)の固有値問題を解き，固有角振動数を求めると式(A7)が得られる． 
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式(A7)を用い，k，m について解けば，副系の設計式(A8)，(A9)が得られる． 
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ここで，+ = (p + 1/2)，- = 1/2，p は自然数とした．また，副系 1（特殊振動子）の固有角振

動数には式(A10)は式(A7)の固有角振動数-と一致させることにより，式(A10)の関係式より定め

る． 
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式(A10)を用い，副系 1 の質量 m1を与えることによりばね定数 k1が得られる． 
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A・4 円筒構造物の減肉検知への適用 

A・4・1 モデル化 

本節では，円筒構造物の減肉検知に適用した例を記述する．円筒構造物では，縦振動，ねじり

振動，面外曲げ振動，面内曲げ振動および厚み縦振動など多数の振動モードが生じるが，減肉検

知の観点から，固有振動数が肉厚に比例する面内曲げ振動モードを用いるのが好適と考えられ

る．副系設計の便宜のため，円筒を二次元円環で近似する．面内曲げ振動における円筒部のポテ

ンシャルエネルギーURと運動エネルギーTRを式(A11)に示す． 
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ここで，R は円環の半径，は円周方向の座標（反時計回りが正），w は半径方向変位（外側が

正），v は円周方向変位（反時計回りが正），E は縦弾性係数，A は断面積（円環の厚さ t と軸方

向長さ L との積），I は断面二次モーメント（I = Lt3/12），は密度である． 

一方， = j (j=1,2)に設置した副系のポテンシャルエネルギーを U1，U2，運動エネルギーを T1，

T2とすると式(A12)，(A13)となる． 
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ここで，w1，w2は = j (j=1,2)における円環の半径方向変位である．ここで，円環の半径方向

変位は式(A14)，(A15)で表される． 
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ここでは，主系となる円環の面内曲げ変形の 2 次モードのみ考慮している．式(A11)～(A15)を

用いて，Lagrange の運動方程式を導けば，式(A16)～式(A19)が得られる． 
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0}2sin2cos{2sin}2sin2cos{2sin 2222222112121122  xbakxbakbKbM     (A17) 

0)}2sin2cos({ 12121111   baxkxm                                            (A18) 

0)}2sin2cos({ 22222222   baxkxm                                          (A19) 

 

ここで，M = 5RA/4，K = 9EI/R3とした．ここで，副系 1，2 の設置角をそれぞれ1 = 0，2 

= とすると，運動方程式は式(A20)となる． 
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式(A20)は，式(3・1)，式(A5)の運動方程式を内在し，副系の設計問題は A・3 に帰着する． 

 

A・4・2 設計曲線 

副系 1，2 の質量，ばね定数の口径別の設計曲線を図 A3，図 A4 に示す．図 A3 は衝突振動を

用いた場合，図 A4 は特殊振動子を用いた場合をそれぞれ示す． 

 

 

Fig.A.3 Design curve of sub-system parameters in case of impact oscillation. Left shows the spring constant, 

right shows the mass. Blue solid line shows parameter of sub-system1, red solid line shows the 

parameter of sub-system2, respectively.  

 

Fig.A.4 Design curve of sub-system parameters in case of special oscillator. Left shows the spring constant, 

right shows the mass. Blue solid line shows parameter of sub-system1, red solid line shows the 

parameter of sub-system2, respectively. 
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図中横軸は口径，縦軸はばね定数，質量をそれぞれ表している．計算条件は縦弾性係数 E = 

160GPa，密度 = 7100kg/m3，肉厚 t = 6mm，長さ L = 1m とした．衝突振動を用いた場合の設計

パラメータは = 100，p = 1，特殊振動子を用いた場合の設計パラメータは = 100，p = 1 とした． 

 

A・4・3 検出性能 

本節では数値計算を用い，減肉検知性能に関するシミュレーションをおこなう．最初に衝突振

動を用いた場合について検討する．初期肉厚 t = 6mm とした場合に，肉厚 t’ = 4.5mm に減肉した

場合の時刻歴応答の変化を図 A5 に示す．図上段は初期肉厚 t = 6mm の場合，下段は肉厚 t’ = 

4.5mm に減肉した場合を表す．横軸は時間，縦軸は変位を表し，黒実線は円筒殻の半径方向変

位，赤実線は副系 1 の変位，青実線は副系 2 の変位をそれぞれ表している． 

 

 

Fig.A.5 Simulation for pipe wall thinning detection in cylindrical shell in case of vibro-impact oscillation. 

Upper shows the time histories of normal state, lower shows the time histories of thinning state.  

 

図より，初期肉厚 t = 6mm の場合には，副系 1，2 間で明瞭な振動のエネルギー移動が観察さ

れる．他方，肉厚 t’ = 4.5mm に減肉した場合には振動のエネルギー移動が消失することが確認で

きる．減肉に伴い，系全体の固有角振動数が変化し，振動のエネルギー移動を生じさせ得るよう

設計された衝突周期や主系と副系の関係が崩れたため，振動のエネルギー移動が消失する． 

提案手法の有効性を示すため，固有角振動数を用いた方法と比較し，図 A6 に示す．図中横軸

は減肉厚さ，縦軸は初期肉厚からの指標の変化率を表す．提案法では，センサーが副系 1 に設置

されるため，500 回の衝突振動のうち最大速度の絶対値を指標とした．本図の曲線の傾きは，減

肉に対する感度を表しており，提案法は減肉厚さ 1mm までの領域において，高い検出感度を有

することがわかる． 



 

- 122 - 

 

 

 

 

Fig.A.6 Benchmark result of pipe wall thinning detection in case of vibro-impact oscillation. Black circle 

shows the case of eigen frequency method, blue circle shows the case of proposed method.  

 

次に，特殊振動子を用いた場合について検討をおこなう．先と同様に，初期肉厚 t = 6mm とし

た場合に，肉厚 t’ = 4.5mm に減肉した場合の時刻歴応答の変化を図 A7 に示す．図上段は初期肉

厚 t = 6mm の場合，下段は肉厚 t’ = 4.5mm に減肉した場合を表す．横軸は時間，縦軸は変位を表

し，黒実線は円筒殻の半径方向変位，赤実線は副系 1 の変位，青実線は副系 2 の変位をそれぞれ

表している． 

 

 

 

Fig.A.7 Simulation for pipe wall thinning detection in cylindrical shell in case of special oscillator. Upper 

shows the time histories of normal state, lower shows the time histories of thinning state.  
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先と同様，初期肉厚 t = 6mm の場合には，副系 1，2 間で明瞭な振動のエネルギー移動が観察

されるが，肉厚 t’ = 4.5mm に減肉した場合には振動のエネルギー移動が消失することが確認で

きる． 

固有角振動数を用いた方法と比較したベンチマーク結果を図A8に示す．図中横軸は減肉厚さ，

縦軸は初期肉厚からの指標の変化率を表す．提案法では，センサーが副系 1 に設置されるため，

最大変位の絶対値を指標とした．減肉厚さ 1mm までの領域において，固有角振動数法と比較し

て，高い検出感度を有することがわかる．以上により，衝突振動を用いた場合，特殊振動子を用

いた場合の双方において，提案法の有効性を確認できる． 

 

 

Fig.A.8 Benchmark result of pipe wall thinning detection in case of special oscillator. Black circle shows the 

case of eigen frequency method, blue circle shows the case of proposed method. 

 

 

A・5 梁構造物の減肉検知への適用 

A・5・1 モデル化 

本節では，梁構造物の減肉検知に適用した例を記述する．梁構造物では，縦振動，曲げ振動，

ねじり振動および厚み縦振動が生じる．減肉検知の観点から，固有振動数が肉厚に依存する曲げ

振動モードを採用する． 

対象とする系のモデルを図 A.9 に示す．梁の軸方向座標を x，鉛直軸方向たわみを y(x, t)で表

す．軸方向座標 x1
*および x2

*において，副系 1，2 のばね質量系が設置される．梁の曲げ振動に

対する運動エネルギーTBとポテンシャルエネルギーUBは式(A21)，式(A22)で与えられる． 
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ここで，E は縦弾性係数，A は断面積，I は断面二次モーメント（I = bt3/12），b は梁の幅，は

密度である． 

 

 

Fig.A.9 Essential model of thinning detection of simply supported beam using energy transfer between sub-

system 1 and sub-system2 

 

一方，副系 1，2 の運動エネルギーT1，T2およびポテンシャルエネルギーU1，U2は式(A23)，式

(A24)で表される． 

 

 

 2*
2222

2*
1111

)(
2

1

)(
2

1

xyzkU

xyzkU





                             (A23) 

2
222

2
111

2

1

2

1

zmT

zmT









                                 (A24) 

 

ここで，副系 1，2 の変位を z1，z2 で表す．梁の曲げ振動の 1 次モードのみを考慮すると，梁

のたわみは式(A25)で表される． 

 





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
 x

L
Yxy


sin)(                                (A25) 

 

 ここでは梁の境界条件は両端単純支持を考慮した．なお，厳密な固有振動解析では，ばね質

量は力学的境界条件を満たすよう取り扱わなければならない．本節のモデルは近似モデルであ

ることに注意する．式(A21)から式(A25)を用い，Lagrange 方程式を導くと式(A26)になる． 
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ここで，梁の等価質量 M = AL/2，等価剛性 K = EI(/L)4L/2 である． 

 

A・5・2 副系の設計 

本節では，特殊振動子を用いた方法について検討する．式(A26)は A・3 と運動方程式が異な

っているが，同様な手順で副系 1，2 の質量とばね定数の設計式を得る事ができる． 

式(A26)を低次数化すると，運動方程式は式(A27)となる． 
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ここで m2 = m，k2 = k を代入し，式(A27)の固有値問題を解いて固有角振動数を求めると式

(A28)を得る． 
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式(A28)より k，m について解けば，副系の設計式(A29)，(A30)が得られる． 
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ここで，+ = (p + 1/2)，- = 1/2，p は正整数とした．また，副系 1（特殊振動子）の固有角振

動数は式(A28)の固有角振動数-と一致させることにより，式(A31)の関係式より定める． 

 

)/(sin)2/1()2/1)(/(4 *
2

222
1

1
LxpmM

K
k


                       (A31) 

 

式(A31)を用い，副系 1 の質量 m1を与えることによりばね定数 k1が得られる． 
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A・5・3 検出性能 

本節では数値計算を用い，減肉検知性能に関するシミュレーションをおこなう．計算条件は縦

弾性係数 E = 210GPa，密度 = 7800kg/m3，肉厚 t = 6mm，幅 b = 20mm，長さ L = 1m とした．副

系 1 の設置位置 x1
* = 0.25m，副系 2 の設置位置 x2

* = 0.75，設計パラメータは = 100，p = 1 とし

た． 

初期肉厚 t = 6mm とした場合に，肉厚 t’ = 4.5mm に減肉した場合の時刻歴応答の変化を図 A10

に示す．図上段は初期肉厚 t = 6mm の場合，下段は肉厚 t’ = 4.5mm に減肉した場合を表す．横軸

は時間，縦軸は変位を表し，黒実線は梁のたわみ，赤実線は副系 1 の変位，青実線は副系 2 の変

位をそれぞれ表している． 

 

 

 
Fig.A.10 Simulation for thinning detection in beam in case of special oscillator. Upper shows the time histories 

of normal state, lower shows the time histories of thinning state.  

 

初期肉厚 t = 6mm の場合には，副系 1，2 間で明瞭な振動のエネルギー移動が観察されるが，

肉厚 t’ = 4.5mm に減肉した場合には振動のエネルギー移動が消失することが確認できる． 

固有角振動数を用いた方法と比較したベンチマーク結果を図 A11 に示す．図中横軸は減肉厚

さ，縦軸は初期肉厚からの指標の変化率を表す．提案法では，センサーが副系 1 に設置されるた

め，最大変位の絶対値を指標とした．減肉厚さ 1mm までの領域において，固有角振動数法と比

較して，高い検出感度を有することがわかる． 
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Fig.A.11 Benchmark result of beam wall thinning detection in case of special oscillator. Black circle shows the 

case of eigen frequency method, blue circle shows the case of proposed method. 

 

 

 

 


