
―  1  ―

三重大学教育学部研究紀要 第 69巻 自然科学（2018） 1－21頁 

- 1 - 

特異点が存在する曲線と曲面の全曲率について 
 

竹内 洋介 1・田中 健雄 2・新田 貴士 3

 

 
Some examples for total curvatures of curves and surfaces with singularities  

 

Yosuke TAKEUCHI, Takeo TANAKA and Takashi NITTA 

  



―  2  ―

竹内 洋介・田中 健雄・新田 貴士 

- 2 - 

 
  



―  3  ―

特異点が存在する曲線と曲面の全曲率について 

- 3 - 

 
である．これによりイ（s）とγ吋s）の内積はOであるということが分かり，ゲ’（s）はず（s）に直吏するの

で，ヴベs）はn(s）の定数倍のベクトルである．つまり，定数κ（s）を用いてゲ’（s）をn(s）で表すことがで

きる．このときκ（s）を幽率といい，以下の通りに定義する．

定義 1.3 sを弧長パラメータとするγ（s)= (x(s), y(s））に対し，

イ’（s)＝κ（s)n(s) 

を満たす定数κ（s）を曲率という．

この曲率κ（s）が正であれば，曲線はその周りで左曲がりであり，負であれば右曲がりとなる.0であれ

ばその周りで直椋となっている．

γ吋s) n(s) 

e(s) 

n(s) 

κ（s) > 0 

また， n(s)= （ーがい），x'(s））について，

det(e(s), n(s)) = {x’（s)}2 + ｛ぜ（s)}2= 1 

となるので，

<let（ゲ（s），γ”（s))= det(e(s）， κ（s)n(s)) 

民（s）く O

＝κ（s) det(e(s), n(s)) ＝民（s)

したがって，曲率κ（s）はγ（s）を用いて，

κ（s) =de七（γ’（s），γ＂（s))

e(s) 

と表すことができる．さらに，弧長でないパラメータtで表された曲線γ（t)= (x(t), y(t））について，

，今（t)
γ’（s) = 
｜今（t)I 

II dす（t) dt d今（t)
イ’（s)＝一一一＝一一一一
dsl守（t)I dsdtl今（t)I

1 fザ（t) ( d 1、1
= ~ +I lす（t)~ 
｜今（t)Il I今（t)I ¥dt I今（t)IJ J 

となるので，曲率κ（s）はγ（t）を用いて

再（s)= det（イ（s），イ’（s))

＝制（i$h’丙；n{i$h+(ft丙；n）守（
=d銑（品，議）巾（品，中I(ftふn)t(t)) 
<let（今（t），守（t))
一
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ここで， Rk= Resz＝匂 f(z)= liin (z －αk)f(z）とおく．

z-+ak 

つまり，関数f(z）のl周線積分はf(z）留数の総和の2rri倍であることがわかり，この考えを応用して

本研究では全曲率を計算していく．また，本論文では取り撮っていないが，全曲率の計算のもう 1つの方

法として偏角の原理について触れておく．

定理 1.3 （偏角の原理）関数f(z）が単純閉曲線C上とその内部で有理型闇数であるとする．このとき，

Cの内部のf(z）の零点と極の個数をそれぞれN,Pとすると次の式が成り立つ．

1 f'(z) 
手一一＝2而（N-P)
Jc f(z) 

ただし， N,Pは重複を含めて数え， C上でf(z)=J 0であるものとする．

1.4 閉曲面と全曲率

次に閉曲面とその全曲率を計算するために必要なガウス曲率の定義について触れていく．閉曲面の定

義は以下の通りであるa

定義 1.7 曲面をu,vをパラメータとして

p(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u,v）εD  

で表す．ここでDはu旬平面の領域である．特に境界のない曲面を聞曲面という．

Pu 

v 

p =p(u,v) 

Pu 

。 v 

u曲

p(u,v）においてuを1つ固定したときの対応u同 p(u,v）によって決まる曲線を u曲線といい，旬を固定

したときの対応U片 p(u,v）によって決まる幽綜をu曲線という．これら 2つの曲線の族は曲面を網のよ

うにおおう．ペクトルp,.(u,v）はu曲線の各点での速度ペクトルを表し，ベクトルP11(u,v）はり曲線の各

点での速度ベクトルを表している，また，点p(u,v）で曲面に接するベクトルはp,.(u,v）とP11(u,v）の一次

結合で表すことができる．したがって，点p(u,v）を通りこれらの接ベクトルに平行な平面

{p（包，v)+ sp..,(u, v) + tp,,(u, v)ls, tεJR} 

が曲面の接平面となり， p..,,p.”の両方に直交する単位ベクトルをνと定義すると，

V= Pu ×P創
IP也×p創｜



―  6  ―

竹内 洋介・田中 健雄・新田 貴士 

- 2 - 

 
  



―  7  ―

特異点が存在する曲線と曲面の全曲率について 

- 3 - 

 
（例1)0壬t壬1に対して，曲線γ（0)= (1-2tsinO)(cosO,sinO) (0壬θ壬2π）を考える．

t=O t=l/2 t=l 

このとき， tの範囲によって全曲率μがどのように変化しているのかを調べていく．

今（0)= (-2tcos 20 -s泊0,-2ts包 2(}+cos 0), 

｜今（0) I = v' 4t2 cos2 2(} + 4t2回n22(} + sin2 (} + cos2 (} + 4t cos 2(} sin(} -4t sin 2(} c情。
＝ゾ4t2+ 1 -4tsin(} 

s (0壬s壬l）をγ（0）の弧畏パラメータとするとき，曲率κ（s）は

ザ（0)= (4ts血2(}ーcos(}' -4t cos 2(}一日inO),

det（今（0），ザ（0)) 8t2 + 1 -6t sin(} 
(s) ＝ 一

｜す（0)13 一（4t2 + 1 -4t sin 0) ~ 

となり， γ（0）の全曲率μは

r1 f21r 8t2 + 1 -6t sin (} ds 
μ=Iκ（s)ds = / ~（｝ 
んん（4t2+ 1-4tsin0） ~ d(} 
,2π8t2 + 1 -6t sin 0 , r2π8t2 + 1 -6t sin 0 
I －’.  v' 4t2 + 1 -4t sin (}d(} = I a 』’ a • • _d(} 
Jo (4t2 + 1 -4tsin0）~ ・ 'o 4t" +I -4日inti

1 
となる．ここでt＝言のとき，全曲率μは

{2π8（~）2 + 1 -6~ sin(} [21r 3 -3sin(} [21r 3 
μ=I # # dO=I 一一一一一--od(}= I ~ = 3π 
ん 4（~）2+ 1 -4~ sin（｝ん 2-2sin0 ん

となり，簡単に求めることができる．それ以外のtの範囲では全曲率を以下の通りに求める．

,2π8t2+1-6tsin0 4t2 -1 (2π 1  
μ=I d0=3π＋一一一一 l .. h - • _d(} ん 4t2+ 1 -4t sin(} 2 ん

4t2 -1 r’r 1 
=3π＋一五一 lω パ E A.L ~＝－ LJ/d（｝’ （グ＝(} -7r, d（｝’＝ dO) 

- J-11' 

。’ 2x 2 
ここで， tan =xとおくと sin（｝’－ d（｝’一一一---;;d,xとなり mに変換して積分すると，

' -1 + x2 ' - 1 + x2 ’ 

4t2 -1 r+00 1 2 

μ ＝加＋~｝＿oo 必2+1 ＋信長E 五戸z
4t2 -1 r+00 1 

= 37r＋一一一一一I dx 
4t2 + 1 l-00 { ~ 1 4t ¥ 2 1 { 4t2-1\2~ 

¥"' T 石耳I) ＇＼石耳 T) 

＝伽＋4t2 -1 I 4t2 + 1伽＿1(4t2 + l)x + 4~1 +co 
一一 一 回

目 4t2+ 1 I 14t2 -11 l4t2 -11 I 

4t2 -1 I 1 (4t2 + l)x + 4tl +oo 4t2ー 1
=3π＋ lも姐－• I = 3π＋一一一一---:11"
l4t2 -111 l4t2 -11 I l4t2 -11 
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 lzl = 1であるので留数定理より，全曲率はtの値により以下の場合分け（i)(ii)(iii）に定まる．
1 i 
tくーのとき，｜一I>i, 

2t 
l2itlく1となるので，

日＋以（人－~）…－~f~z=3πー

、‘，，，－
－
A
 
，，，、、

である．

1 i 
t＞ーのとき，｜一｜くし

2t 
12州＞ lとなるので，

μ＝伽＋が（右－~）…＋がなz=3?r+ =4 
、．，，
－
E
 
，，，‘、

である．

1 i 
t= のとき，｜ I= i, 

2t 
l2itl = 1となるので，

日＋以（」ーキ）…＋よ付－ i 

、lJ．，A 
H
n
u
 

r
’目、、

である．

以上より，複素数を用いて全曲率は容易に求められることがわかる．以降， zは全てz=c田 0+ isinO 

(lzl = 1）として考えていく．

γ（9) = az2 + bzの全曲率の計算

前節の（例1）’と同様に，複素数平面上においてzの2次関数で表示される閉曲線について，次のよう

な定理が考えられる．

2.2 

a,bεC)の全曲率μは，

一対比一二三）di 
聞曲綜γ（0)= az2 + bz (0壬O壬21r,定理 2.1

(21α｜く lbl)
(21αI= lbl) 
(21αI> lbl) 

となり， α，bの大きさによって以下に定まる．

π
π
π
 

q
a
q
d
a
H官

r
B
I
t－

t
 

一一
H
F
 

曲線γ（9）の速度ベクトル今（0）は，

今（0)= 2iαz2 +ibz, 

｜仰）｜＝ゾ（2iaz2＋伽）（－2偏－2-ibz-1) = /41α12 + lbl2 ＋抑＋励ー1

（証明）

(= e'(s)). 

であるので， γ（0）の弧長パラメータをsとすると，

今（0)
イ（s)= 
｜今（9)1

今（0)d 今（0)d d() ( ds ' 
-y''(s) ＝ 一 ＝ - 1-=I守（0)11
｜す（9)lds lt(9)ld0ds l d() } 

i(2叩z2+ ibz){BIα12 + lbl +3abz ＋釦bz-1}

{4lal2 + lbl2 + 2abz + 2前z-1}2 

(= e(s)), 



―  10  ―

竹内 洋介・田中 健雄・新田 貴士 

- 2 - 

 
  



―  11  ―

特異点が存在する曲線と曲面の全曲率について 

- 3 - 

 
となり， α，bの大きさによって以下に定まる．

、．．
 a
F

、、
．
E
J

、．．
 
，J 

’nu
’hv
’hu
 

く
＝
＞

α
a
a
 

内，
u
n
a
q
4

，，．、，，
t
、f
・、

π
π
π
 

内

4
q
d
a且
τ

一一一

f
l〈
1
1
一一μ
 

3 一般閉曲線の全曲率

3.1 対散を用いた全曲率の計算

前章により 2次の場合，ヴ（0）の全曲率の決定にはzの項にかかる係数が関係していることがわかった．

本章ではさらに次数を拡張して高次の関数で表示される場合，全曲率がどのように決定されるかを考え

ていく．しかし，前節で扱った計算のままでは複雑である．そこで，全曲率の計算について次のことを考

えた．

定理 3.1 zについての関数γ（0）で表された閉曲線の全曲率μは次のように表すことできる．

μ＝；μ附 （0）一附（榊
（証明） 曲綿γ（0）について，弧畏パラメータsで表示されたものをγ（s）とするヴ（s）の微分について，合

成関数の微分公式を使って表すと，

，今（0) 
γ’（s) = (= e(s)), 
｜今（o)I 
す（0)d 今（0)d dO [ ds ¥ 

ゲ’（s)= = I =I今（O)lJ 
｜今（O)lds I今（O)IdO ds ¥ dO J 

守（0）守（0）守（0）一今（8）す（0）ザ（8) I 

'l (=e’（s)) 
2（守（8）今（(}) )2 

となる．フルネの公式より， e’（s)＝昂（s)n(s）であり， n(s)＝担（s）であるので，

， 今（0）ザ（8）す（0）一介（0）守（0）ザ（0) ザ（θ）す（0）一今（0）ザ（0) 付（0)
(s) ＝ー＝＝κ（s)ie(s).

2（守（0）今（0))2 2i（今（8）予（0））き（今（0）予（0））き

したがって， γ（0）の曲率κ（s）は

.. (8）守（0）一今（0）ザ（8)
(s) = 

i（今（0）う（O））~

となり，全曲率μは，

μ＝わ（s)ds = f勺弘北；（0）ぉ~ ~ （~＝ iz) 

= f 1（切ら諮f(0）ぉ＝州諸一議）dz 
＝μニ（附伊）-lo肘仰＝ ~f fz(log1(0) -lo肘仰Z

となる． 口
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となる．更にμは， A=m+n, B=O, C=Oで最大値2nπをとり， A=O, B=m+n, C=Oで

最小値－2mπをとる． 口

この定理により，閉曲線の全曲率はす（0)= 0の解の大きさによって決まることが明らかになった．さ

らに今（0）について，分母と分子がそれぞれzの多項式で表されている場合の一般化として次の定理を考

えた．

定理 3.3 0以上の整数m,n,p,qに対し，関数γ（0）の微分が

と（0) 仰（αozn＋α1zn-1 ＋・・・＋αn-1Z+an＋向+iZ-1＋・・・＋αn+mー1zl-m＋α＇n+mz-m) 
守（0)＝一一＝
η（0) iq(bozq + bizq-l ＋・・・＋bq-1Z + bq + bq+1z-1 + ・ ・ ・ + bq+p-1z1-P + bq+pz-P) 

（αo = bo = 1 , ai, ・・1αm+n,b1,・・.,bq+pは0でない複素数であるとする，）

で表示される閉曲線の全曲率μは，

μ＝（…－ q+p）ぺj店主一宮古－~q苦ム）dz
(c1，弘・・・，Cm+nとdi,d2γ・.,dq+pはそれぞれと（0)= 0，η（0) = 0の解）

で表される．このとき， lctl< 1 となる ct の数を αl• lctl > 1となるctの数をα21lctl = 1となる qの数を

α3とし，lctl< 1となるctの数をβ11lctl > 1となるctの数をf32,lctl = 1となるctの数を{33とすると， μ
は以下のように定まる．

μ = (n -m -q + p ＋α1一α2一β1+ f32）π 

（証明） 守（0）と今（0）について， ao=bo=lに注意すると，

o n +a1zn-1 ＋・・・＋a,._1z＋αn+ a .. +1z-1 ＋・・・＋an+m-1z1-m + a,.+.,.z-m) 
す（0)= 

'q(bozq + bizq-l ＋・・・＋bq 1 z + bq + bq十1z-1＋・・・＋b肘P1z1-P + bq十pz-P)
inz-m n;!;n(z -Cj) 

- iqz-P I1%°！：~（z -dk）’ 

例目－ , (-1）町内nz-nIl~±;n Cj ( z -_!_) 
一 一肌zmn~：;ncz-l 一句） :J • J ¥ 匂j
す（0)＝ム，＝ -; {-
-iqzPil：ゴ（z-1-dk) ( ¥ 
k 1 （一1）の+linz-

となる．また， log守（0),log今（0）は，

均予（0

的z-mn;!;n(z -Cj} n+m 
=log 勾z一PI1k~~い － dk) ＝ゐgiηz一m+f;帥一匂トlogiqz一p一Eゐg(z一dk 

一 ~log(z一訪

） ， 
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を考えると

手（0)= (-sin 0 -cos20, cosOー呂田20,-sinO) 

であるので守（0)=I-0となり特異点が解消できる．

z 

y 

x 

同様にアステロイド幽練を空間の中でなめらかな曲線として実現することを考える．アステロイド曲

線は

γ（0) = (c叩30, sin3 0) (0壬0壬2π）

と表せる．

図よりわかるようにo= o，~， π， iπ で特異点をもっ．実際今（0) = (-3 sin Ocos2 0, 3 c曲。sin20）であるの
で0=0，~， π， iπ のとき守（0) = 0となる．ここでz= sin(O + ~）として空間曲融

守（0)= (co内sin3削n(o ＋~）） (O三区2π）

を考えると，

守（0)= （一3叫 d 夙3cos0si 夙co

であるので守（0)=I-0となり特異点が解消できる．
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となる．次に第二基本量を求めていく．

P凶作，v)= (-c凶包C曲川ーcosu sin v, -sin包），

P仰い，v)= (s泊usinv,-s泊ucosv,0),

P仰（也，v)= (-(R+cosu)c田 v,-(R+c団 u)sin v, 0) 

であり，単位法線ペクトルνは

円 xp. 
v＝一一一竺＝（－cos包cosv,-cos包sinv,-sin包）
IP・匂 XPttl 

となるので，第二基本量は

L=p.也也・v=co日2u cos2 v + cos2 u sin2り＋sin2u=1, 

M=p.削．ν＝sinucosusinvcosv-sinucc凶包sinvcosv= 0, 
N=Ptttt・ν＝(R+cosu)co日ucos2u+(R+c佃旬）cosusin2v= (R+cosu)c四匂

となる．ゆえにガウス曲率Kと面積要素dAは

K－堅二竺＿ (R+cosu)cosu _ ~型．
一一 － EG -F2 (R + cosu)2 R + cosu’ 

dA= y'官吾士Ji2dudv＝、／（R+co日u)2dudv
により与えられる． R~ 1 のとき R+cosu~O であるので

!ls刷 ＝fl品瓦（R+cos仰
= 12.,, 12.,, cosu伽 d旬

となる． 0壬R<lのときR+cosOn= 0とすると

JlsKdA= fl江3ιIR 叫
= 12符

=1宵叫伽＋1 宵2血 h酌 ＋1 宵si

=4si 1宵dv 

である．

=8げ戸示両五

=8げ亡亙

5.2 トーラスを変形させた曲面の全曲率

xz平面上の曲線

x = f(u) =R+ (1-2tsinu)c叩匂 ,z=g(u)=(l-2tsinu)sinu (0壬u壬2π）

口
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となり， ここで

(8t2 + 1一白x)(l-4tx) 
F(x）とすると

(4t2 + 1 -4tx）ゾ4t2+1-4tx 

JlKdA＝制 F(l)-F(O) + F(-1）一F(l)+ F(O）一F(-1))

が得られる． 口

次に回転させる曲綜が回転軸と交わるときを考える．つまり fくOになる uがある場合を考える．次の

図のように回転させる曲綿と z軸との吏点の数が2個のときと 4個のときを考える．

z z 

まず，吏点の数が2個のときを考える．

定理5.3 区間（（Ji,92）でfくOであるとき，全曲率は

μ （ 山 2ー叫－2t 4凶 91ー血91-2t) KdA=47rl - I 
s ＼ゾ4t2+ 1 -4tsin92 、（4t2+ 1 -4tsin91 J 

である．ここで弘 （n= 1, 2）は（1-2t sin On) cos On + R = 0を満たす角度である．

（証明）区間（01,02）でf= (1-2tsinu) cosu + RくOであるとして全曲率を求めていく．

ff ff針 1(1-2t sin u) cos u + Rl(8t2 + 1-6tsin u)(l一位瓜nu)
I I K dA = I I dudv 
Jls Jlo ((1-2tsinu)cosu+R)(4t2+1-4t凶nu）~

=2πr2π1(1一公sinu) cos u +RI (8t2 + 1 -6t sin u){l -4t向匂）cosu 
ん ((1 -2tsin u) c国包＋R)(4t2+1-4tsinu）~ 

となるので，

f81 (8t2 + 1 -6tsin u)(l -4t sin u) cos u f82 (8t2 + 1 -6t sin u) (1 -4t sin旬）cosu 
I s du -2πI 
。（4t2+1-4t国nu):1 h1 (4t2+1-4tsinu)i 

＋加f勧（8t2+1-6t血 u)(lー制nu)cosu 
102 (4t2+1-4tsinu)i 

(8t2 + 1 -6t sin u){l -4t sin u) cos u 
の原始関数をF(x）とすると

(4t2+1-4tsinu)i 

Ifs KdA＝針 （F
=4π（F(01）一F(02)） 

1.91 (8♂＋1一6山）（1一4山）∞印
(4t2+1一4t凶nu):1
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よって，この場合の全曲率は

r r { 4t sin2 (Ji -sin (Ji -2t 4t sin2 01一回n01-2t 4t説n2(}4 -sin (}4 -2t 4t sin2 03 -sin 03 -2t ¥ 
11 Kd=4πI - + - I 
J ls ＼、／4t2+ 1-4t sin02 、／4t2+1-4tsin91 ゾ4t2+ 1 -4tsin弘、／4t2+1-4tsin93 J 

となる． ロ
トーラスの場合は曲綜と回転輔の交点を γ（On），γ（2π－On）と表すことができた．今回の場合は
91, 92, 93, 94，を用いて表すことができた．
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