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集合算公理系の不完全性

山 岡 悦 郎

要旨 Tarskiは,人工言語における真理の定義可能性を問題とする際,ある集合算公理

系の言語をとりあげた.これは,Huntingtonの与えた2番目のBoole代数公理系から若干

の公理を取り除いてえられる公理系の解釈とみなしうるものである.論理学的観点からみる

と,この体系で矛盾律や排中律が成立することを真理の定義を用いて示すことができるの

みならず,極めて初等的な方法を用いることによって,この体系が不完全であることを証明

することができる.

は じ め に

数学理論の不完全性については,Godelの業績が有名であるが,ほほ同じ頃,Tarskiが

集合算公理系の不完全性について言及したことはあまりに知られていないように思われる･

Godelの場合,不完全性定理はほとんど全ての数学理論に対して成立するものであったし,

その証明方法もGodel数化,帰納的関数の理論の使用等,極めて斬新なものであった.また,

その定理の内容も秀れて重要な哲学的意義を有するものであった.それに比べると,Tarski

の場合は,Godelとは独立に主張されたとはいえ,時期的にも若干遅れ,かつ,不完全性そ

のものが直接の研究課題だったのではなく,彼の輝かしい真理論研究の,いわば副次的産物

ともみなしうるものだったのである.さらに,その証明を実際に遂行してみればわかるよう

に,Tarskiの主張は初等的なやり方でもって明らかにすることができるのであり,Godel

の場合のような,目を陛る程の斬新さを必要とするものではなかった.

こうしたことから,数学界,哲学界に与えた衝撃の大きさという点では,両者の間には確

かに大きな違いがある.だがそれにもかかわらず,何ら新奇な方法を用いずに,たとえ制限

された領域であるとはいえ,数学の基礎的分野の不完全性を示すことができるという点では,

Tarskiの主張は看過できないものをもっていると思われるのである.

Tarskiは,1935年,真理の定義に関する画期的な論文｢形式化された言語における真理

概念｣を発表したが,そこにおいて,彼は次のことを明らかにした.(1)日常言語において

は,真理の定義は困難である.(2)有限階の言語においては,真理の定義は可能である.(3)

無限階の言語においては,真理の定義は不可能である.

そして,その際,`真,を`満足でもって定義すると同時に,有限階の言語の一例として,

Tarskiは集合算の言語(SprachedesKlassenkalktlls)をとりあげ,その体系では矛盾律

や排中律が成立すること,ならびに,その体系は無矛盾,不完全であると主張したのである.

ところで,前述の論文では,Tarskiは不完全性に言及はしていても,それについての厳

密な証明は与えていない.また,論文全般についての彼の記述は,対象言語的表現とメタ言

語的表現が入りみだれ,決して読みやすいものではない.そこで,本小論では,基本的には

Tarski的概念を採用しながらも,彼の記述にとらわれることなく,平明を旨としつつ,自
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由かつinformalな仕方でもって,集合算公理系の不完全性についての証明を与えてみたい.

1.集合算の公理系

1･1Tarskiのとりあげる公理系は,次のようにして定義される.まず記号について.

定義1

(1)論理記号:～,>,()

A,βを命題とするとき,～Aは`Aでない,という命題を意味し,A>βは`Aまたはβ･

という命題を意味する.また,変項〃に対して,(p)Aは`全ての〃に対してAが成立する･

という命題を意味する.連言記号`<,,含意記号`→,,同値記号`-,,存在記号･(∃),は

通常の仕方で定義される.

(2)集合記号

(i)走項記号:月(五=1,2･‥)

(ii)変項記号:仇(五=1,2…)

(3)関数記号:~,∩,∪.

α,βを任頴の集合とするとき,瓦α∩β,α∪βはそれぞれ,`αの補集合,,･αとβの積,

,`αとβの和'を表す.

(4)括弧:(,),[,],(,)等.

(5)述語記号:⊆.

集合α,βに対して,α⊆βは`αはβに包含される,を意味する.

1･2 次に,項(ターム)と論理式については,次のように定義される.ただし,論理式に

ついては,Tarskiは"文関数'という表現を用いているので,以下ではその表現の方を採用す

ることにする.

定義2

A 項について.

(1)集合記号は項である.

(2)α,βが項ならば,亘 α∩β,α∪βは項である.

(3)以上(1),(2)によって項とわかるものだけが項である.

B 文関数について.

∬が次の4つの条件の1つを満足するとき,かつそのときに限って,Jは文関数である:

(1)∬=打点⊆机なる自然数々,Jが存在する.

(2)∬=～甘なる文関数〝が存在する.

(3)J=〝>zなる文関数打,Zが存在する.

(4)∬=(〃た)釘なる文関数〝と自然数たが存在する.

1.3 文関数と,通常の仕方で定義される自由変項を用いて,文は次のように定義される.

定義3 ∬が文関数であり,かつ,いかなる変項〃鳥もその関数∬の自由変項でないとき,

かつそのときに限って,∬は文である.記号で表すと

∬∈S

ここで,記号`5'は`文の集合,を意味する.

集合算公理系での公理は次のようである.
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定義4 ∬が次の2つの条件の1つを満足するとき,かつそのときに限って,∬は公理で

ある:

A ∬∈5,かつ,∬が次の4つの関数のうちの1つの全称量化であるような文関数訂,Z,

〟が存在する.

(1)～(釘>〝)>〝.

(2)一骨>(〝>z).

(3)～(〝>z)>(z>れ

(4)～(～虻>z)>(～(〟>#)>(〟>z)).

B
∬は次の5つの文の1つと同じである.

(1)(pl)(〃1⊆〃1).

(2)(〃1)(p2)(〃3)(～(〃1⊆〃2)>～(〃2⊆〃3)>(〃1⊆p3)).

(3)(〃1)(〃2)(]〃｡)((〃1⊆〃｡)<(〃2⊆〃3)<(仇)(～(〝.⊆仇)>～(〃2⊆仇)>(〃3⊆仇))).

(4)(〃1)(〃2)(]〃3)((〃｡⊆pl)<(ク3⊆〃2)<(〃4)(～(〃4⊆〃1)>～(仇⊆p2)>(仇⊆〃｡))).

(5)(pl)(∃〃2)((〃3)(仇)((～(〃3⊆pl)>～(〃｡⊆p2)>(ロ3⊆仇))<(～(〃l⊆〃3)>～(p2⊆〃3)>(仇

⊆p3)))<(〃5)((〃5⊆〃2)>(]〃6)((〃6⊆クl)<～(〃6⊆〃2)<(p6⊆〃5)))).

記号で表すと

∬∈A∬

ここで,記号`Aェ'は`公理の集合'を意味する.

通常の公理系では,公理図式が与えられるが,この場合は,自由変項を含まない文が公理

となる.(1)

1.4 推論規則は`代人',`分離',`全称作用素の導入',`全称作用素の除去,の諸規則であり,

それぞれについては次のように定義される.

定義5

A 代人の規則について.

烏とJが0とは異なる自然数であり,かつ,∬と〝が次の6つの条件の1つを満足する文

関数であるとき,かつそのときに限って,∬は(自由)変項仇に(自由)変項〃鳥を代入するこ

とによって,〝からえられる表現である.

(1)∬=p鳥⊆〃鳥,かつ,〝=仇⊆仇

(2)J=p鳥⊆〃桝,かつ,ダ=仇⊆〃椚,あるいは,∬=〃桝⊆打点,かつ,〃=〝桝⊆〃′となるような,

Jとは異なる自然数削が存在する.

(3)〃′は関数訂の自由変項ではなく,かつ,J=〝

(4)∬=～Z,ダ=-fとなるような文関数z,fが存在し,かつ,Zは,変項〃一に変項仇を

代入することによって,fからえられる表現である.

(5)J=Z>〟,〝=f>紺となるような文関数z,J,紺が存在する.ただし,Zと〟は,変

項〃Jに変項〃鳥を代人することによって,それぞれfおよび紺からえられる.

(6)∬=(〃桝)z,打=(〃桝)J,かつ,Zは変項〃′に変項ク鳥を代入することによってfからえら

れる,といったような文関数z,f,および,々,Jとは異なる自然数桝が存在する.

B 分離別について.

関数～甘>zと関数ダから関数zを推論することができる.

C 全称作用素の導入の規則について.
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〃鳥が関数〝の自由変項でないとき,関数ダ>zから関数#>(〃鳥)zを推論することができる.

D 全称作用素の除去の規則について.

関数〝>(び鳥)zから関数y>zを推論することができる.

前提としての文の集合から推論規則を用いて導出される文のことを,文の集合の結論とい

う.そのような結論として考えられるのは,(1)その(前提としての)文の集合に属する全て

の文,(2)上記4つの推論規則を任意の回数適用することによって,それらの文からえられ

る全ての文,である.この`結論,の概念を定式化するためには,まず補助的概念として`乃次

の結論,という概念を定義する.

定義6 ∬∈5,g⊆5,かつ,〝が自然数であるときに,次の6つのうちのどれかが成立

するとき,かつそのときに限って,∬は文の集合ズの乃次の結論である:

(1)〝=0,かつ,∬∈g.

(2)乃>0で,Jは集合ズの〝一1次の結論である.

(3)乃>0で,次の3つの全てを満たすような文関数〟,紺,文机 および自然数た,Jが

存在する.

(i)∬,〝はそれぞれ,関数〟,仰の全称量化である･

(ii)〟は,変項仇に変項わ鳥を代入することによって,関数紺からえられる.

(ii)〝は集合gの乃-1次の結論である.

(4)乃>0で,次の2つの両方を満たすような文関数〟,紺,文机.Zが存在する.

(i)∬,訂,Zはそれぞれ,関数〟,～紺>〟,抑の全称量化である･

(ii)訂,Zは共に,集合ズの〝-1次の結論である･

(5)調>0で,次の3つの全てを満たすような文関数〟,紺,文机 および自然数たが存在

する.

(i)∬,〝はそれぞれ,関数〟>(〃鳥)紺,〟>仰の全称量化である･

(ii)p鳥は〟の自由変項でない.

(iii)〝は集合gの〝-1次の結論である.

(6)彿>0で,次の2つの両方を満たすような文関数〟,紺,文机 および自然数たが存在

する.

(i)∬,〝はそれぞれ,関数〟>紺,〟>(pた)甜の全称量化である･

(ii)訂は集合ズの乃-1の次の結論である.

定義7Jは集合gの乃次の結論である,といったような自然数〃が存在するとき,か

つそのときに限って,∬は文の集合ズの結論である.記号で表せば

∬∈C(ズ)

ここで,記号`C(g),は`文の集合ズの結論の集合,を意味する.また,記号`C乃(ズ)'で`文の

集合gの乃次の結論の集合'を表す.すると次が成立する.

∬∈C(g)…(]〝)(∬∈C乃(弟)

定義8Jが全ての公理の集合の結論であるとき,かつそのときに限って,∬は証明可能

な文,あるいは定理である.記号で表せば

J∈Pr

ここで,記号`Pr,は`証明可能な文の集合'を意味する.

1.5 上に定義された諸概念,とりわけ`文,や`結論,の概念を用いて,`演緯的体系',`無矛
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盾性',さらに`完全性'といった概念をメタ理論の中に導入することができる.

定義9 C(g)⊆g⊆Sのとき,かつそのときに限って,gは演梓的体系である.

定義10 g⊆5で,あらゆる文∬に対して,J∈C(ズ)であると同時に～∬∈C(g)というこ

とがないとき,かつそのときに限って,gは文の無矛盾な集合である.

定義11g⊆5で,あらゆる文∬に対して,∬∈C(弟あるいは～∬∈C(ズ)のいずれか一方

が成立するとき,かつそのときに限って,gは文の完全な集合である.

1.6 ところで,Tarskiのとりあげる集合算の言語は,形式的な純粋に構文論的な言語で

はなく,真偽などの意味論的概念をも含むところの`形式化された,言語である.彼は`満足,

概念を用いて`真なる文'を定義するが,まず`集合の列/が文関数∬を満足する,ということに

ついて,次のような定義を与える[なお,以下においては,/:ム,ム,…であり,ムは列/

の烏番目の集合(ターム)を意味する].

定義12 集合の無限列′ および文関数∬に対して,次の4つの条件のうちの1つが成

立するとき,かつそのときに限って,列/は関数Jを満足する:

(1)∬=ク鳥⊆〃Jで,ム⊆力となるような自然数た,Jが存在する.

(2)∬=～訂で,/は〝を満足しない,といったような文関数#が存在する.

(3)∬=〝>zで,/は〝を満足するかzを満足するかのいずれかである,といったような

文関数訂,Zが存在する.

(4)∬=(仇)訂で,/とはせいぜいた番目の場所で異なるにすぎないような,集合の全ての

無限列は〝を満足する,といったような自然数た,および文関数#が存在する.

さて,列/が文関数∬を満足するか否かは,その関数に含まれる自由変項〃鳥とそれに対

応するところの列/のた番目のタームムにのみ依存することは明らかである.また,自由

変項を含まない文関数,すなわち文の場合,そのような関数を列によって満足することは,

その列のタームの性質には依存しない.よって文の場合は,(1)集合の全ての無限列が所与

の文を満足するか,(2)いかなる列もそれを満足しないか,のいずれかである.Tarskiは

文の真偽を`集合の無限列による文の満足'で定義するが,それは次のようなものである.

定義13 ∬∈5で,集合の全ての無限列が∬を満足するとき,かつそのときに限って,J

は真なる文である.記号で表すと

.r∈rr

ここで,記号`rγ'は`真なる文の集合'を意味する.

定義14 ∬∈Sで,集合のいかなる無限列も∬を満足しないとき,かつそのときに限って,

∬は偽なる文である.

2 集合算公理系の不完全性

上のように定義づけられる集合算公理系では,以下の補遺,定理が成立する.

補題A 集合の無限列/が文関数∬を満足し,集合の無限列♂が

〃鳥が関数∬の自由変項であれば,あらゆる烏に対して,ム=♂鳥

という条件を満足するならば,列♂もまた関数Jを満足する.

証明 集合の無限列/が文関数∬を満足するのは,定義12における(1ト(4)の場合である

が,そのどの場合においても,集合の無限列♂が上の条件を満足するならば,列♂もまた関
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数Jを満足することを示せばよい.他の場合も同様であるので,(1)の場合だけを示す:

J=〃た⊆〃′で,条件より列/は関数∬を満足する.よって,定義12より,ム⊆力となるよう

な自然数た,Jが存在する.また,条件より,あらゆるたに対して,ム=♂鳥であるから,ム=

動,力=仇が成立する.よって,飢⊆仇が成立する.故に,再び定義12より,列♂は関数J

を満足する. (証明終)

補題BJr∈5で,集合の少なくとも1つの無限列が文Jを満足するならば,集合の全て

の無限列が∬を満足する.

証明 ある集合の無限列が文∬を満足するならば,任意の無限列が∬を満足するという

ことを示せばよい.ある集合の無限列/が文∬を満足するとする.ところで,∬は文である

ので,自由変項は含んでいない.よって,集合の任意の無限列♂に対して

〃鳥が関数∬の自由変項であるならば,あらゆるたに対して,ム=動

が成立する.故に,補遺Aより,列/が文∬を満足するならば,任意の列♂もまた文∬を

満足する. (証明終)

補題C ∬∈5で,∬が真なる文でないとき,かつそのときに限って,∬は偽なる文である.

証明 ∬は偽なる文であるとする.定義14より,集合のいかなる無限列も∬を満足しない.

よって,定義13より,∬は異なる文ではない.逆に,∬は真なる文でないとする.すると,

定義13,補題Bの対偶より,∬は偽なる文である. (証明終)

定理1全ての文∬に対して,∬は真なる文であると同時に偽なる文であるということは

ない.(矛盾律)

証明 定義12より,集合のある無限列がある文関数を満足すると同時に満足しないとい

うことは不可能である.したがって,集合の全ての無限列が文∬を満足すると同時に満足

しないということは不可能である.これは,定義13,14より,`∬は真なる文であると同時

に偽なる文であるということはない,ということを意味する. (証明終)

定理2 全ての文∬に対して,Jは真なる文であるか偽なる文であるかのどちらかである.

(排中律)

証明 補題Bとそれの対偶により,文∬に対しては,集合の全ての無限列が∬を満足す

るか満足しないかのどちらかであって,それ以外の可能性はない.これは,定義13,14よ

り,`Jは真なる文であるか偽なる文であるかのどちらかである'を意味する. (証明終)

補題D 〝が文関数∬の全称量化であれば,集合の全ての無限列が∬を満足するためには,

集合の全ての無限列が封を満足することが必要十分条件である.

証明 集合の全ての無限列がJを満足するならば,どのようなタームを自由変項に代入

してもよく,そのときはまた,∬の全称量化たる訂も集合の全ての無限列によって満たされ

るのは明らかである.逆に,集合の全ての無限列が〝を満足するのであれば,Jの自由変項

にはどのようなタームを代入してもよく,そのときは,∬は集合の全ての無限列によって満

たされることになる. (証明終)

定理3 g⊆rrであれば,C(カ⊆rr,特に,C(rわ⊆rr.

証明 ∬∈S,J∈C乃(カとして,全ての乃に対して,C乃(幻⊆rrとなることを示せばよい.

乃についての数学的帰納法による.

(Ⅰ)〝=0のときは,定義6の(1)より,∬∈gである.よって,Co(g)⊆g.他方,条件

より,ズ⊆rr.よって,Co(ズ)⊆g⊆rr.すなわち,Co(g)⊆rr.
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(Ⅰ)押=鳥(>0)のとき成立すると仮定し,〝=烏+1のときも成立することを示す.乃=烏

+1(つまり,∬∈Chl(ズ))のときとは,定義6によれば,次の5つの場合のいずれかである.

(1)J∈C鳥(ズ)ならばJ∈C"1(g)であるというとき.この場合は,帰納法の仮定よりI

C鳥(g)⊆rrが成立するから,C"l(弟⊆rγ.

(2)次の3つの条件が成立するならば,∬∈C打1(g)であるというとき:(i)文∬,訂はそ

れぞれ,文関数〟,抑の全称量化である.(ii)〟は,変項仇に変項〃鳥を代入することによ

って,紺からえられる.(iii)〝∈C鳥(g).

この場合での∬∈C"1(弟のときは次のことがいえる:

仮定より,〝∈Cた(ズ)⊆rγであるから,〝は真なる文である.したがって,釘は集合の全

ての無限列によって満たされる.よって,補遺Dより,文関数紺も集合の全ての無限列に

よって満たされる.ここで,紺の変項両こ変項〃鳥を代入して文関数〟を作ると,〝が異な

らば,〟も集合の全ての無限列によって満たされるのは明らかである.したがって,再び補

題Dを用いると,〟の全称量化たるJも集合の全ての無限列によって満たされる.すなわち,

J∈rr.よって,∬∈Chl(g)のときは,∬∈rγ.故に,C".(ズ)⊆rr.

(3)文∬,訂,Zはそれぞれ,文関数〟,～紺>〟,仰の全称量化であり,かつ〝∈C鳥(g),Z

∈C鳥(g)ならば,∬∈Chl(g)であるというとき.この場合での∬∈Chl(ズ)のときは,次の

ことがいえる:

仮定より,C鳥(g)⊆rr.故に,弘 之は共に真なる文である.したがって,集合の全ての

無限列が訂,Zを満足する.よって,補選Dより,文関数～紺>〟,紺は共に集合の全ての無

限列によって満たされる.また,推論規則より,-紺>〟と紺から〟を推論することができ

る.よ′って,集合の全ての無限列は〟をも満足する.ここで再び補選Dを用いると,〟の

全称量化たる∬も集合の全ての無限列によって満たされる.すなわち,∬∈rγ.よって,こ

の場合,Chl(ズ)⊆rr.

なお,定義6における(5),(6)の場合でのJ∈Chl(ズ)のときも,同じようにして,Chl(g

)⊆rrとなることを示すことができる.

以上によって,〝=た十1のときも成立することが示された.すなわち,g⊆rrであれば,

C(g)⊆rr.また,rr⊆rr.よって,C(7り⊆rγ. (証明終)

定理4 集合rrは無矛盾で完全な演緯的体系である.

証明 定理3より,C(r,う⊆rr⊆5.よって,定義9より,rγは演緯的体系である.また,

C(rγ)⊆rγであるから,補題C,定理1,定義10より,任意の∬∈5に対して,∬∈C(rr

)であると同時に～∬∈C(mということはない.故に,rγは無矛盾な集合である.さらに,

補遺C,定理2,定義1Ⅰより,任意の∬∈5に対して,∬∈C(rγ)か～∬∈C(rγ)のいずれか

1つが成立する.よって,rrは完全な集合である. (証明終)

補題E あらゆる公理は真なる文である.

証明 定義4におけるAの(1),Bの(1)の場合だけを示せば十分である.

Aの(1)の場合:J=～(#>〝)>〝とすると,∬は命題論理におけるトートロジーである.

よって,∬は集合の全ての無限列によって満たされる.したがって,補題D,定義13より,

∬の全称量化たる〝∈AJrもまた,集合の全ての無限列によって満たされる,つまり真である.

次に,Bの(1)の場合:∬=〃1⊆〃1とすると,Jは明らかに真である.よって,補題D,定義

13より,〝=(〃1)(pl⊆〃1)は真となる. (証明終)
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定理5 あらゆる証明可能な文は真なる文である.すなわち,Pr⊆rr.

証明 補題Eより,A∬⊆rr.また,定理3より,A∬⊆rrならば,C(A∬)⊆rr.

C(A∬)⊆rr.したがって,定義8より,fケ⊆rγ.

よって,

(証明終)

補題F 次の2つが共に成立する:

～((〃1)(〃2)(ぴ1⊆〃2)∈Pr),

～(～((ク1)(〃2)(〃1⊆〃2))∈Pr).

証明 証明可能な文なら必ずもつべき性質を上記2つの文はもたないことを示す.その

ためにまず,定義4において定義された公理に対して次の2つの操作をほどこす.

(α)包含記号`⊆'を含意記号`→'で読みかえる.

(β)命題変項`〆,`〆を用いて,次の規約にしたがい,全称作用素,存在作用素を取り除

β=

(β1)(p)ダ(〃)をダゆ)<ダ(曾)にかえる.

(β2)(]〃)ダ(〃)をダ炒)>ダ(¢)にかえる.

A 以上の2つの操作を公理に対してほどこすと,全ての公理が命題論理におけるトート

ロジーとなることを示す.定義4のオの(1),Bの(1)の場合を示せば十分である.
(Ⅰ)公理∬が文関数～(封>〝)>#の全称量化である場合:

この文関数に含まれている自由変項の数を椚個とし,関数記号を`ダ'で表すと

∬=(〃1)…(〃桝)ダ(〃1,…,〃桝)

となる.この∬に対して上の規約(β1)にしたがう操作をほどこしてえられるものをJ'とす

ると,∬′は次のようになる.

∬′=(〃2)…(〃桝)ダ炒,…,〃桝)<(ク2)…(〃刑)ダ(曾,‥･,〃椚)

=((〃3)…(〃桝)ダ炒,久…,p桝)<(p3)…(〃桝げ炒,曾,…,〃m))

<((p｡)…(p桝)ダ(ヴ,♪,…,〃桝)<(ぴ3)…(〃桝)ダ(ヴ,曾,…,〃椚))

=ダ(れA …,♪)<…<ダ(曾,ヴ,…,ヴ)

すなわち,桝個の変項〃1,…,〃別に代人できるものはA 曾の2つだけであり,その全ての

変項に♪と曾のどちらかを代入してえられる2桝個の関数値の連言が∬′となる(厳密には,

椚に関する数学的帰納法を用いる).そして,明らかに,ダ(〃1,…ル桝)=～(〝>〝)>#であり,

文関数ダに含まれる椚個の自由変項にA 曾のどちらを代入しても,ダはトートロジーとな

る.よって,∬'もまたトートロジーである.

([)公理Jが(〃1)(pl⊆〃1)と同一の場合:

この∬に上の(α),(β)の規約にしたがう操作をほどこすと

∬'=(〃1)(〃1→〃1)

=炒→♪)<(q→ヴ)

よって,∬'はトートロジーとなる.

B 次に,全ての公理の集合の結論(すなわち,証明可能な文)も,上の操作をほどこすな

らば,同じくトートロジーとなることを示す.そのために,∬∈C〝(A∬)であるとして,定

義6に基づいて,どのような〃に対しても上が成り立つことを,〃に関する数学的帰納法で

示す.以下において,∬∈C抑u止)に対して,上の諸操作をほどこしてえられるものを∬′と

する.#,Zについても同様である.
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(Ⅰ)〝=0で,∬∈A∬のとき.

Aの結果より,∬′は明らかにトートロジーである.

(Ⅱ)乃=た房とき成立すると仮定する.つまり,∬∈C鳥(A⊥r)なる∬′はトートロジーであ

ると仮定する.そして,この仮定の下で,乃=た+1のときも,それに対応するJ′はトート

ロジーとなることを示す.定義6によれば,次のうちのどれかが成立するとき,∬∈Chl

(A∬)である.

(1)∬∈Cた(A∬)であるとき:

このときは,帰納法の仮定より,∬′はトートロジーである.よって,∬∈Chl(A∬)なる

∬'もトートロジーである.故にこの場合,〝=た+1のときも成立する.

(2)文J,〝がそれぞれ,文関数叫.紺の全称量化であり,〟は変項机に変項〃鳥を代入す

ることによって紺からえられ,かつ,釘∈C鳥(A⊥r)であるというとき:

仮定より,〃′はトートロジーである.また,仰の中の変項〃′を他の変項打点にかえても,

上の諸操作の結果には影響を与えない.したがって,ダ'がトートロジーならば,∬′もトー

トロジーである.よってこの場合,乃=々+1のときも成立する.

(3)文J,肌.Zはそれぞれ,文関数〟,～抑>〟,紺の全称量化であり,しかも,〝∈C鳥

(A｣r),Z∈C鳥u∬)であるというとき:

Aの(Ⅰ)の結果より

(i)∬'は,関数〟の論理的形式をした,〟の自由変項の全てに♪か曾を代入してえられ

る関数値の全ての連言である.

(ii)打′は,関数～甜>〟の論理的形式をした,～紺>〟の自由変項の全てに♪か曾を代入

してえ一られる関数値の全ての連言である.

(iii)z′は,関数紺の論理的形式をした,紺の自由変項の全てに♪かヴを代入してえられ

る関数値の全ての連言である.

以上3つが成立する.そして,訂′の連言肢とz′の連言肢から,分離別にしたがって,∬'

の連言肢を推論することができる.ところで,訂∈Cた(Aこr),Z∈C鳥(Aわ.したがって,〝',

z'は共に仮定よりトートロジーである.よって,#'とz′の連言肢も全てトートロジーである.

したがって,J′の連言肢も全てトートロジーとなるから,∬′はトートロジーとなる.故に

この場合,乃=々+1のときも成立する.

(4)文J,〃はそれぞれ,文関数〟>(打点)紺,〝>紺の全称量化であり,仇は〟の自由変項

でなく,しかも,〝∈C鳥(A∬)であるというとき:

〟を椚変数関数〟(〃1,…,〃桝),抑を乃一桝変数関数抑(〃桝+1,…ル〝)とすると(0≦桝<乃),

〝は

〝=(仇)…(〃柁)(〟(裾 ‥･,〃∽)>紺(〃椚.1,…,〃〝))

として表すことができる.この場合,〟,仰の変項の全てに♪か曾を代入してえられる関数

値の場合の数はそれぞれ,2桝,2〝~桝通りである.そして,釘'は,2明通りの〟の関数値〟(α1,

…,α椚)の各々に対して2乃~椚通りの紺の関数値紺(α桝十1,…,α乃)の各々を選言記号で結びあ
わせたもの(これは2"通り存在する)の連言となる.(ただし,α1,…,α舛はいずれも♪か曾

に等しい.以下同じ)また

∬=(仇)…(〃〝_1)(〟(〃1,…,〃爪)>(〝〝)紺(〃桝十1,…ル"))

とすると,J'は,2刑通りの〝の関数値の各々に対して2〝~∽~1通りの(〃")紺(α桝+1,…,α〝_1,
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〝")の各々を選言記号で結びあわせたもの(これは2乃~1通り存在する)の連言である.ここで,

〟炒,…,♪L すなわち,〟の全ての変項に♪を代入した場合を1つ固定して考える.釘'にお

いては,〟炒,…,♪)と紺の関数値からできる選言の数は全部で2〃~桝である.他方において,

∬′の場合は,〟炒,…,♪)と(p")紺(α桝.1,…,α"_1,〃")からできる選言の数は全部で2ガ~桝~1で
あるが,〃乃に久 ヴを代入して全称作用素を除去すると,〝炒,…,♪)と紺(α射1,…,α乃)か

らできる選言の数は2乃~刑となり,しかも,紺(α桝.1,…,α〝)の方は,紺(〃射1,…ル")の変項

に♪,曾を代入してえられる紺の関数値の全ての場合をつくしている.したがって,〟ゆ,…,

♪)を1つ固定して考えた場合は,#′のその部分と∬′のその部分は等しい.そして,これは〟

のどのような関数値に対しても成立するから,結局,∬′と〝′は等しいということになる.

仮定より,訂∈Cた(A∬)で,しかも,〝′はトートロジーである.よって,∬′もトートロジー

となるから,この場合,抑=た+1のときも成立する.

(5)文∬,訂はそれぞれ,文関数〟>紺,〟>(p烏)紺の全称量化であり,かつ,〝∈Cた(A∬

)であるというとき:

これは(4)の逆の場合であるから,〝'がトートロジーならJ′もトートロジーである.よっ

てこの場合,れ=た+1のときも成立する.

以上(Ⅰ),(Ⅰ)より,J∈C(A∬)なるJに対して上記の諸操作をほどこしてえられたもの

もトートロジーとなることが示された.

ここで,(pl)(〃2)(〃1⊆〃2),～((pl)(〃2)(〃1⊆〃2))の2つの文を考えてみる.それぞれに対し

て上記の諸操作をほどこすと,(♪→♪)<ゆ→¢)<(ヴ→♪)<(¢→か,～(炒→♪)<炒→q)<(¢→

♪)<(q→¢))となり,トートロジーではない.よって,～((〃1)(〃2)(ク.⊆〃2)∈Pγ)と～(～((〃1

)(〃2)(〃1⊆〃2))∈Pr)が共に成立する.(2) (証明終)

定理6 証明可能でない真なる文が存在する.すなわち,～(rr⊆タカ.

証明 2つの文(〃1)(ぴ2)(〃1⊆〃2),～((〃1)(〃2)(ぴ1⊆〝2))のうちのどちらかは,補題C,定理

2より,真である.したがって,補題Fより,証明可能でない真なる文が存在する.

(証明終)

定理7 集合Prは無矛盾の演緯的体系ではあるが,完全な体系ではない.

証明 定理5より,Pr⊆rr.したがって,定理5と定理4より,集合Pγは無矛盾で演

緯的な体系である.また,補題Fより,～(∬∈タカかつ～(～∬∈Pr)となる∬∈Sが存在する.

他方において,明らかに,∬∈Prが成立するとき,かつそのときに限って,∬∈C(Pr)が成

立する.よって,～(∬∈C(Pわ)かつ～(～∬∈C(Pわ)となる∬∈5が存在する.したがって,

定義11より,集合Prは不完全な集合である. (証明終)

注

(1)Tarskiの体系は集合算公理系の1つではあるが,Boole代数の解釈としての集合算公理系

と同一視されてはならない.Tarski自身述べているように,彼の与える体系は,Huntington

の与えたBoole代数公理系を簡素化したものなのである(Huntingtonの体系のうち,例えば,

最大元,最小元の存在公理などが欠けている).Boole代数の公理系では完全性の成立するこ

とが知られている(それについての簡単な記述としては,野崎昭弘:証明論入門,数学セミナ

ー,1987年7月号,日本評論社).したがって,不完全性に関するTarskiの主張はかなり制限
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された体系についてのものだということができる.

(2)ここでの証明のアイデアは,HilbertとAckermannが狭義の述語論理(Derengere

Pradikatenkalktll)の無矛盾性および不完全性を証明する際に用いた方法に負うている･
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