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第1章 緒言

1.1 研究の背景と目的

モデルベース制御器設計法は，制御対象を伝達関数や状態関数としてモデル化した

のち，その数式モデルに対して制御器の設計を行う。しかし，制御対象を正確にモデル

化することは困難であり，モデル化誤差や特性変動，経年劣化を原因として，実システ

ムに制御器を実装する際，性能劣化が生じ，最悪の場合は実システムが不安定化する恐

れがある。この問題に対し，モデル化誤差や不確かさをあらかじめ見積もり，その範囲

における制御性能と安定性の保証を目的とした解析及び設計理論としてロバスト制御

が提案された。ロバスト制御に基づく設計法の一つに，McFarlaneらにより提案された

H∞ループ整形法[1]がある。この設計法は性能と安定性のバランスが取れた良好な制御

器を設計できることで知られている。H∞ループ整形法において制御器の設計は性能決

定を目的とした重み関数の設計とシステムの安定化を行う安定化制御器の導出に分け

られており，重み関数の設計が適切であれば，閉ループシステムは十分な性能とロバ

スト性を確保できる。比較的容易にロバストな制御器を設計できることから，工作機

の超精密位置決め[2]，コンバータ制御[3] ，ビーム構造物の振動抑制[4]など幅広く適用さ

れている。特に，入出力端の外乱に対しバランスのとれたシステムが構築可能となる

ことから，Single-Input-Single-Outputシステム（以下，SISOシステムと呼ぶ）だけで

なくヘリコプターの制御[5]や電力システムの制御[6, 7] などのMulti-Input-Multi-Output

システム（以下，MIMOシステムと呼ぶ）においても広く利用されている。

一方，従来のH∞ループ整形法では，安定化制御器の設計過程において制御対象の

数式モデルを必要とし，これに伴うモデル化誤差により性能劣化や不安定化が起きる

恐れがあるとともに，制御対象などのモデル化に対して試行錯誤を必要とした。さら

に，この設計法では重み関数の明確な設計指標が確立されておらず，重み関数が適切

かどうかの判断が難しい。ゆえに，経験の浅い設計者にとって制御対象などのモデル

化に続き，適切な重み関数の設計が課題であり，熟練の設計者でも適切な数式モデル

や重み関数を設計することは容易ではない。そこで，実際には応答特性やH∞ループ

整形法で評価される性能レベルが所望の水準に達しているかを確認しながら試行錯誤
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的に設計を繰り返すという方法が取られる。つまり，得られた評価に応じて重み関数

を試行錯誤的に調整する工程と安定化制御器の設計をする工程を繰り返すという煩雑

さが生じた。加えて，この手法における最終的な制御器の次数は重み関数の次数の 2倍

と制御対象の次数の和になるため，制御対象や重み関数次第で最終的な制御器が高次

数化する問題も存在する。

このような背景の下，Lanzonは文献 [8]において周波数応答を用いた重みの最適化

法を提案した。これは，重み関数の設計が古典制御の開ループ整形に基づく観点から，

事前に指定した周波数点でシステムの開ループゲインを所望の領域に制限しながらロ

バスト安定余裕を最大化する準最適化問題として設計問題を定式化したものである。ま

た，片山らは文献 [9]においてこの手法を重み関数の構造を陽に指定した手法に拡張す

ることで，制御器の高次数化を避ける低次数重み関数の設計法を提案した。これらの

手法は，ロバスト安定余裕の最大化という観点においては試行錯誤を必要とせず，準

最適な重み関数を設計できる。しかし，所望の開ループゲイン領域を定めるために設

計者が与える 2つの規範モデルと最終的な性能レベルとの間には明確な関係性が存在

せず，その決定には依然として試行錯誤を伴う。さらに，設計問題における評価関数

は重み関数と安定化制御器の両方に依存するため，設計問題は重み関数と安定化制御

器の設計を繰り返す問題として定式化され，保守的な局所解に陥る可能性が存在する。

また，安定化制御器の設計に関しては述べられず，従来通り数式モデルを用いて設計

される。ゆえに，制御対象の数式モデルが必要であるという問題を解決することが出

来ていない。この問題に対して，土井らは文献 [10]において安定化制御器の設計問題

を周波数応答を利用できる形に変形することで，周波数応答のみを用いた固定構造制

御器の設計法を提案した。これにより，H∞ループ整形法の全手順において制御対象の

数式モデルを必要としない設計法が実現された。一方，制御器の設計問題を凸近似す

るために望みの開ループ特性を与える必要があり，その選定によって求解が困難にな

る場合が存在する。また，依然として重み関数と安定化制御器の設計を繰り返しが必

要であるため，最適化において保守的な局所解に陥る恐れがあった。

近年，この繰り返しの問題に対して久保らは性能レベルを保証する重み関数設計法
[11]と望みの開ループ特性を必要としない安定化制御器設計法[12]を提案した。この重み

関数設計法では，設計指標として所望の特性を持つ 1つの数式モデルを導入し，その

モデルとの ν-gapの上界であるDirected gapを最小化する重み関数を設計する。また，

設計問題は周波数応答のみを用いた最適化問題に拡張され，システム同定の手間やモデ

ル化誤差に起因する制御性能の低下を意識することなく，準最適な重み関数が設計可能

2
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となった。さらに，この設計指標よって安定化制御器の設計を行わなくても，Directed

gapと ν-gapおよび ν-gapとロバスト安定余裕の関係から重み関数の適切さを知るこ

とができ，重み関数の設計の段階で一定の性能が保証される。つまり，この重み関数

設計法によりH∞ループ整形法における重み関数の設計に伴う試行錯誤が軽減される。

しかし，この手法ではDirected gapの最小化と後述する媒介変数である周波数関数Q

の導出の繰り返しが必要である。また，望みの開ループ特性を必要としない安定化制

御器設計法では，周波数応答のみを用いた凸な設計問題を定式化し，容易に任意構造

の安定化制御器の設計を可能とした。ここで，久保らは近年注目を集めている制御対

象の数学モデルを用いずに制御器を設計する手法である周波数応答を用いた制御器設

計法[9, 10, 13, 14, 15, 16]に着目した。これらの設計法は，制御対象から取得した入出力デー

タより周波数応答を推定し，その周波数応答を直接用いて低次の制御器を設計してい

る。このため，制御対象の数学モデルの構築が必要なく，モデル化誤差による性能の

変動を抑制できるとともに，モデルベース制御器設計法と同等以上の性能をもつ制御

器の設計が期待される。さらに，設計者が制御器の構造を指定でき，制御対象の複雑

さに影響を受けずに任意の構造を持つ制御器が設計できる。久保らは上記の手法の概

念と最適化問題の近似手法であるCCCP(Concave-Convex Procedure)[17]を用いて凸な

設計問題を定式化し，望みの開ループ特性を必要としなくても準最適な任意構造の安

定化制御器を設計可能とした。これらの重み関数と安定化制御器の設計法により，H∞

ループ整形法の従来の課題であった重み関数の設計に伴う試行錯誤コストや制御器の

高次数化の問題が軽減された。しかしながら，これらの手法では SISOシステムのみに

着目していたため，重み関数や制御器の調整の難度が高いMIMOシステムへの拡張が

困難な形式で設計問題が記述された。この問題に対し，著者らは安定化制御器設計法

をMIMOシステムに拡張した[18]。この手法によって，MIMOシステムにおいても制

御器の高次数化の問題を軽減した。しかしながら，文献 [12, 18]では，制御器の分子多

項式のみが調整可能であり，制御器の極は設計者が事前に定めておく必要がある。最

適な極を選択するためには設計者の試行錯誤が必要不可欠であり，設計における煩雑

さを増大させることに繋がる。特にMIMOシステムにおいては，その調整は容易では

ない。

以上の背景から，本研究では，H∞ループ整形法の全手順において制御対象の数式モ

デルを必要としない設計法をMIMOシステムで実現することを目的とする。本論文で

は，この目標に対して，MIMOシステムに対する重み関数と安定化制御器の設計法を

提案する。本手法においても，前任者の手法と同様に重み関数と安定化制御器の設計

3
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を独立して行うことが可能である。提案する重み関数の設計法において，ν-gapを直接

最小化する設計問題を周波数応答のみを用いた最適化問題として記述し，準最適な重

み関数を試行錯誤なく設計することを可能とする。つまり，この手法では ν-gapを直

接評価するため，前任者の手法とは異なり周波数関数Qの導出を必要としない。また，

提案する安定化制御器の設計法において，安定化制御器の設計問題を反復LMI (Linear

Matrix Inequality)最適化問題として定式化し，制御対象と重み関数の周波数応答から

固定次数の安定化制御器を直接設計することを可能とする。さらに，制御器の分母多

項式もパラメータ表示し，準最適な極へと調整する。この手法の最適化問題の求解は

反復 LMI制約のアルゴリズム[15]に基づき行う。このアルゴリズムでは，大域的最適解

が導出される保証はないが，評価値は少なくとも鞍点もしくは局所最適値に単調収束

し，あるクラスのQMI (Quadratic Matrix Inequality)制約を持つ問題をLMI最適化計

算により効率的に解くことができる。また，Gershgorin bands を用いた安定性評価を

導入し，閉ループシステムの安定性を保証する。ゆえに，制御対象のモデル化が省略

可能で直接低次数の重み関数と制御器が設計可能であることから設計コストを低減で

きるとともに，モデル化誤差の影響の抑制が期待できる。さらに，重み関数と制御器

の次数をある程度指定可能であり，設計者が与える指標が少ない観点から，より自由

度の高い設計が期待できる。

1.2 論文の構成

本論文は全 6章で構成されており，各章の内容は以下の通りである。

第2章 H∞ループ整形法
本研究の基礎となるH∞ループ整形法について述べる。また，前任者により提案さ

れた重み関数設計法[11]および著者らが提案した安定化制御器の設計法である文献 [18]

の概要と課題について述べる。

第3章 周波数応答を用いた低次多変数重み関数の設計
文献 [11]で提案された固定次数重み関数の設計法の課題であった ν-gapの間接的な評

価である課題を解決するとともに，MIMOシステムへの拡張を実現する手法として，周

波数応答を用いた低次重み関数の設計法を提案する。そして，SISOシステムのシミュ

レーションを通じて文献 [12]の手法と同等の性能が達成されることと ν-gapによる評

価の利点を確認する。さらに，MIMOシステムのシミュレーションを通じて，重み関

数の設計の容易さについて示す。ここでは，重み関数の特徴のみを確認することを目

4
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標とする。なお，時間応答の取得には，安定化制御器の設計が必須であるため，この

章では確認せず 5章で示す。

第4章 周波数応答を用いた低次多変数安定化制御器の設計
文献 [18]で提案された固定構造安定化制御器設計法の課題であった制御器の極の調

整を設計問題に組み込んだ手法として，周波数応答を用いた低次安定化制御器の設計

法を提案する。そして，SISOシステムにおいてモデルベース制御器設計法[21]，モデル

ベースの低次安定化制御器設計法[26]と比較を行い，準最適な安定化制御器が設計され

ることを確認する。さらに，MIMOシステムの実機検証を通じて良好な安定化制御器

が設計可能であることを示す。なお，この章のシミュレーションおよび実機検証では，

安定化制御器のみの有効性を確認する。

第5章 周波数応答のみを用いたH∞ループ整形法の実機適用
第 3章と第 4章の提案手法によって実現される周波数応答のみを用いたH∞ループ

整形法を実機実験に適用した結果を確認する。また，モデルベースの設計法や従来手

法との比較を通じて提案手法の有効性を示す。

第6章 結言
本論文のまとめを述べる。そして，今後の課題および本論文の主題である周波数応

答を用いた制御器設計とH∞ループ整形法における今後の展望について言及する。

5
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1.3 表記

本論文で用いる表記を以下に示す。

∥G(s)∥∞ 伝達関数G(s)のH∞ノルム

σ(A) 行列Aの特異値

σ(A) 行列Aの最大特異値

σ(A) 行列Aの最小特異値

λ(A) 行列Aの固有値

λ(A) 行列Aの最大固有値

Λ(A) =



λ1(A) 0 · · · 0

0 λ2(A) · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · λn(A)


行列Aの固有値行列

AT 行列Aの転置

A∗ 行列Aの複素共役転置

A−∗ 行列Aの逆行列の複素共役転置 ((A−1)∗)

Apq 行列Aの (p, q)要素

Re{C}, Im{C} 複素数Cの実部および虚部

I 単位行列 (In : n次の単位行列)

Rp×q q入力 p出力の実有理伝達関数行列の集合

6
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この章では，本研究で用いる線形時不変制御器の設計法であるH∞ループ整形法に

ついて文献 [1]に基づき制御器設計の手順と特徴を説明する。H∞ループ整形法には，

• 重み関数の設計によりおおよその制御性能が決定可能

• 安定化制御器の設計により位相特性が最適化される

• 適切なループ整形をする重み関数が設計できれば良好な制御性能を示す

• 感度関数と相補感度関数が入力側と出力側でバランスよく整形される

• 反復計算をせずに最適な安定化制御器を求めることができる

• H∞標準問題の可解条件である虚軸に近い極や零点の考慮が必要ない

といった利点がある。線形時不変制御器の設計においてH∞ループ整形法を用いる理

由としては，MIMOシステムにおいても良好な制御性能を有するロバストな制御器を

比較的容易に設計できることが挙げられる。一方，適切なループ整形をする重み関数

の設計において明確な指標が存在しない点や，制御器の設計に制御対象の数式モデル

を必要とし煩雑さを伴う点といった問題を有している。さらに，安定化制御器の次数

が制御対象の次数と重み関数の次数の和になり，かつ最終的な制御器の次数が制御対

象の次数と重みの次数の 2倍の和になるため，制御対象や重み関数次第で制御器が高

次数化しやすいという問題が存在する。

2.1 制御器設計手順

H∞ループ整形法における制御器設計は，重み関数W1，W2による開ループ整形 (重

み関数の設計)の工程と整形後の拡大システムG = W2PW1に対して後述するロバス

ト安定余裕を最小化する制御器C∞の設計からなる。また，重み関数と安定化制御器

の設計時は図 2.1(a)に示すシステムで行われ，最終的な制御器Cは図 2.1(b)のシステ

ムに変形されてC=W1C∞W2として得られる。

7
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(a) 閉ループシステム

(b) 等価な閉ループシステム

図 2.1: H∞ループ整形法の基本概念

Step 1 重み関数W1,W2の設計

古典制御の開ループ整形に基づき，図 2.1(a)に示す拡大制御対象G=W2PW1のゲ

イン特性が望みの形となるように重み関数W1,W2を決定する。

Step 2 安定化制御器C∞の設計

開ループ整形後の拡大制御対象Gを安定化し，望みの条件を満足する安定化制御器

C∞を設計する。

Step 3 制御器Cの導出

制御器Cを図 2.1(b)のようにC=W1C∞W2として導出する。

このようにH∞ループ整形法は非常に単純な 3つの手順から構成されている。この各

手順について 2.1.1項及び 2.1.2項で詳しく説明する。

2.1.1 開ループ整形

説明の簡潔化のために，まず SISOシステムに対する開ループ整形を示し，その後に

MIMOシステムに対する開ループ整形を示す。

8
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図 2.2: SISOシステムにおける開ループ整形

SISOシステムにおける開ループ整形

閉ループシステムにおいて，感度関数 Sおよび相補感度関数 T は制御対象P と制御

器Cを用いて次のように記述される。

S =
1

1 + PC
=

1

1 + L
, T =

PC

1 + PC
=

L

1 + L
(2.1)

ここで，L=PCは開ループ伝達関数である。一般に，閉ループシステムに対して低感

度特性や外乱抑圧特性および定常特性の観点からは低周波数帯域で感度関数 Sを小さ

くすることが望まれる。また，ロバスト安定性や雑音除去の観点からは高周波数帯域

で相補感度関数 T を小さくすることが望ましい。上記の要求をH∞ループ整形法にお

ける開ループ特性G=W2PW1を用いて記述すると以下のように周波数整形すべきで

ある。

• 図 2.2のように低周波数帯域では開ループ特性のゲインを大きくとる。

• 高周波数帯域では開ループ特性のゲインが小さくする。
•中周波数帯域では開ループ特性が 0 dBと交わる点（交差角周波数）が存在し，応答

性の向上のために交差角周波数を高くする。

• 交差角周波数付近でのゲインの変化が大きいと安定性にとって望ましくない位相遅
れを引き起こすため，緩やかな傾き（−20 dB/dec以下）に整形すべきである。

このように開ループ特性が設計者にとって望ましいものとなるように周波数整形を行

9



三重大学大学院  工学研究科  
 

 

第 2章 H∞ループ整形法

う考え方が開ループ整形の基本概念である。ここで，SISOシステムにおいては重み関

数W1，W2の役割の違いがないため，どちらかの設計のみでよい。なお，古典制御にお

ける開ループ整形ではゲイン特性に加え，位相特性も考慮する必要があるが，H∞ルー

プ整形法では安定化制御器 C∞により位相特性が最適化されるためゲイン特性のみに

着目すればよい。また，安定化制御器C∞は適切な重み関数が設計された場合，そのゲ

インがほぼ 0 dBとなる。したがって，H∞ループ整形法では拡大システムG=W2PW1

が上述の要望を満たすように整形し，重み関数W1またはW2を決定する。

MIMOシステムにおける開ループ整形

一方，MIMOシステムではH∞ループ整形法における開ループ伝達関数G=W2PW1

が行列で記述されるため，SISOシステムと異なり容易な開ループ整形が行えない。

この節では，Papageorgiouらによって提案された開ループ整形法[19]を簡潔に示す。

まず，周波数ごとに制御対象 P (jω)を特異値分解する複素行列 Tr1(jω)，Tr2(jω)と特異

値行列D(jω)=Tr2(jω)P (jω)Tr1(jω)を求める。次に，周波数ごとに変換された特異値行

列D(jω)に対して，開ループ整形を行う重み行列 W̃1(jω)，W̃2(jω)を決定する。このと

き，D(jω)のそれぞれの特異値 σi(D(jω)) (i = 1, · · · , n)を SISOシステムと同様に古

典的な開ループ整形の概念に基づいて整形し，図 2.3のように整形された開ループ行

列G(jω)=W̃2(jω)D(jω)W̃1(jω)の最大特異値 σ(G(jω))，最小特異値 σ(G(jω))が低周波数

帯域でゲインを大きくとり，高周波数帯域でゲインを小さくするように開ループ整形

を行うこととなる。また，この整形においても SISOシステムと同様に安定化制御器

C∞(s)により位相特性が改善されるためゲイン特性のみに着目すればよい。さらに，安

定化制御器C∞(s)は，適切な重み設計がされた場合，そのゲインがほぼ 0 dBとなるよ

うに設計される。最後に，最終的な重み関数W1(s)，W2(s)をW1(jω) = Tr1(jω)W̃1(jω)，

W2(jω) = W̃2(jω)Tr2(jω) となるようにフィッティングを行い導出する。ここで，フィッ

ティングを行う重み関数W1(s)，W2(s)の次数によっては完全に制御対象を特異値分解

できない可能性がある。この場合には入力端の特性と出力端の特性の差異が生じるが，

H∞ループ整形法の安定化制御器設計では，入力端の特性と出力端の特性を含む評価に

基づいており，入力端と出力端の両特性の劣化が軽減される。ゆえに，入力端と出力

端のすべて特性を深く考慮しなければならないわけではない。以上のように，MIMO

システムにおける開ループ整形は SISOシステムに比べて工程が複雑であるが，古典的

な開ループ整形とは異なりMIMOシステムの位相の調整といった非常に困難な作業を

しなくてよい。しかし，重み関数のフィッティングの精度次第では性能の劣化や重み関

10
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図 2.3: MIMOシステムにおける開ループ整形

数の高次数化といった問題を助長する恐れがある。

2.1.2 安定化制御器C∞の設計及び制御器Cの導出

H∞ループ整形法では，重み関数W1(s)，W2(s)によって周波数整形された拡大制御

対象G(s) = W2(s)P (s)W1(s)に対して，(2.2)式の評価値 γを最小化する安定化制御器

C∞(s)を設計する。

H∞ Loop Shaping Method

min
C∞

γ

subject to∥∥∥∥∥∥∥
 I

C∞(s)

(I+G(s)C∞(s))−1

[
I G(s)

]∥∥∥∥∥∥∥
∞

< γ (2.2)

この γを最小化する安定化制御器C∞(s)の設計問題は図 2.4のように外生信号 di，do

から評価信号 zi，zoまでの 4つのループに対するH∞ノルムを評価するH∞制御問題

の特殊な場合に相当する。図 2.4から分かるように，入力端と出力端から見た感度関数

11
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図 2.4: 設計問題導出における概略図

が評価として含まれているため，入出力間でバランスのとれた制御器設計が可能とな

る。また，(2.2)式について以下のような関係式が成立することが述べられており[20]，

(2.2)式の評価によって入力端と出力端の感度特性，相補感度特性がすべて考慮される。∥∥∥∥∥∥∥
 I

C∞(s)

(I+G(s)C∞(s))−1

[
I G(s)

]∥∥∥∥∥∥∥
∞

=

∥∥∥∥∥∥∥
 I

G(s)

(I+C∞(s)G(s))−1

[
I C∞(s)

]∥∥∥∥∥∥∥
∞

(2.3)

具体的な安定化制御器の設計法として，McFarlaneらにより提案された安定化制御

器の設計法[21]を説明する。いま，(2.4)式の状態空間表現を持つ拡大制御対象G(s)に対

する安定化制御器C∞(s)は以下の手順で設計される。

G(s) =

 Ap Bp

Cp Dp

 (2.4)

まず，(2.5)及び (2.6)式のリカッチ方程式の正定対称解X，Zを計算する。

(Ap−BpS
−1DT

p Cp)
TX+X(Ap−BpS

−1DT
p Cp)−XBpS

−1BT
p X+CT

p R
−1Cp=0 (2.5)

(Ap−BpS
−1DT

p Cp)Z+Z(Ap−BpS
−1DT

p Cp)
T−ZCT

p R
−1CpZ+BpS

−1BT
p =0 (2.6)

ここで，

S = I +DT
p Dp , R = I +DpD

T
p

である。この時，最適値 γminは (2.7)式により直接計算できる。

γmin =

√
1 + λ(XZ) (2.7)

そして，γ > γminとなる γを選び，安定化制御器C∞(s)を (2.8)式として導出する。

C∞(s) =

 Ap +BpF +H(Cp +DpF ) H

BT
p X −DT

p

 (2.8)
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ここで，

F = −S−1(DT
p Cp +BT

p X) , H = γ2W−T
a ZCT

p , Wa = (1− γ2)I +XZ

である。このように安定化制御器C∞(s)が設計できたら，2.1.1項により求めた重み関

数W1(s)，W2(s)を用いて，制御対象P (s)に対する制御器をC(s)=W1(s)C∞(s)W2(s)と

して導出する。

2.2 性能レベルγと性能の関係

性能レベル γはシステムの外乱等に対する影響を表す指標であると同時にシステム

の性能を表す。本節では，特に重要な 2つの事項について述べる。

第一に，性能レベル γは安定化前の拡大システムGと安定化後の開ループ伝達関数

GC∞の一致度を示し，γが大きいほどGとGC∞のずれが大きくなる。すなわち，大き

な γは重み関数の設計が適切でなく，開ループ整形によって設計者が指定した望みの制

御性能を得られないことを意味する。これに対して，H∞ループ整形法[1]やVinnicombe

の文献 [22]において γ ≤ 4が推奨されると述べられており，菅野らは文献 [23]におい

て γ ≤ 2
√

2 (≃ 2.8284)である 2次システムおよび一部の 3次のシステムは安定化時に

ゲイン交差角周波数付近でC∞のゲインが大きくならず，GとGC∞の一致度が高い

と述べている。

第二に，SISOシステムにおける安定化後のシステムの位相余裕 (PM)及びゲイン余

裕 (GM)は，(2.9)および (2.10)式の関係を満たす。これは，文献 [22]で述べられ，シ

ステムの安定余裕の下限が γによって決定付けられること，小さな γは大きな安定余

裕を意味することを示す。

PM ≥ 2arcsin

(
1

γ

)
[rad] (2.9)

GM ≥ 20log

(
γ + 1

γ − 1

)
[dB] (2.10)

2.3 H∞ループ整形法の利点と課題

2.1.1および 2.1.2項で述べたように，重み関数の設計時にはシステムの位相特性を

考慮する必要がなく，理想的な安定化制御器はシステムのゲイン特性に大きな影響を
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与えない。また，安定化制御器の設計法[21]では解析的に望みの安定化制御器が設計で

き，試行錯誤を必要としない。すなわち，ゲイン特性と位相特性を独立して調整可能

で，かつ調整が難しい位相特性は安定化制御器により最適化される。これは，ゲイン

と位相の同時調整に大きな煩雑さを伴う古典制御の開ループ整形に対して大きな利点

であり，MIMOシステムにおいてもゲインと位相の同時調整という非常に困難な作業

が緩和される。さらに，H∞制御問題の可解条件に必要となる虚軸上の極や零点の条件

を気にする必要もない。

一方で，重み関数の良否は拡大システムG=W2PW1から最適性能レベル γminに大

きく影響するにも関わらず，その設計には明確な指標が存在しない。そこで，実際に

は所望の性能レベル以下の γを得るまで，重み関数を試行錯誤的に設計しなおす必要

がある。また，制御器設計全般に言えることであるが，重み関数が良好であっても所

望の応答性能が得られないこともあり，その際には制御対象などの数式モデルを再構

築する必要がある。これらは，設計にかかる時間的コストや重み関数の最適性の観点

から好ましくない。さらに，(2.4)～(2.8)式が示すように上記の安定化制御器設計法で

は制御対象の数式モデルが必要不可欠であり，数式モデルの再構築に伴う試行錯誤が

不可避である。また，最終的な制御器はC = W1C∞W2として得られるため，その次

数は制御対象の次数と重みの次数の 2倍の和となる。ゆえに，複雑な特性を持つ制御

対象に対してはシステム同定の煩雑さや実装コストの増大を招く。

上記のH∞ループ整形法におけるさまざまな課題に対して，最適化を用いた重み関

数設計法[8, 9, 11, 24]や低次の安定化制御器設計法[12, 18, 25, 26]など多様なアプローチが行わ

れ，課題の完全な解決に向けて多くの研究が行われている。以降では，これらの中で

も高い優位性を持つ手法である性能レベルを保証する重み関数設計法[11]，周波数応答

を用いたMIMOシステムに対する固定構造の安定化制御器設計法[18]について紹介し，

その利点と課題を述べる。

2.4 性能レベルを保証する重み関数設計法

文献 [11]では，適切な重み関数を設計するために，新たな重み関数の設計問題とし

て ν-gapの上界であるDirected gapを最小化する設計問題を定式化し，重み関数の設

計の段階で少なくとも達成可能な性能レベル γの保証を実現した。また，他の重み関

数の設計法[8, 9, 24]とは異なり，重み関数の設計問題が安定化制御器に依存しないため，

安定化制御器とは独立して重み関数の設計ができ，重み関数と安定化制御器の繰り返

し設計といった煩雑な作業を省くことができる。さらに，設計に必要とされる規範モ

14
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図 2.5: Rieman球面

デルが 1つの伝達関数のみであり，比較的容易に適切な重み関数が設計できる。本節

では，上記の優位性を有する重み関数の設計法[11]について示す。

2.4.1 ν-gap

まず，この設計法の根幹をなす ν-gap[22]について示す。ν−gapは，2つのシステムの

周波数特性の違いを距離として表す指標であり，2つの安定なシステムG，Gdに対し

ては (2.11)式で定義される。

δν (G,Gd)= supω σ (M (jω)) (2.11)

ここで，

M (jω)=(I+Gd(jω)Gd(jω)
∗)−1/2(Gd(jω)−G(jω))(I+G(jω)

∗G(jω))−1/2

である。(2.11)式は，図 2.5に示されるRieman球面上に射影された 2つの複素数の距

離の最大値に相当する。なお，図 2.5における z′1および z′2は 2つの複素数 z1および z2

のRieman球面上への射影であり，複素数 z=x+ iyに対して，射影後の座標 ξ，η，ζ

は以下のように得られる。

ξ =
x

x2 + y2 + 1
, η =

y

x2 + y2 + 1
, ζ =

x2 + y2

x2 + y2 + 1

15
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したがって，小さな ν−gapは 2つのシステムのNyquist線図上での距離，すなわち周

波数特性が近いことを意味する。また，文献 [22]において (2.12)式を満たし，2つのシ

ステムG，Gdを共に安定化する制御器Cが存在することが述べられている。

arcsin
1

γ(G,C)
=arcsin

1

γ(Gd,C)
−arcsin δν (G,Gd) (2.12)

(2.12)式より，Gdに対する性能レベル γ(Gd,C)およびGとGdに対する δν (G,Gd)が既知

であれば γ(G,C)が計算可能であることが分かる。また，安定化制御器の設計により達成

可能な最小の性能レベル γminは定義（γ(G,C) ≥ γmin）からGに対する γminは γ(GC)以

下のある値となることが期待される。つまり，Gdを安定化する制御器Cが既知であれ

ば，Gに対する安定化制御器を設計しなくても，γminの上界である γ(G,C)を算出可能

であり，ν−gapが小さいならば γ(G,C)と γ(Gd,C)は近い値となる。このように，ν−gap

を用いることによりNyquist線図上での評価になかった優位性が生まれ，H∞ループ整

形法における重み関数と安定化制御器の繰返し設計の試行錯誤を低減することができ

る。以上より，ν−gapが小さい 2つのシステムは周波数特性のみならず，H∞ループ整

形法における性能レベル γ(G,C)の観点でも近い特性を示すことを意味する。

2.4.2 Directed-gap

Directed gapは ν-gapと同様に 2つのシステムの距離を表す。安定な 2つの SISOシ

ステムG，Gd間のDirected gapは以下 (2.13)式で定義される。

δg(G,Gd) = inf
Q,Q−1∈H∞

∥Fd −DwQ∥∞ (2.13)

ここで，FdはGdの正規右既約分解表現Nd，Ddを用いて F d = [Nd Dd]
Tとして表現

したもので，以降ではこの表現を正規化右グラフと呼ぶ。また，DwはGの任意の右

グラフDw = [Ng Dg]
T（正規化条件を満たす必要はない）であり，Qはプロパーでか

つ安定な任意の伝達関数ある。また，Directed gapと ν−gapの間に (2.14)式の関係が

成り立ち，Directed gapは距離の観点で ν−gapの保守的な評価であることを意味する。

δg(G,Gd) ≥ δν (G,Gd) (2.14)

2.4.3 性能レベルを保証する重み関数の設計問題

文献 [11]では，所望の特性を持つ伝達関数Gdと周波数整形される拡大システムG=

W2PW1のDirected gapを最小化する重み関数を設計する。この際の設計問題は，周

16
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波数応答の利用により離散周波数点 ejωiに対して記述する。なお，この手法は SISOシ

ステムのみに対して適用可能であり，W2 = 1とする。

設計する重み関数は (2.15)式の構造のように分母および分子多項式においてパラメー

タα，βに対してそれぞれ線形に定義される。

W1(e
jωi ,α,β) =

[βn βn−1 · · · β0]ϕ(ejωi )
T

[αn αn−1 · · · α0]ϕ(ejωi )T
(2.15)

なお，ϕ(ejωi )=[1 e−jωi · · · e−jnωi ]は基底関数ベクトルである。この構造の重み関数を

用いて設計問題は以下のように定式化される。

Design problem of weighting function guaranteeing performance level

min
ρk,Q

λ

subject to −λ (F d(e
jωi )−Dw(ejωi ,ρk)Qk−1(e

jωi ))∗

F d(e
jωi )−Dw(ejωi ,ρk)Qk−1(e

jωi ) −λI2

 < 0 (2.16)

 X−1
k−1 Ak(ρk)

Ak(ρk)
T Xk−1

 > 0 (2.17)

for i = 1, 2, . . . , N

ここで，添え字 kは設計の繰り返し回数を意味し，添え字 k−1は 1つ前の設計で求め

た値を意味する。また，F dは (2.18)式に示す所望の特性を持つ伝達関数Gdの正規化

右グラフの周波数応答であり，Dwは拡大システムG = PW1のグラフであり (2.19)式

で表現される。なお，重み関数のA行列を可制御正準形で示し安定性を保証するため

17
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に，αn = 1とする。

F d(e
jωi )=

[
Gd(e

jωi )√
1+|Gd(e

jωi )|2
1√

1+|Gd(e
jωi )|2

]T
(2.18)

Dw(ejωi ,ρk)= ϕw(ejωi )ρ

=

 Np(e
jωi )ϕ(ejωi )

T

Mp(e
jωi )ϕ(ejωi )

T


 [βn βn−1 · · · β0] 01×(n+1)

01×(n+1) [1 αn−1 · · · α0]


= Fp(e

jωi )

 ϕ(ejωi )
T

ϕ(ejωi )
T


 β 0

0 α

 (2.19)

なお，Np(e
jωi )，Mp(e

jωi )は (2.20)式に示す制御対象Pの正規化グラフの要素に対応する。

F p(e
jωi ) =

[
Np(e

jωi ) Mp(e
jωi )

]T
=

[
P (ejωi )√

1+|P (ejωi )|2
1√

1+|P (ejωi )|2

]T
(2.20)

この設計問題における (2.16)式の制約は，λ > 0であることから Schur complementよ

り以下の不等式と等価な評価であり，(2.13)式に対応する。

(F d(e
jωi )−Dw(ejωi ,ρk)Q(ejωi ))∗ (F d(e

jωi )−Dw(ejωi ,ρk)Q(ejωi )) < λ2

for i = 1, 2, . . . , N

ゆえに，1つ目の制約および λの最小化により，Directed gapを小さくする重み関数が

設計可能となる。また，(2.17)式の制約はXk−1が正定対称行列であることを利用して

Schur complementより LMI形式で表現した制約であり，離散系に対する Lyapunovの

安定条件Xk−1 −AT
kXk−1Ak > 0を満たす重み関数の状態行列Akに制限することで，

重み関数に不安定極を持たせないための制約である。この 2つの制約により，所望の

特性を持つ伝達関数Gdと拡大システムG=PW1のDirected gapが小さい安定な重み

関数を設計でき，H∞ループ整形法の重み関数の設計に伴う試行錯誤を軽減できる。ま

た，この設計法の設計手順は以下の通りである。

Step 1 前準備

α0 = · · · = αn−1 = 0とし，，初期重み関数の状態行列を以下のように可制御正準形式

で表現する。

A0 =



0 1 0

...
. . .

0 0 1

−α0 −α1 · · · −αn−1


(2.21)
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このA0に対して (2.22)式の Lyapunov方程式を満たす正定対称行列X0を求める。

X0 −AT
0X0A0 = I (2.22)

また，k = 1，Q0の値を周波数ごとにQ0(e
jωi) = 1 (i = 1, . . . , N)として与える。

Step 2 Directed gapを最小化する重み関数の設計

所望の特性を持つ伝達関数Gdに対して，Qkの周波数応答を固定し，Directed gap

最小化問題を重み関数のパラメータ ρkについて解く。

Step 3 媒介変数Qkおよび正定対称行列Xkの導出

各周波数点ごとに (2.13)式のノルムが最小となる複素数Qkを (2.23)式により求める。

Qk(e
jωi ) =

D∗
w(ρk,e

jωi )Fd(e
jωi )

D∗
w(ρk,e

jωi )Dw(ρk,e
jωi )

(2.23)

また，設計した重み関数の状態行列Akに対して (2.24)の Lyapunov方程式を満たす正

定対称行列Xkを求める。

Xk −AT
kXkAk = I (2.24)

Step 4 終了判定

(2.25)式により γminの保証値 γを計算する。算出された γが所望の値以下となって

おり，かつ解が収束していれば設計を終了する。

γ=
1

sin{arcsin 1
γ(Gd,Cd)

−arcsinλ}
(2.25)

条件を満たさない場合は (2.26)式によりP kを更新し，k=k+1としてStep 2へ戻る。

P k −AT
kP kAk = I (2.26)

2.4.4 性能レベルを保証する重み関数の設計法の課題

前項で述べた手法は，ν-gapを直接評価しておらず，γminの保証値が保守的な値を

示す可能性がある。この保守性は周波数ごとに求めた複素数Qにより生じ，Qの値に

よっては ν-gapとDirected gapの差が大きくなる場合が存在する。さらに，SISOシス

テムのみに着目していたためにMIMOシステムへの拡張が困難な形式で設計問題が定

式化されている。これらの問題に対して 3章では直接 ν-gapを最小化する重み関数の

設計を可能とし，媒介変数のような振る舞いをする周波数関数Qの導出を省く。また，

MIMOシステムに対して適用可能とすることで，2.1.1節のような重み関数の設計に伴

う煩雑で複雑な作業を軽減する。
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2.5 周波数応答を用いた固定構造安定化制御器設計法

この章では，文献 [18]で提案した周波数応答を用いたMIMOシステムに対する固定

構造安定化制御器設計法を紹介する。この手法では，H∞ループ整形法におけるH∞ノ

ルムを周波数応答を用いて評価することで，制御対象の数式モデルを用いない安定化

制御器設計法を実現している。また，H∞ノルムを最小化しロバスト安定余裕を増加さ

せる設計問題は，パラメータに対して凸な形式であるため容易に準最適な制御器を設

計することができ，設計に伴う煩雑さを軽減することが可能となった。

2.5.1 設計問題

設計する制御器は (2.27)式の構造のようにパラメータρに対して線形に定義される。

C∞(s,ρ) = ρϕ(s) (2.27)

ここで，ϕ(s)は制御器の安定な基底関数ベクトルである。この構造の制御器を用いて

設計問題は以下のように定式化される。

Design problem of multivariable fixed-structural controller

min
ρk

γ2
k

subject to R(jωi,ρk) Y (jωi,ρk)

Y (jωi,ρk)
∗ γ2

kIm+n

>0 (2.28)

|rSq(ωi,ρk)[1 + λq(jωi,ρk−1)]|

−Re{[1 + λq(−jωi,ρk−1)][1 + LSqq(jωi,ρk)]} < 0 (2.29)

for i = 1, 2, . . . , N

ここで，添え字 kは設計の繰り返し回数を意味し，添え字 k−1は 1つ前の設計で求め
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た値を意味する。また，R，Z，Y 等は以下のように定義する。

R(jωi,ρk) := Z(jωi,ρk)Z(jωi,ρk−1)
∗+Z(jωi,ρk−1)Z(jωi,ρk)

∗

−Z(jωi,ρk−1)Z(jωi,ρk−1)
∗

Z(jωi,ρk) :=

(In+G(jωi)C∞(jωi,ρk)) 0n×m

0m×n (Im+C∞(jωi,ρk)G(jωi))


Y (jωi,ρk) :=

 In G(jωi)

C∞(jωi,ρk) C∞(jωi,ρk)G(jωi)


L(jωi,ρk) := G(jωi)C(jωi,ρk)

LS(jωi,ρk) := V (jωi,ρk−1)
−1C(jωi,ρk)V (jωi,ρk−1)

rSq(ωi,ρk) :=
n∑

p=1,p̸=q

|LSpq(jωi,ρk)|

ここで，V (jωi,ρk−1)は以下の式で示す相似変換行列であり，k − 1回目の開ループ関数

を対角化するように導出する。

Λ(jωi,ρk−1) = V (jωi,ρk−1)
−1L(jωi,ρk−1)V (jωi,ρk−1)

この設計問題における (2.28)式の制約は，H∞ループ整形法の γに対する制約であり，

このγを直接最小化することにより，ロバスト安定余裕を最大化できる。また，(2.29)式

の制約はMIMOシステムにおける閉ループシステムの安定性を保証するためのNyquist

の安定判別法[28]に基づく安定制約である。ゆえに，設計される任意構造の制御器にお

いてロバスト安定余裕を最大化するとともに閉ループシステムの安定性が保証される。

また，この設計の設計手順は以下の通りである。

Step 1 前準備

任意構造の基底関数ベクトルϕ(s)を設定し，閉ループシステムを安定化する初期制

御器のパラメータ ρ0を選択する。なお，このとき初期制御器が達成する γの値を考慮

する必要はない。また，初期の開ループ関数に対して固有値分解を実現するV を導出

する。ここで，k = 1として与える。

Step 2 安定化制御器の設計

ρk−1およびV を用いて，γkの最小化問題をパラメータ ρkについて解く。

Step 3 終了判定
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(2.30)式で定義される評価値 γkの相対誤差 δ(γk)が，終了判定（δ(γk) < δe）を設定し

た回数だけ連続して満たすまで設計を繰り返す。

δ(γk) =
|γk−1 − γk|

|γk−1|
× 100 [%] (2.30)

終了判定を満たさない場合はこの設計で得られた開ループ関数に対して固有値分解を

実現するV を導出し，Step 2に戻り設計を繰り返す。最終的に，繰り返しが終了した

時点の設計パラメータ ρkがこの手法における設計結果となる。

2.5.2 固定構造安定化制御器設計法の課題

この手法によりMIMOシステムであってもロバスト安定余裕を最大化するように任

意構造の制御器を調整可能となった。しかしながら，設計者が制御器の構造として極

を指定する必要があり，指定する極次第では良好なロバスト安定性を確保できない可

能性がある。ゆえに，良好なロバスト安定性を確保するためには，試行錯誤的に制御

器の極を決定する必要があり，これに伴う試行錯誤コストが発生している。この問題

に対して 4章では極の調整も可能とし，制御器設計に伴う試行錯誤コストを軽減する

とともに，性能の向上を図る。
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重み関数の設計

本章では，安定なMIMOシステムに対して周波数応答を用いた H∞ ループ整形法

における性能レベルを保証する低次重み関数の設計法を提案する。この提案において，

ν-gapを直接最小化する設計問題を周波数応答のみを用いた最適化問題として記述し，

準最適な重み関数を試行錯誤なく設計することを可能とする。また，この手法では所望

の特性を持つの伝達関数Gdと周波数整形される拡大システムG=W2PW1の ν-gap

を最小化する重み関数を設計し，先行研究[11]と同様に重み関数の設計の段階で達成可

能な評価値 γminを保証する。ここで，本来はMIMOシステムでは行列の要素をそれぞ

れ調整するため前置重み関数と後置重み関数の 2つを設計する必要があるが，提案手

法では設計の簡易化のために，W2 ∈ Rm×mをW2=Imとして固定し，W1 ∈ Rn×nの

みを設計することに焦点を当てる。

3.1 重み関数のパラメータ表示

提案手法では，制御対象P ∈ Rm×nに対して，W2 ∈ Rm×mをW2=Imとして固定

し，W1 ∈ Rn×nのみを設計することを考える。各要素の次数が α次のW1を (3.1)式

のように ρ ∈ R(α+1)n×n，η ∈ R(α+1)×1を用いてパラメータ表示する。

W1(s,ρ,η) =


N11(s,ρ)
D(s,η)

· · · N1n(s,ρ)
D(s,η)

...
. . .

...

Nm1(s,ρ)
D(s,η)

· · · Nmn(s,ρ)
D(s,η)

 =
1

D(s,η)
N (s,ρ)=

1

ηTϕD(s)
ρTϕN (s) (3.1)

ϕD(s) = [ 1 · · · sα−1 sα ]T (3.2)

ϕN(s) = [ In · · · sα−1In sαIn ]T (3.3)

ここで，D(s,η)は共通分母多項式，N (s,ρ)は m × nの分子多項式行列であり，ϕD(s)，

ϕN(s)は重み関数W1の分母多項式D(s,η)および分子多項式行列N (s,ρ)における基底関
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数ベクトルである。また，分母多項式D(s,η)の最高次数の係数は 1とする。このように

重み関数をパラメトライズすることにより，分子多項式と分母多項式をそれぞれ調整

することができる。また，重み関数W1の各要素の分母多項式は共通なD(s,η)となる

が，D(s,η)とN (s,ρ)の各要素が極零相殺することによって重み関数W1が各要素ごとに

最適な構造に調整される。

3.2 重み関数の設計問題

所望の特性を持つの伝達関数Gd ∈ Rm×nと拡大システムG=W2PW1 ∈ Rm×nの

ν-gapを最小化する設計は変数 δを δν (G,Gd)の上界として導入し，その δの最小化を行

うことで実現できる。制御対象P ∈ Rm×nに対する設計問題は以下ように記述できる。

ここでは，設計問題を数値的に求解可能とするため，設計者があらかじめ定義したNω

個の周波数点 ωi（i = 1, . . . , Nω）について (3.4)式の制約を考える。

Design problem I for multivariable weighting function

min
ρ,η

δ

subject to

σ(M (jωi,ρ,η)) < δ (3.4)

for i = 1, . . . , Nω

ここで，

M (jωi,ρ,η) = (I+Gd(jωi)Gd(jωi)
∗)−1/2(Gd(jωi)−G(jωi,ρ,η))(I+G(jωi,ρ,η)

∗G(jωi,ρ,η))
−1/2

である。(3.4)式は設計パラメータ ρ，ηに対して非凸な関数であり，重み関数を簡易

に求めることができない。そこで，設計問題を凸最適化問題へと変形していく。まず，

(3.4)式と等価な評価として (3.5)式が導出できる。

M (jωi,ρ,η)
∗M (jωi,ρ,η) < δ2In (3.5)

for i = 1, 2, . . . , Nω
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(3.5)式の左辺は (3.6)式のように展開できる。

M (jωi,ρ,η)
∗M (jωi,ρ,η) =

(
(In+G(jωi,ρ,η)

∗G(jωi,ρ,η))
−1/2

)∗
(Gd(jωi)−G(jωi,ρ,η))

∗ ·

·(Im+Gd(jωi)Gd(jωi)
∗)−1(Gd(jωi)−G(jωi,ρ,η)) ·

·(In+G(jωi,ρ,η)
∗G(jωi,ρ,η))

−1/2 (3.6)

そして，(3.5)式の左と右から (In+G(jωi,ρ,η)
∗G(jωi,ρ,η))1/2を掛けて (3.6)式の関係を用

いて整理することで，(3.7)式のように記述できる。

1

δ2
(Gd(jωi)−G(jωi,ρ,η))

∗(Im+Gd(jωi)Gd(jωi)
∗)−1(Gd(jωi)−G(jωi,ρ,η))

< (In+G(jωi,ρ,η)
∗G(jωi,ρ,η)) (3.7)

また，重み関数を非線形にパラメータ表示しているため，(3.7)式にD(jωi,η)
∗D(jωi,η)を

掛け，(3.8)式に変形する。

1

δ2
(D(jωi,η)Gd(jωi)−W2(jωi)P (jωi)N (jωi,ρ))

∗(Im+Gd(jωi)Gd(jωi)
∗)−1

(D(jωi,η)Gd(jωi)−W2(jωi)P (jωi)N (jωi,ρ))

< D(jωi,η)
∗D(jωi,η)In+(W2(jωi)P (jωi)N (jωi,ρ))

∗(W2(jωi)P (jωi)N (jωi,ρ)) (3.8)

(3.8)式の左辺と右辺はρ，ηに対して凸関数であり，(3.8)式はρ，ηはQMI制約となっ

ている。一般にQMI制約を持つ最適化問題の求解は困難であるが，この形のQMIに

対して反復 LMI制約のアルゴリズム[15]を適用し容易に求解を行うことができる。

3.2.1 反復LMI制約による解法

文献 [15]では，(3.8)式の形のQMI制約を線形近似を用いて LMIとして記述し，反

復的に設計問題を解く近似解法を提案している。この文献では，非特異な n × nの任

意な複素行列Y，Z，Z̃を考え，(3.9)式の形の制約を課している。

Z∗Z − 1

γ2
Y ∗Y > 0 (3.9)

(3.9)式の制約は，γ > 0であれば Schur complementより (3.10)式の不等式と等価で

ある。  Z∗Z Y ∗

Y γ2I

 > 0 (3.10)
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また，任意の複素行列 Z̃に対して (Z − Z̃ )∗(Z − Z̃ ) ≥ 0が成り立つので (3.11)式の

不等式が成り立つ。

Z∗Z ≥ Z∗Z̃ + Z̃ ∗Z − Z̃ ∗Z̃ (3.11)

(3.11)式より (3.10)式の十分条件の (3.12)式が導出される。 Z∗Z̃ + Z̃ ∗Z − Z̃ ∗Z̃ Y ∗

Y γ2I

 > 0 (3.12)

(3.10)–(3.12)式の関係から，設計パラメータに対して線形に定義された Y，Zに関す

る非凸な最適化問題を，設計パラメータに依存しない Z̃ を導入することで LMIとし

て記述できる。上述の通り (3.12)式は原問題 (3.10)式の十分条件であるが，Z̃ を 1回

前における最適化の解に対するZとすれば最適化計算と Z̃ の更新の繰り返しにより解

が収束し，Z=Z̃ となれば (3.11)式の等号が成り立ち，(3.12)式が原問題と一致する。

また，(3.12)式は常に原問題の下界を示すため，導出される解は元の制約を満たし，繰

り返しに対して評価値は単調収束する。

提案手法においてY，Z，Z̃ を以下のようにおくことで上記の手法と同様にLMI制

約へと変換する。なお，kは設計の繰り返し回数を示す。

Y (jωi,ρk,ηk) := D(jωi,ηk)Gd(jωi)−W2(jωi)P (jωi)N (ρk) (3.13)

Z(jωi,ρk,ηk) := [D(jωi,ηk)In W2(jωi)P (jωi)N (jωi,ρk)]
T (3.14)

Z̃ (jωi) := [D(jωi,ηk−1)In W2(jωi)P (jωi)N (jωi,ρk−1)]
T (3.15)

また，δ2k(Im+Gd(jωi)Gd(jωi)
∗)>0であり，Schur complementより設計問題は以下のよ

うに表現される。

Design problem II for multivariable weighting function

min
ρk,ηk

δ2k

subject to R(jωi,ρk,ηk) Y (jωi,ρk,ηk)
∗

Y (jωi,ρk,ηk) δ2k(Im+Gd(jωi)Gd(jωi)
∗)

>0 (3.16)

for i = 1, 2, . . . , Nω
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ここで，

R(jωi,ρk,ηk) = Z(jωi,ρk,ηk)
∗Z̃(jωi)+Z̃(jωi)

∗Z(jωi,ρk,ηk)−Z̃(jωi)
∗Z̃(jωi)

である。以上より，設計問題は前述のように LMI最適化問題として記述することがで

き，準最適な重み関数を繰り返し最適化を行うことにより求めることができる。

3.3 重み関数の極に対する制約

提案手法では重み関数の分子多項式と分母多項式を調整しているため，不安定極を

持つ可能性がある。また，H∞ループ整形法では，重み関数は安定化制御器と掛け合わ

さり最終的な制御器を構築する。つまり，重み関数が不安定極を持つことは最終的な制

御器が不安定極を持つことを意味する。一般に耐故障性の観点から安定な制御器の方

が好ましい。そのため，本節では伝達関数自体が不安定極を持たないためのリアプノフ

の安定性に基づく制約[27]を導入する。ここでは，重み関数の極に対して評価を行うの

でD(s,ηk)=0の根，すなわち (3.17)式のシステムの極について考える。ただし，D(s,ηk)

の最高次数を 1とするため，α+1次元ベクトルである ηkの第 α+1要素 η
(α+1)
k = 1と

する。

1

D(s,ηk)
=

1

sα + η
(α)
k sα−1 + · · ·+ η

(2)
k s+ η

(1)
k

(3.17)

k回目の最適化における (3.17)式の伝達関数の状態空間表現の可制御正準形を考える

と，その状態行列AD(ηk)は (3.18)式となる。

AD(ηk)=



−η
(α)
k · · · −η

(2)
k −η

(1)
k

1 0 0

. . .
...

0 1 0


(3.18)

さらに，1回前の最適化の解 ηk−1用いたAD(ηk−1)に対して (3.19)式を満たすような

正定対称行列Xk−1を用いれば安定制約として (3.20)式を定式化できる。

Xk−1AD(ηk−1) +AD(ηk−1)
TXk−1 = −I (3.19)

Xk−1AD(ηk) +AD(ηk)
TXk−1 < 0 (3.20)
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(3.20)式により，Xk−1に対してリアプノフ不等式を満たす範囲内からAD(ηk−1)が選

択される。ゆえに，初期解 η0により安定な重み関数を与え，(3.19)式を満たすX0を

求め (3.20)式の安定制約を含めた設計問題を繰り返し解くことで，重み関数自体の安

定性が保証される。

この制約を組み込み，最終的な設計問題は以下のようになる。

Design problem III for multivariable weighting function

min
ρk,ηk

δ2k

subject to R(jωi,ρk,ηk) Y (jωi,ρk,ηk)
∗

Y (jωi,ρk,ηk) δ2k(Im+Gd(jωi)Gd(jωi)
∗)

>0 (3.21)

Xk−1AD(ηk) +AD(ηk)
TXk−1 < 0 (3.22)

for i = 1, 2, . . . , Nω

3.3.1 設計アルゴリズム

本節では提案手法の設計アルゴリズムを示す。

Step 1 設計準備

制御対象の入出力データより設計者が定めるNω個の周波数点 ωi (i=1, · · · , Nω)に

対する周波数応答P (jωi)を推定する。なお，制御対象から動作条件の異なる複数組の

周波数応答を推定し，同時に評価することで，不確かさなどに対してロバストな制御

器の設計が可能である。また，所望の特性を持つ伝達関数Gd(jωi)の周波数応答を設定

する。そして，強安定化の実現および ν-gapの条件のために，安定な重み関数を与え

る初期設計パラメータ ρ0，η0を与え，繰り返し回数 kを k=1とする。

Step 2 正定対称行列Xk−1などの導出

現在得られている設計パラメータ ρk−1，ηk−1を用いてXk−1をAD(ηk−1)から導出す

る。さらに，ρk−1，ηk−1を用いて Z̃，Rを求める。
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Step 3 凸最適化計算

以下の LMI最適化問題を解き，新たな解 ρk，ηkを得る。

min
ρk,ηk

δ2k

subject to R(jωi,ρk,ηk) Y (jωi,ρk,ηk)
∗

Y (jωi,ρk,ηk) δ2k(Im+Gd(jωi)Gd(jωi)
∗)

>0 (3.23)

Xk−1AD(ηk) +AD(ηk)
TXk−1 < 0 (3.24)

for i = 1, 2, . . . , Nω

Step 4 繰り返し終了判定

(3.25)式で定義される評価値 γkの相対誤差 δgapが，終了判定（δgap < δe）を設定し

た回数だけ連続して満たすまで設計を繰り返す。

δgap =
|δk−1 − δk|

|δk−1|
× 100 [%] (3.25)

終了判定を満たさない場合はStep 2に戻り設計を繰り返す。最終的に，繰り返しが終

了した時点の設計パラメータ ρk，ηkがこの手法における設計結果となる。

3.4 SISOシステムに対するシミュレーション

この SISOシステムに対するシミュレーションを通じて重み関数の妥当性を確認し，

ν-gapを用いた重み関数の利点を示す。この際，設計する重み関数は 2次とし，先行研

究である文献 [11]の手法と所望の特性を持つ開ループ関数から算出した理想の重み関

数およびその重み関数をハンケルノルム近似[30]で低次化したものに対して比較を行う。

なお，文献 [11]の手法の結果，理想の重み関数の結果，低次元化した結果に対して添

え字 •pre，•ideal，•redをつけて表示する。
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3.4.1 シミュレーション条件

シミュレーションには 2慣性共振制御装置を例にとり，この装置を模擬した数式モ

デルである (3.26)式を用いた。

P (s)=
55.48s3 + 813.9s2 + 5.33× 104s+ 2.374× 105

s4 + 13.47s3 + 1722s2 + 6083s+ 3281
(3.26)

この設計における所望の特性を持つ伝達関数Gdを (3.27)式として与える。

Gd(s)=
3.25× 107

s2 + 5.155s+ 4.863
(3.27)

また，設計周波数点は 10−4–103 rad/sの区間で対数的に等間隔な 300点とし，取得し

た周波数応答を用いて，2次の重み関数を提案手法で設計する。この際，提案手法の重

み関数の設計には，(3.28)式に示す構造を用いる。

W1,pro(s,ρ,η) =
1

D(s,η)
ρT


1

s

s2

 (3.28)

D(s,η) = ηT

[
1 s s2

]T
(3.29)

ここで，提案手法では安定な重み関数を構築するパラメータとして (3.30)式の重み関

数を与える。

Wini(s)=
0.3922s2 + 0.6555s+ 0.1712

s2 + 5.155s+ 4.863
(3.30)

そして，先行手法において提案手法と初期条件が同じになるように (3.30)式の初期重

み関数から周波数関数Qを求める。また，先行研究および提案手法における求解アル

ゴリズムの収束判定条件は，反復に対する性能レベルの相対誤差が 3回連続して 0.1 %

を下回ることとする。

3.4.2 結果と考察

各手法により (3.31)–(3.32)式のような重み関数が設計された。

W1,pro(s)=
0.6458s2 + 9.09s+ 1040

s2 + 7.302s+ 832.9
(3.31)

W1,pre(s)=
0.648s2 + 9.204s+ 1053

s2 + 7.541s+ 829.9
(3.32)
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表 3.1: ν-gapの比較

ν-gap order Iteration

Proposed method 0.0793 2 16

Previous method 0.0793 2 71

Ideal weighting function 0 6 -

Reduced method 0.635 2 -

また，理想の重み関数はW1,ideal(s)=Gd(s)P (s)−1から (3.33)式のように導出できる。

W1,ideal(s)=
5.86×105(s+ 2.935)(s+ 0.6635)(s2 + 9.871s+ 1685)

(s+ 951.5)(s+ 794)(s+ 4.682)(s+ 0.01)(s2 + 9.99s+ 914)
(3.33)

この (3.33)式の理想の重み関数に対して低次元化を行い，(3.34)式の重み関数が得ら

れた。

W1,red(s)=
−1.376s2 + 301.8s+ 184.6

s2 + 310.5s+ 3.105
(3.34)

これらの重み関数による ν-gap等を表 3.1に示す。提案手法と先行手法の重み関数につ

いて着目する。(3.31)式，(3.32)式および表 3.1より近い特性を持つ重み関数が設計さ

れている。また，この設計において先行研究と提案手法の初期条件は揃えたが，表 3.1

より設計の反復回数の違いが見られた。先行研究では周波数関数Qと重み関数に設計

問題が依存しており，Qと重み関数の両方が収束しなければならないため繰り返し回

数が増加したと考えられる。全ての条件に対してこのことは断言できないが，今まで

著者が確認した設計においては先行研究は提案手法に比べ繰り返し設計回数が多くな

る傾向が見られた。

次に，理想の重み関数と低次元化した重み関数を比較する。なお，次数の違いから

理想の重み関数に対して直接比較を行わない。まず，提案手法，理想の重み関数と低

次元化したものの拡大制御対象のゲイン特性を図 3.1に示す。この図から，低次元化し

た重み関数の方が提案手法よりも低周波域で理想の周波数特性に近いことが確認でき

る。一方で，ゲイン交差角周波数付近では，提案手法の方が低次元化した重み関数よ

りも近づいている。このときの ν-gapは表 3.1より提案手法の方が小さくなっており，

これらの結果は ν-gapの性質によりゲイン交差角周波数付近での距離を重視して評価

されるためであるといえる。また，ν-gapは開ループ関数における周波数特性の距離だ

けでなく，閉ループ特性における対する距離の評価も示す。拡大制御対象に対する感

度関数，相補感度関数のゲイン特性は図 3.2，3.3のようになっており，提案手法の方が
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図 3.1: 各重み関数を用いた拡大制御対象のゲイン特性

図 3.2: 各重み関数を用いた際の相補感度関数のゲイン特性

特性の差が小さいことが確認される。ゆえに，ν-gapを用いることにより，閉ループ特

性に関連付けしやすいことが分かる。 また，達成可能な最小の性能レベル γminはGd
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図 3.3: 各重み関数を用いた際の感度関数のゲイン特性

を安定化する制御器Cdが既知であれば，(3.35)式より算出可能である。

γmin ≤ arcsin
1

γ(Gd,Cd)
−arcsin δν (G,Gd) (3.35)

Gdに関して性能レベルは γ(Gd,Cd)=1.48となった。この結果から，提案手法では γmin≤
1.63の性能レベルを達成可能であると考えられる。以上より，ν-gapを用いる設計によ

る利点を確認し，提案手法と先行研究の違いを示した。
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高次数化の問題を解決するために，低次の安定化制御器設計法としてなど多様なア

プローチ[12, 18, 25, 26]が行われてきた。しかし，モデルに基づく設計[25, 26]では，モデル

化誤差により性能が劣化するなど影響を受けやすい問題が存在する。このような問題

に対し，先行研究である文献[12, 18]では，周波数応答のみを直接用いて制御器の設計を

行い，モデル化誤差による影響の抑制や設計の簡易化などの有効性を確認した。しか

しながら，これらの手法において，制御器は分子多項式のみが調整可能であり，制御

器の極は設計者が事前に定めておく必要がある。ゆえに，最適な極を選択するために

設計者の試行錯誤が必要不可欠となり，設計における煩雑さを増大させることに繋が

る。特に，MIMOシステムにおいては，その調整は容易ではなく，制御器の最適な極

や構造を求めるために多くの時間を必要とした。

本章では，高次数化やモデル化誤差，制御器の分母多項式の適切さに関する問題点

を解決する手法として，周波数応答を用いた低次多変数安定化制御器設計法を提案す

る。この手法は制御対象の周波数応答を用いた最適化を行うことで直接的に低次の制

御器を設計可能にする。また，制御器の分子多項式だけでなく分母多項式についても

パラメータ表示し，準最適な極への調整を実現し，制御器の高次数化とモデル化誤差

による性能の変動を抑制する。なお，本章では重み関数W 1，W 2は設計者によりあら

かじめ与えられるものとして，その設計法は議論しない。
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4.1 制御器のパラメータ表示

提案手法では (4.1)式のように各要素の次数が α次の制御器を ρ ∈ R(α+1)n×m，η ∈
R(α+1)×1を用いてパラメータ表示する。

C∞(s,ρ,η) =


N11(s,ρ)
D(s,η)

· · · N1n(s,ρ)
D(s,η)

...
. . .

...

Nm1(s,ρ)
D(s,η)

· · · Nmn(s,ρ)
D(s,η)


=

1

D(s,η)
N (s,ρ)=

1

ηTϕD(s)
ρTϕN (s) (4.1)

ϕD(s) = [ 1 · · · sα−1 sα ]T (4.2)

ϕN(s) = [ In · · · sα−1In sαIn ]T (4.3)

ここで，D(s,η)は共通分母多項式，N (s,ρ)はm × nの分子多項式行列であり，ϕD(s)，

ϕN(s)は制御器の分母多項式D(s,η)および分子多項式行列N (s,ρ)における基底関数ベ

クトルである。また，分母多項式D(s,η)の最高次数の係数は 1とする。このように制御

器をパラメトライズすることにより，分子多項式と分母多項式をそれぞれ調整するこ

とができる。制御器の各要素の分母多項式は共通なD(s,η)となるが，D(s,η)とN (s,ρ)の

各要素が極零相殺することによって制御器が各要素ごとに最適な構造に調整される。

4.2 安定化制御器の設計問題

(2.1)式の性能レベル γを最小化する固定次数制御器C∞の設計問題を凸関数として

定式化する。線形時不変な拡大システムG(s) ∈ Rn×mと (4.1)式の構造を持つ制御器

C∞(s,ρ,η) ∈ Rm×nに対して，ロバスト安定余裕を最大化する制御器の設計問題は以下

のように表現される。

Design problem I for stabilizing controller

min
ρ,η

γ

subject to

∥H(s,ρ,η)∥∞< γ (4.4)
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ここで，

H(s,ρ,η) =

 In

C∞(s,ρ,η)

 (In +G(s)C∞(s,ρ,η))−1

[
In G(s)

]
(4.5)

である。(4.4)式のノルム制約は (4.6)式のように周波数応答を用いた評価に書き換え

ることができる。

γ2Im+n −H(jωi,ρ,η)
∗H(jωi,ρ,η)>0 (4.6)

for i = 1, 2, . . . , Nω

厳密には (4.6)式はすべての周波数点について評価しなければならないが，設計問題

を数値的に可解な問題として扱うために，十分に細かく刻まれたNω個の周波数点 ωi

（i = 1, · · · , Nω）について評価を行う。さらに，H(jωi,ρ,η)は (4.7)式のように変形でき

る。なお，紙面スペースの都合につき (4.7)式内では引数 jωiを省略する。

H(ρ,η) =

 (In +GC∞(ρ,η))−1 (In +GC∞(ρ,η))−1G

C∞(ρ,η)(In +GC∞(ρ,η))−1 C∞(ρ,η)(In +GC∞(ρ,η))−1G


=

 (In +GC∞(ρ,η))−1 G(Im +C∞(ρ,η)G)−1

C∞(ρ,η)(In +GC∞(ρ,η))−1 C∞(ρ,η)G(Im +C∞(ρ,η)G)−1


=

 In G

C∞(ρ,η) C∞(ρ,η)G


 In +GC∞(ρ,η) 0

0 Im +C∞(ρ,η)G


−1

=

 D(η)In D(η)G

N (ρ) N (ρ)G


 D(η)In +GN (ρ) 0

0 D(η)Im +N (ρ)G


−1

=Y (ρ,η)Z(ρ,η)
−1 (4.7)

ここで，Y (jωi,ρ,η)，Z(jωi,ρ,η)は ρ，ηに対して線形であることに注意されたい。
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(4.7)式の関係を利用することにより，設計問題は以下のように変換できる。

Design problem II for stabilizing controller

min
ρ,η

γ

subject to

Z(jωi,ρ,η)
∗Z(jωi,ρ,η) −

1

γ2
Y (jωi,ρ,η)

∗Y (jωi,ρ,η) > 0 (4.8)

for i = 1, 2, . . . , Nω

(4.8)式はY (jωi,ρ,η)，Z(jωi,ρ,η)に対するQMI制約となっている。一般にQMI制約を持

つ最適化問題の求解は困難であるが，この形のQMIに対して，文献 [15]で提案されて

いる反復 LMI制約のアルゴリズムを利用して求解を行う。

4.2.1 反復LMI制約による解法

3.2.1節にて述べたQMI制約を持つ設計問題を反復的に解く近似解法[15]を適用する

と，提案手法の設計問題は以下のように表現される。

Design problem III for stabilizing controller

min
ρk,ηk

γ2
k

subject toZ(jωi,ρk,ηk)
∗Z̃k(jωi)+Z̃k(jωi)

∗Z(jωi,ρk,ηk)−Z̃k(jωi)
∗Z̃k(jωi) Y (jωi,ρk,ηk)

∗

Y (jωi,ρk,ηk) γ2
kIm+n

>0 (4.9)

for i = 1, 2, . . . , Nω

ここで，下添え字 kは最適化の繰り返し回数を表し，

Z̃k(jωi) = Z(jωi,ρk−1,ηk−1) (4.10)
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であり，1回前の最適化の解 ρk−1，ηk−1を用いて与える。この最適化において，大域的

最適解に収束する保証はなく，局所的最適解あるいは鞍点に収束する可能性がある。し

かしながら，非凸な制約を含む最適化問題に対して，性能レベルの単調収束を保証し

て LMI最適化により簡易に準最適解を導出することが可能である。

4.3 制御器の安定制約

前述した設計問題を解くことにより，ロバスト安定余裕を最大化する固定次数の制

御器C∞(s)の設計が可能となる。しかし，制御器の分母多項式もパラメータ表示され

るため，制御器が不安定極を持つ可能性が生じる。耐故障性の観点から安定な制御器

の方が好ましい。そのため，本節では 3.3節にて示した伝達関数自体が不安定極を持た

ないための制約を導入し，安定性の保証を図る。この制約を組み込み，設計問題は以

下のようになる。

Design problem III with stability constraint for controller

min
ρk,ηk

γ2
k

subject toZ(jωi,ρk,ηk)
∗Z̃k(jωi)+Z̃k(jωi)

∗Z(jωi,ρk,ηk)−Z̃k(jωi)
∗Z̃k(jωi) Y (jωi,ρk,ηk)

∗

Y (jωi,ρk,ηk) γ2
kIm+n

>0 (4.11)

Xk−1AD(ηk) +AD(ηk)
TXk−1 < 0 (4.12)

for i = 1, 2, . . . , Nω

4.4 閉ループシステムに対する安定性の保証

前節で示した設計問題だけでは閉ループシステムの安定性は考慮されていない。そ

のため，Nyquist安定判別に基づく閉ループシステムの安定制約を定式化する。

MIMOシステムにおいて閉ループシステムが安定となる必要十分条件は，Nyquistの

安定判別法より，開ループシステムL(s)の不安定極の数とL(s)の固有値軌跡λq(jω) (q=

1, · · · , n)が臨界点 (−1, j0)を反時計回りに回る回数の和が等しいことである[28]。提案
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図 4.1: 相似変換によるGershgorin circleの縮小

手法では，前提として閉ループシステムを安定化する初期制御器パラメータ ρ0，η0が

与えらているものとする。制御器パラメータを ρ0，η0から更新する際に，固有値軌跡

λq(jω,ρk,ηk) (q=1, · · · , n)が臨界点を反時計回りに回る回数を変えないように更新すれば，
Nyquistの安定判別法により閉ループシステムの安定性は維持される。MIMOシステム

であるL(s)の周波数応答からその不安定極の数を推定することは難しいが，上述の考え

に基づいてρk，ηkを更新すれば不安定極の数を推定することなく閉ループシステムの安

定性を保証することができる。しかし，開ループシステムはL(s,ρk,ηk)=G(s)C∞(s,ρk,ηk)

の固有値軌跡 λq(jω,ρk,ηk)は設計パラメータ ρk，ηkに対して凸関数で表現できず，最適

化が困難である。これに対し，固有値の存在範囲を記述するGershgorinの定理を用い

た安定性評価が提案されている[13, 16]。

Gershgorinの定理によると周波数ωiにおけるL(jωi,ρk,ηk)の q番目の固有値λq(jωi,ρk,ηk)

は図4.1のようにL(jωi,ρk,ηk)の q番目の対角要素Lqq(jωi,ρk,ηk)を中心とし，半径rq(ωi,ρk,ηk)

の円盤 (Gershgorin circle)の内部に存在することが知られている[29]。ここで，rq(ωi,ρk,ηk)

は (4.13)式で定義される。

rq(ωi,ρk,ηk) =
n∑

p=1,p̸=q

|Lqp(jωi,ρk,ηk)| (4.13)

固有値の存在範囲を表す円盤が作る領域をGershgorin bandsと呼び，固有値の数だけ

存在するすべてのGershgorin bandsを用いて間接的に固有値の評価が可能となる。し

かし，固有値の存在範囲であるバンドの大きさは (4.13)式の定義上L(jωi,ρk,ηk)の非対

39



三重大学大学院  工学研究科  
 

 

第 4章 周波数応答を用いた低次多変数安定化制御器の設計

角要素のゲインに依存する。そのため，扱う制御対象によっては制御器設計時の安定

性の評価が保守的となる。保守性の改善として，文献 [16]において相似変換による固

有値軌跡の存在範囲の縮小が提案されている。相似変換によってL(jωi,ρk,ηk)の固有値

を変化させずに非対角要素を縮小した行列LS(jωi,ρk,ηk)に変換でき，図 4.1のように固

有値の存在範囲である円盤を縮小できる。LS(jωi,ρk,ηk)は (4.14)式で表現できる。

LS(jωi,ρk,ηk)=V (jωi)
−1L(jωi,ρk,ηk)V (jωi) (4.14)

相似変換行列V (jωi)は理想的にはL(jωi,ρk,ηk)を対角化することが望ましいが，V (jωi)は

設計すべきL(jωi,ρk,ηk)に依存するため，文献 [16]と同様にL(jωi,ρk−1,ηk−1)を対角化する

V (jωi)を用いる。これにより，k回目の設計におけるGershgorin bandsは，LS(jωi,ρk,ηk)

の対角要素 LSqq(jωi,ρk,ηk)を中心した半径 rSq(ωi,ρk,ηk)の円盤群となり，rSq(ωi,ρk,ηk)は設

計パラメータ ρk，ηkに対して (4.15)式で定義される。

rSq(ωi,ρk,ηk) =
n∑

p=1,p̸=q

|LSqp(jωi,ρk,ηk)| (4.15)

相似変換の前後で固有値は不変であるので，LS(jωi,ρk,ηk)のGershgorin bandsを用いて

L(jωi,ρk,ηk)の固有値を評価することができる。

次に，閉ループシステムが安定となる条件を考える。 閉ループシステムを安定化す

る初期設計パラメータ ρ0，η0が与えられており，1回前の最適化によって得られた固

有値 λq(jωi,ρk−1,ηk−1) (q=1, · · · , n)と，現在の固有値 λq(jωi,ρk,ηk) (q=1, · · · , n)の臨界点
に対する回転数が維持されるように更新されれば，繰り返し設計を経ても閉ループシ

ステムの安定性が保証できる。ゆえに，すべての周波数点において更新前における固

有値と臨界点との距離よりも更新前後における固有値の変化が小さくなるように (4.16)

式の制約を付加すれば，更新の前後で臨界点を回る回数が変化せず，安定性が維持さ

れる。

|1 + λq(jωi,ρk−1,ηk−1)| > |λq(jωi,ρk,ηk) − λq(jωi,ρk−1,ηk−1)| (4.16)

for i = 1, · · · , Nω and q = 1, · · · , n

また，Gershgorinの定理から λq(jωi,ρk,ηk)は中心LSqq(jωi,ρk,ηk)，半径 rSq(ωi,ρk,ηk)の円盤

内部に存在することから，(4.17)式を満たす複素関数∆(jωi) (|∆(jωi)| ≤ 1)が存在する。

λq(jωi,ρk,ηk) = LSqq(jωi,ρk,ηk) + rSq(ωi,ρk,ηk)∆(jωi) (4.17)
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(4.16)式右辺に関して (4.17)式と三角不等式から以下の関係が成り立つ。

|λq(jωi,ρk,ηk) − λq(jωi,ρk−1,ηk−1)|

= |LSqq(jωi,ρk,ηk) + rSq(ωi,ρk,ηk)∆(jωi) − λq(jωi,ρk−1,ηk−1)|

≤ |LSqq(jωi,ρk,ηk) − λq(jωi,ρk−1,ηk−1)|+ rSq(ωi,ρk,ηk)|∆(jωi)|

≤ |LSqq(jωi,ρk,ηk) − λq(jωi,ρk−1,ηk−1)|+ rSq(ωi,ρk,ηk) (4.18)

よって，(4.16)式の十分条件として (4.19)式が得られる。

|1 + λq(jωi,ρk−1,ηk−1)| − rSq(ω,ρk,ηk) − |LSqq(jωi,ρk,ηk) − λq(jωi,ρk−1,ηk−1)| > 0 (4.19)

for i = 1, · · · , Nω and q = 1, · · · , n

(4.18)式において三角不等式を導入し，|∆(jωi)|を消去したことによって生じた保守性
は，解収束と相似変換によって rSq(jωi,ρk,ηk)が 0へと近づくことで改善される。さらに，

制御器の構造 (4.1)式と |D(jωi,ηk)|>0より (4.19)式は (4.20)式に変換できる。

|D(jωi,ηk)| |1 + λq(jωi,ρk−1,ηk−1)| − r̂Sq(ωi,ρk)

−
∣∣∣L̂Sqq(jωi,ρk)−λq(jωi,ρk−1,ηk−1)D(jωi,ηk)

∣∣∣>0 (4.20)

for i = 1, · · · , Nω and q = 1, · · · , n

ただし，L̂Sqq(jωi,ρk)は (4.21)式に示される L̂S(jωi,ρk)のq番目の対角要素であり，̂rSq(ωi,ρk)

は (4.22)式である。

L̂S(jωi,ρk) = G(jωi)N (jωi,ρk) (4.21)

r̂Sq(ωi,ρk) =
n∑

p=1,q ̸=p

∣∣∣L̂Sqp(jωi,ρk)

∣∣∣ (4.22)

(4.20)式の安定制約は，設計パラメータ ρk，ηkに対して凸関数と凸関数の差として表

現される非凸な制約となるため，凸最適化により求解することが困難である。そこで，

文献 [17]で述べられている近似法に基づき (4.20)式の第一項を ρk−1，ηk−1において線

形化し，元の関数の上界を表現する関数に近似することにより (4.20)式の十分条件と

して (4.23)式が導出できる。

Re(D(jωi,ηk−1)D(jωi,ηk)
∗)

|D(jωi,ηk−1)|
|1 + λq(jωi,ρk−1,ηk−1)| − r̂Sq(ωi,ρk)

−
∣∣∣L̂Sqq(jωi,ρk)−λq(jωi,ρk−1,ηk−1)D(jωi,ηk)

∣∣∣>0 (4.23)

for i = 1, · · · , Nω and q = 1, · · · , n
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なお，解の収束によりD(jωi,ηk)=D(jωi,ηk−1)となることで近似前の制約と近似後の制約

は一致する。この安定制約を付加することにより，最終的な設計問題は以下のように

なる。

Design problem III with stability constraints for controller and closed-loop system

min
ρk,ηk

γ2
k

subject toZ(jωi,ρk,ηk)
∗Z̃k(jωi)+Z̃k(jωi)

∗Z(jωi,ρk,ηk)−Z̃k(jωi)
∗Z̃k(jωi) Y (jωi,ρk,ηk)

∗

Y (jωi,ρk,ηk) γ2
kIm+n

>0 (4.24)

Xk−1AD(ηk) +AD(ηk)
TXk−1 < 0 (4.25)

Re(D(jωi,ηk−1)D(jωi,ηk)
∗)

|D(jωi,ηk−1)|
|1 + λq(jωi,ρk−1,ηk−1)| − r̂Sq(ωi,ρk)

−
∣∣∣L̂Sqq(jωi,ρk)−λq(jωi,ρk−1,ηk−1)D(jωi,ηk)

∣∣∣>0 (4.26)

for i = 1, · · · , Nω and q = 1, · · · , n

4.4.1 設計アルゴリズム

本節では提案手法の設計アルゴリズムを示す。

Step 1 設計準備

制御対象の入出力データより設計者が定めるNω個の周波数点ωi (i=1, · · · , Nω)に対

し周波数応答P (jωi)を推定し，拡大システムの周波数応答G(jωi)=W 2(jωi)P (jωi)W 1(jωi)

を導出する。なお，このとき初期制御器が達成する γの値を考慮する必要はない。ま

た，制御対象から動作条件の異なる複数組の周波数応答を推定し，同時に評価するこ

とで，不確かさなどに対してロバストな制御器の設計が可能である。そして，強安定

化を実現するために，閉ループシステムを安定化する安定な制御器を与える初期設計

パラメータ ρ0，η0を与え，繰り返し回数 kを k=1とする。

Step 2 変換行列V (jωi)などの導出

現在得られている設計パラメータρk−1，ηk−1からなる開ループシステムL(jωi,ρk−1,ηk−1)

に対して相似変換を考え，L(jωi,ρk−1,ηk−1)を対角化する変換行列V (jωi)を求める。また，
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L(jωi,ρk−1,ηk−1)から λq(jω,ρk−1,ηk−1)を計算し，AD(ηk−1)からXk−1を導出する。さらに，

ρk−1，ηk−1を用いて Z̃kを求める。

Step 3 凸最適化計算

以下の LMI最適化問題を解き，新たな解 ρk，ηkを得る。

min
ρk,ηk

γ2
k

subject toZ(jωi,ρk,ηk)
∗Z̃k(jωi)+Z̃k(jωi)

∗Z(jωi,ρk,ηk)−Z̃k(jωi)
∗Z̃k(jωi) Y (jωi,ρk,ηk)

∗

Y (jωi,ρk,ηk) γ2
kIm+n

>0 (4.27)

Xk−1AD(ηk) +AD(ηk)
TXk−1 < 0 (4.28)

Re(D(jωi,ηk−1)D(jωi,ηk)
∗)

|D(jωi,ηk−1)|
|1 + λq(jωi,ρk−1,ηk−1)| − r̂Sq(ωi,ρk)

−
∣∣∣L̂Sqq(jωi,ρk)−λq(jωi,ρk−1,ηk−1)D(jωi,ηk)

∣∣∣>0 (4.29)

for i = 1, · · · , Nω and q = 1, · · · , n

Step 4 繰り返し終了判定

(4.30)式で定義される性能レベル γkの相対誤差 δ(γk)が，終了判定（δ(γk) < δe）を

設定した回数だけ連続して満たすまで設計を繰り返す。

δ(γk) =
|γk−1 − γk|

|γk−1|
× 100 [%] (4.30)

終了判定を満たさない場合は step 2に戻り設計を繰り返す。最終的に，繰り返しが終

了した時点の設計パラメータ ρk，ηkがこの手法における設計結果となる。

4.5 シミュレーション検証

この SISOシステムに対するシミュレーションを通じて制御器の調整による結果の違

いとその極の妥当性を確認する。この際，制御器の極を固定し分子多項式のみを調整

する文献[12]の手法，制御器の極も調整する文献[26]のモデルベースの手法，最適な高次

の制御器を設計するモデルベースの手法である文献[21]と比較する。なお，文献[21]，[26]

，[12]をそれぞれ最適手法，従来手法，先行手法とする。
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図 4.2: 制御対象のゲイン特性

4.5.1 シミュレーション条件

シミュレーションは，文献[26]で用いられている (4.31)式の安定限界な 2慣性システ

ムを例にとった。

P (s)=
10(s2 + 1)

s2(s2 + 2)
(4.31)

このシステムのゲイン特性を図 4.2に示す。図 4.2から確認できるように，このシステ

ムは 1[rad/s]と 1.41[rad/s]に共振周波数点を有する。設計周波数点は，10−2–102 rad/s

の区間で対数的に等間隔な 500点とした。そして，取得した周波数応答を用いて，低

次の制御器として 1次の制御器と最適な制御器と同じ次数となる 4次の制御器の 2種

の制御器をそれぞれ以下の条件で設計する。

1次の制御器は，先行手法および提案手法それぞれ (4.32)，(4.33)式に示すPD制御
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器を設計する。

Cpre(s,ρ) = ρT

 1

s
s+10

 (4.32)

C1,pro(s,ρ,η) =
1

D(s,η)
ρT

 1

s

 (4.33)

D(s,η) = ηT

[
1 s

]T
(4.34)

ここで，先行手法および提案手法では，閉ループシステムを安定化する (4.35)式の制

御器を与える。

C0(s)=
s+ 9

s+ 10
(4.35)

また，4次の制御器は，提案手法にて (4.36)式に示す PD制御器を設計する。

C4,pro(s,ρ,η) =
1

D(s,η)
ρT

[
1 s s2 s3 s4

]T
(4.36)

D(s,η) = ηT

[
1 s s2 s3 s4

]T
(4.37)

ここで，閉ループシステムを安定化する (4.38)式の制御器を与える。

C0(s)=
0.009271s4 + 0.07683s3 + 0.2107s2 + 0.2585s+ 0.1232

s4 + 5.648s3 + 15.73s2 + 23.41s+ 13.29
(4.38)

そして，先行手法および提案手法における求解アルゴリズムの収束判定条件は，反復

に対する性能レベルの相対誤差が 3回連続して 0.01 %を下回ることとする。

4.5.2 結果と考察

各手法により設計された制御器は，(4.39)–(4.43)式のようになった。

C1,pro(s)=
2.584s+ 1.688

s+ 5.565
(4.39)

Cpre(s)=
3.783s+ 2.792

s+ 10
(4.40)

Ccon(s)=
2.565s+ 1.673

s+ 5.516
(4.41)

C4,pro(s)=
2.365s4 + 5.527s3 + 6.553s2 + 7.218s+ 3.878

s4 + 8.653s3 + 9.59s2 + 9.326s+ 9.168
(4.42)

Copt(s)=
4.26× 106s3+5.007×106s2+5.697×106s+6.113×106

s4+1.815×106s3+1.359×107s2+1.713×106s+1.435×107
(4.43)
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表 4.1: 性能レベルの比較

γ order

Proposed method 3.445 1

Previous method 3.910 1

Conventional method 3.445 1

Proposed method 2.567 4

Optimal method 2.552 4

提案手法を用いて設計を行った結果，1次の制御器に対する (4.6)式の性能レベル γの

値は 3.445となった。表 4.1にそれぞれの手法の制御器に対し，取得周波数において評

価した γの値を示す。なお，制御器の次数は 1次と 4次があり，1次と 4次制御器の間

には自由度の差があるため，性能レベルを直接的に比較しない。まず，1次の制御器の

結果について着目する。提案手法の結果を先行手法による性能レベル γ = 3.910と比較

すると，提案手法の方が先行手法より一層性能レベルが抑制され，より大きなロバス

ト安定余裕を確保された。この結果から，提案手法では分子多項式だけでなく制御器

の極の調整もできるため，設計の自由度が増して一層性能レベルを抑制する制御器の

設計が実現されている。また，極の調整が行われるモデルベースのアプローチである

従来手法では性能レベル γ = 3.445となり，提案手法は従来手法と同等の性能を達成し

ている。この結果から，提案手法により達成される性能レベルが十分に抑制されるこ

とが確認できる。

次に，各手法における制御器の極を比較する。固定されている先行手法の制御器の

極 : −10に対して，提案手法では極が−5.565，従来手法では極が−5.516へと調整され

ている。この極の位置から，提案手法における極の調整により極が−10から大きく変

化しており，これに伴い性能レベルが向上していることが確認できる。また，提案手

法と従来手法では近い位置に極が調整されており，提案手法により調整された極は妥

当であると考えられる。

次に，提案手法と先行手法，従来手法および最適手法により設計を行った制御器の

ボード線図を図 4.3,4.4に示す。ここで，最適制御器は制御対象の共振を打ち消すよう

なゲイン特性を実現している。提案手法と先行手法のボード線図を比較すると，提案

手法の方が先行手法と比べ，最適制御器のゲイン特性と位相特性に近い特性を達成し

ている。また，提案手法と従来手法を比較すると，これらの手法による制御器のゲイ

ン特性と位相特性は一致し，それぞれの制御器の分子多項式の値も近い値となってい
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図 4.3: 各手法の制御器のゲイン特性

図 4.4: 各手法の制御器の位相特性

る。このことから，モデルベースの制御器設計法と同等の性能を持つ制御器を設計で

きたことが確認できる。

最後に，4次の制御器に対する (4.6)式の性能レベル γの値を表 4.1に合わせて示す。
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表 4.2: 4次の制御器の極

Proposed method −1.132 −7.521 −0.0002± j1.038

Optimal method −1.814× 106 −7.502 0.0074± j1.026

図 4.5: 4次の制御器のゲイン特性

提案手法では，性能レベルが 2.567となり，1次の制御器の設計結果よりも良いことが

確認できる。しかしながら，最適な制御器の性能レベル 2.552を達成できていない。こ

れは，制御器の極の違いから生じていると考えられる。この際の制御器の極を表 4.2に

まとめる。この表より，最適な制御器が不安定な極を有している反面，提案手法では

すべてが安定な極を持っていることが確認できる。このように，提案手法では制御器

自体に対する安定制約により，性能レベルがやや悪化するものの，強安定化を簡易に

実現された。この時の制御器のボード線図である図 4.5,4.6を確認すると，提案手法と

最適な制御器で分母・分子多項式が異なるが，両制御器ともに制御対象の共振の影響

を打ち消すようなゲイン特性を実現している。

以上より， 提案手法では周波数応答を直接用いてロバスト安定余裕を達成する良好

な強安定化制御器C∞(s)が容易に設計されることが確認できる。
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図 4.6: 4次の制御器の位相特性
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図 4.7: 張力速度制御装置の概要図

4.6 実機検証

本節では，2種の実機実験を通して提案手法の有効性を検証する。1つ目の実験では

複数の初期パラメータを与え，その初期パラメータにより設計される制御器への影響

と閉ループシステムの安定性について確認する。さらに，モデルベースの安定化制御

器設計法[21]，およびその設計法で得た制御器をハンケルノルム近似[30]で低次化した制

御器，周波数応答のみを用いた分子多項式のみを調整する固定構造安定化制御器設計

法[18]を用いて提案手法との比較を行い，達成される評価値，設計された制御器の妥当

性を確認する。また，2つ目の実験では制御対象から取得した複数組の周波数応答デー

タから制御器の設計を行い，モデルの変動などの不確かさをモデル化しなくてもロバ

ストな制御器が簡単に設計できることを示す。

4.6.1 制御対象

この 2種の実験では安定な対象である張力・速度制御装置を制御対象として使用す

る。張力・速度制御装置の模式図を図 4.7に示す。この制御対象は，入力にモータ 1，

2への入力トルク τ1，τ2，出力にプーリ速度 v[rad/s]とアーム角 θ[deg]を持つ 2入力 2

出力システムであり，弾性ベルトにより 2つのモータとプーリが連結されている。こ

の 2つのモータによりベルトの速度と張力を制御する。この制御対象に対して，振幅

0.8で周波数が 10−3–103 [rad/s]で変化する正弦波掃引信号を入力し，周波数応答を推

定する。
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図 4.8: 実際の制御対象と同定モデルの周波数応答

4.6.2 実験条件1

設計周波数点は，10−3–103 [rad/s]の区間で対数的に等間隔な 500点とする。 推定

した制御対象の周波数応答を図 4.8に示す。102 [rad/s]より高い周波数帯域において，

雑音の影響から周波数応答に乱れが生じている。ここでは，雑音の影響を含めた図 4.8

の周波数応答を用いて制御器の設計を行っているが，周波数応答の乱れが大きい場合

には前処理として入出力データを適切なカットオフ周波数を持つローパスフィルタに

通し，フィルタリングされた入出力データを用いて周波数応答を推定することで雑音

の影響を低減することができる。また，今回比較に用いる手法である文献 [21]の手法，

ハンケルノルム近似を用いる手法のために，周波数応答から制御対象の数式モデルを

同定した。同定した数式モデルの周波数応答も図 4.8に併せて示す。この数式モデル

は，共振周波数付近において実機の周波数応答の特性を十分に再現するように構築し

た。また，設計で用いる重み関数は (4.44)，(4.45)式とした。

W 1(s) =

 −0.2684s+4.438
1000s

−0.2731s+303.6
1000s

3.164s+258.6
1000s

3.036s+299.8
1000s

 (4.44)

W 2(s) = I2 (4.45)
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表 4.3: 実験 1における初期パラメータ

Initial parameter γ0

ρ
[1]
0 =

 20 0 1 0

0 20 0 1


T

4.509

η
[1]
0 =

[
20 1

]T

ρ
[2]
0 =

 3.91 2.85 2.66 −2.60

4.71 5.41 1.13 0.624


T

19.64

η
[2]
0 =

[
7.36 1

]T

ρ
[3]
0 =

 6.40 4.09 4.41 −5.70

1.41 4.47 −2.06 2.53


T

34.96

η
[3]
0 =

[
1.86 1

]T

提案手法の制御器構造は (4.46)式に示すように各要素の次数が 1次である制御器構造

とした。

Cpro(s,ρ,η) =
1

D(s,η)
ρT

 I2

sI2


D(s,η) = ηT

 1

s

 (4.46)

繰返し終了判定は，制御器設計後に (4.30)式で定義される相対誤差 δ(γk)が 3回連続

して δe = 0.1%を下回ることとする。そして，初期解 ρ0，η0は閉ループシステムを

安定化する安定な初期制御器とし，表 4.3に示す 3つの初期値 {ρ[1]
0 ,η

[1]
0 }，{ρ[2]

0 ,η
[2]
0 }，

{ρ[3]
0 ,η

[3]
0 }を与えた。なお，初期制御器を用いた際の評価値 γ0については特別な考慮

はしていない。文献 [18]では提案手法と同じ周波数応答を用いて設計を行い，制御器
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構造は (4.47)式とする。

Cfix(s,ρ) = ρT

 I2

s
s+20

I2

 (4.47)

なお，文献 [18]の初期パラメータとして，同じ分母多項式を持つ提案手法の ρ
[1]
0 を与

えた。

4.6.3 実験結果1

提案手法を用いて調整されたパラメータと達成された評価値を表 4.4に示す。3つの

異なる初期値から設計を開始しても達成される評価値は等しくなっており，設計され

る制御器もほぼ一致した。また，この設計過程における評価値 γの遷移は図 4.9のよう

に初期値によって収束までの回数に違いはあるが，最終的に同値の評価値まで単調収

束していることが確認できる。この結果から制御器構造が簡単な場合には，初期パラ

メータに対する達成される評価値の依存が確認されなかった。以上より，(4.18)式にお

ける近似や三角不等式は最終的に達成できる性能には大きく影響を与えていないと考

えられる。また，初期パラメータ {ρ[1]
0 ,η

[1]
0 }の設計結果に着目した時，初期制御器お

よび調整後の制御器による固有値軌跡は図 4.10のようになっており，どちらの固有値

軌跡も臨界点 (−1, j0)に対する回転数は等しく，初期制御器で実現している閉ループ

システムの安定性を維持することができている。さらに，設計される制御器が不安定

極を持たない制約を課しているため，強安定化を実現する制御器を容易に設計できて

いる。

次に，モデルベースの安定化制御器設計法，およびその設計法で得た制御器をハン

ケルノルム近似で低次化した制御器，周波数応答のみを用いた固定構造安定化制御器

設計法を用いて，提案手法との比較を行う。なお，提案手法で扱う設計結果は初期値

{ρ[1]
0 ,η

[1]
0 }に対する結果を扱う。また，提案手法と分子多項式のみを調整する固定構造

安定化制御器設計法では制御器の各要素の分子多項式をそれぞれ調整した結果，制御

器の次数が 2次となった。各設計手法による制御器に対して，取得している周波数応答

を用いて (4.6)式から算出した評価値 γと制御器の次数を表 4.5に示す。まず，提案手

法と固定構造安定化制御器設計法の比較を行う。表 4.5より，提案手法の方が評価値を

より低減できており，より良好なロバスト安定余裕が確保されている。この結果，制

御器の極を調整できるようになり，設計の自由度が増して一層評価値を下げる制御器

53



三重大学大学院  工学研究科  
 

 

第 4章 周波数応答を用いた低次多変数安定化制御器の設計

表 4.4: 実験 1における調整後のパラメータ

Tuned parameter γd

ρ
[1]
d =

 11.8 1.19 1.35 0.150

−2.71 12.1 −0.156 0.0278


T

2.303

η
[1]
d =

[
23.2 1

]T

ρ
[2]
d =

 11.8 1.92 1.36 0.139

−2.50 11.1 −0.139 −0.225


T

2.302

η
[2]
d =

[
23.2 1

]T

ρ
[3]
d =

 11.8 2.16 1.36 0.137

−2.40 11.1 −0.138 −0.267


T

2.302

η
[3]
d =

[
23.2 1

]T

の特性が実現されたと考えられる。実際に，提案手法は初期制御器の極−20 rad/sか

ら−23.2 rad/sへ極の調整が行われていることが確認できる。次に，提案手法とモデル

ベースの安定化制御器設計法，およびその設計法で得た制御器をハンケルノルム近似

で低次化した制御器の比較を行う。ここで，モデルベースの安定化制御器設計法では，

数式モデルを用いた際の評価値は γmodel = 2.240となったが，モデル化誤差などの影響

より性能が変化し，取得した周波数応答から算出した評価値は γ = 2.417となり，評価

値の劣化が確認される。なお，この制御器の次数は 18次であり，他の手法の制御器の

次数と大きく差があるため，モデルベースの安定化制御器設計法とは直接的な比較は

行わず，ハンケルノルム近似を用いて次数を揃えた制御器との比較を行う。表 4.5から

低次元化法で導出された制御器による評価値は元の制御器の評価値から大きく劣化し

ていることが確認できる。また，低次元化による評価値は提案手法の評価値よりも大

きく，H∞ループ整形法の安定化制御器の観点からは望ましくない。以上より，提案手

法は周波数応答から直接的に低次の制御器を設計できることから，モデル化誤差の影

響が抑制可能であり，制御器の分子多項式だけでなく分母多項式も適切に調整される
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図 4.9: 性能レベル γの軌跡

図 4.10: 開ループ関数L(s)の固有値軌跡

ことが確認できた。
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表 4.5: 性能レベルの比較

Performance level γ Controller order

Proposed method 2.302 2

Fixed-controller design method 2.323 2

Model-based full order controller 2.417 18

Model-based reduced-order method 3.314 2

図 4.11: 変動時の制御対象の周波数応答

4.6.4 実験条件2

実機のアーム部に重さの異なる 2種の金属板の重りを載せ，動作環境に変動を与え

る。金属板なし，金属板 1，金属板 2の各状態の制御対象に対して 3つの周波数応答を

推定する。設計周波数点は 10−3–103 [rad/s]の区間で対数的に等間隔な 500点とし，各

状態の制御対象から取得した周波数応答は図 4.11のようになった。図 4.11より，アー

ム部に重りを載せることで角度 θへの伝達関数の共振点周波数が変化していることが

読み取れ，制御対象の変動が確認できる。設計で用いる重み関数，制御器構造，繰り

返し終了判定の条件は実験 1と同じものを用いた。初期解 ρ0，η0は，閉ループシステ
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表 4.6: 実験 2における初期と調整後のパラメータ

Initial parameter γ0

ρ0=

 3.78 0 1 0

0 3.78 0 1


T

4.747

η0=

[
3.78 1

]T
Designed parameter γ0

ρd=

 11.381 0.406 1.364 0.119

−2.560 13.407 −0.098 −0.001


T

4.747

ηd=

[
22.63 1

]T

ムを安定化する安定な初期制御器とし，表 4.6に示すものを与えた。なお，初期制御器

を用いた際の評価値 γ0については特別な考慮はしていない。

4.6.5 実験結果2

10回の繰り返し設計の後，評価値は γ = 2.312に収束し，安定な制御器が設計され

た。初期制御器に対する評価値は γ0 = 4.747であったことから，複数の周波数応答を

同時に考慮する場合においても評価値が低減されていることが確認できる。実際に，取

得周波数における評価式の最大特異値と γは図 4.12のようになっており，γがすべて

の周波数応答に対して計算した最大特異値の上界となっており，変動に対しても評価

値が γ以下となることを保証している。次に，設計された開ループシステムの固有値

軌跡は図 4.13に示すものとなり，すべての固有値軌跡は臨界点を回っていない。この

実験で用いたシステムは安定であり，拡大システムが不安定極を持たないことから，閉

ループシステムの安定条件を満たしていることが確認される。以上のように，複数の

入出力データから推定される周波数応答を用いることで，取得したデータにおける変

動を考慮した設計ができることを確認した。この際，制御対象の変動をモデルとして

表す必要はなく，複数の周波数応答に対して記述した設計問題を解くだけであり，簡

易にロバストな制御器を設計することが可能である。
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図 4.12: H(jω)の特異値軌跡

図 4.13: 変動有／無における開ループ関数L(s)の固有値軌跡
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H∞ループ整形法の実機適用

この章では，提案した重み関数設計法と安定化制御器設計法により構成される周波

数応答のみを用いたH∞ループ整形法の結果を確認する。この際，設計された制御器

を実機に実装し，その特性を確認する。また，数式モデルから算出した重み関数，お

よびハンケルノルム近似[30]で低次化した重み関数を用いて比較を行い，提案手法の有

効性を示す。ここで，数式モデルから算出した重み関数，ハンケルノルム近似[30]で低

次化したものに対しては添え字 •cal，•redを付けて表示する。なお，安定化制御器の実
機検証については第 4章において詳しく述べたため，この章では重み関数と時間応答

について着目する。

5.1 制御対象と設計周波数点

この設計では，4.6.1節で述べた 2入力 2出力システムである張力速度制御装置を制御

対象とし，周波数点は実機の振幅 0.8で周波数が 10−3–103 [rad/s]で変化する正弦波掃

引信号から推定する。設計周波数点は 10−3–103 [rad/s]の区間で対数的に等間隔な 500

点とする。また，重み関数を算出するための制御対象の数式モデルは同定した (5.1)式

を使用する。なお，この同定モデルは図 5.1のように，共振周波数付近において実機の

周波数応答の特性を十分に再現するように構築した。

P (s) =

 P11(s) P12(s)

P21(s) P22(s)

 (5.1)

P11(s)=
4.3× 1013

(s+ 2.8×106)(s+2.8)(s2+26s+1.3×104)

P12(s)=
8.0× 1012

(s+5.5×105)(s+2.7)(s2+21s+1.2×104)

P21(s)=
−1.3× 108

(s2 + 43s+ 4214)(s2 + 15s+ 4158)

P22(s)=
6.5× 107

(s2 + 18s+ 3348)(s2 + 14s+ 4811)
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図 5.1: 実際の制御対象と同定モデルの特異値特性

5.2 重み関数の設計

5.2.1 設計条件

まず，H∞ループ整形法の 1つ目の工程において (5.2)式の所望の特性を持つ開ルー

プ関数Gdとなるように制御対象を整形する重み関数を設計する。

Gd(s)=

 Gd,1(s) 0

0 Gd,2(s)

 (5.2)

Gd,1(s)=
1.4×1010(s+4.7×106)(s+88)

(s+2.8×106)(s+5.5×105)(s+2.7)(s+0.05)
·

· s2+27s+1.3×104

(s2+21s+1.2×104)(s2+26s+1.3×104)

Gd,2(s)=
5.5×105(s+107.3)(s2+23s+3584)

(s+0.05)(s2+18s+3348)(s2+43s+4214)
·

· s2+17.45s+4600

(s2+15s+4158)(s2+14s+4811)

ここで，Gdは性能レベル γ(Gd,Cd) = 2.236を達成した。提案手法では重み関数の構造

を (5.3)式とし，初期パラメータとして (5.4)式を与える。また，求解アルゴリズムの収
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束判定条件は，反復に対する δの相対誤差が 3回連続して 0.1 %を下回ることとする。

W1,pro(s,ρ,η)=
1

D(s,η)
ρT

sI
I

 , D(s,η) = ηT

 s

1

 (5.3)

ρT
0 = 0.001 ·

 1 0 1.66 0

0 1 0 1.66

 , ηT
0 =

[
1 1.66

]
(5.4)

5.2.2 重み関数の設計結果

提案手法により設計された重み関数は (5.5)式のような 2次の関数となり，数式モデ

ルから算出した重み関数はWm=P−1Gdから 19次の関数として算出された。

Wpro(s)=

 −0.000462s+0.1041
s+0.0787

−0.003123s−0.2964
s+0.0787

0.001099s+0.1528
s+0.0787

0.003255s+0.3251
s+0.0787

 (5.5)

また，提案手法と算出された重み関数の間に次数に大きな差があるため，低次元によ

り (5.6)式の 2次の重み関数を算出する。

Wred(s)=

 0.0008635s2+0.08937s+0.004466
s2+0.1s+0.0025

−0.001341s2−0.3009s−0.01504
s2+0.1s+0.0025

0.0007063s2+0.1636s+0.00818
s2+0.1s+0.0025

0.005555s2+0.3052s+0.01524
s2+0.1s+0.0025

 (5.6)

これらのゲイン特性は図 5.2に示すようになり，どの手法も同様に整形されていること

が確認できる。また，低次元化をしたことによるゲインの変化が小さいことも確認で

きる。以上の結果から各重み関数の妥当性が確認できたため，以降のH∞ループ整形

法の工程においてそれぞれの重み関数を使用する。

5.3 安定化制御器の設計

5.3.1 設計条件

次に，H∞ループ整形法の 2つ目の工程において前章の重み関数を用いる。ここで，

提案手法を用いてそれぞれの重み関数に対して安定化制御器を設計する。設計する安定

化制御器の構造を (5.7)式とする。また，提案手法の重み関数に対しては初期パラメー
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図 5.2: 拡大制御対象の特異値特性

タとして (5.8)式を与える。そして，求解アルゴリズムの収束判定条件は，反復に対す

る性能レベルの相対誤差が 3回連続して 0.1 %を下回ることとする。

C∞(s,ρ,η)=
1

D(s,η)
ρT

sI
I

 , D(s,η) = ηT

 s

1

 (5.7)

ρT
0 =

 0.244 0.0316 0.482 −0.133

−0.344 0.328 −0.420 0.170

 , ηT
0 =

[
1 3.75

]
(5.8)
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表 5.1: 性能レベル

order γ

Proposed method 2 2.372

Calculated weighting func. 2 2.281

Reduced weighting func. 2 2.335

5.3.2 設計結果

設計された安定化制御器を (5.9)–(5.11)式に示す。

C∞,pro(s)=

 1.663s+14.53
s+29.51

0.05632s−0.9084
s+29.51

0.02116s−1.378
s+29.51

0.3838s+14.88
s+29.51

 (5.9)

C∞,cal(s)=

 1.343s+9.863
s+20.36

0.04495s+1.417
s+20.36

0.03986s−2.188
s+20.36

−0.06825s+11.34
s+20.36

 (5.10)

C∞,red(s)=

 1.535s+11.83
s+24.34

−0.1828s+3.733
s+24.34

−0.09848s−0.6099
s+24.34

0.4437s+18.16
s+24.34

 (5.11)

それぞれの安定化制御器は第 4章に述べたように位相特性を調整しており，性能レ

ベルはそれぞれ表 5.1になった。この表から，それぞれの性能レベルが１つ指標である

4よりも十分小さいことが確認でき，良好な安定化制御器が設計されたといえる。

5.3.3 時間応答

実装する制御器はC=W1C∞から計算され，提案手法と低次元化を用いたものは 4

次，計算した重み関数を用いたものは 21次となった。この制御器を実装し，時間応答

を取得する。ここで，入力信号として 1チャンネル目には 1[s]から振幅 50[rad/s]のス

テップ応答を与え，2チャンネル目には 10[s]から振幅 1[deg]のステップ応答を与える。

この際の応答は図 5.3，5.4に示すようになった。この図より，提案手法および算出し

た重み関数を用いた際の応答波形が近い特性を実現している。しかし，低次元化した

重み関数を用いた際の速度応答は振動的な応答をしていることが確認できる。これは，

低次元化した際に重み関数の位相特性が変化したため，大きく極配置が変化したため

であると考えられる。一方で，提案手法と低次元かしたものの応答において定常誤差
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図 5.3: 速度の時間応答

図 5.4: 角度の時間応答

が残っており，角度特性が速度や干渉に関する特性に比べて評価されていない。これ

は，ν−gapおよび性能レベルの評価において最大特異値が評価されており，角度特性

にあたる図 5.2の最小特異値が他の特性に比べ評価されていないことが原因であると考

えられる。
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表 5.2: 平均二乗誤差

Mean-Square-Error

for velocity for angle

Proposed method 7.64 0.021

Calculated weighting func. 7.86 0.008

Reduced weighting func. 33.34 0.016

また，この時間応答における指令値に対する平均二乗誤差をそれぞれ表 5.2に示す。

この表より，提案手法と算出した重み関数を用いた際の速度応答の平均二乗誤差が近

い値を示した。一方で，角度応答に対しては算出した重み関数を用いた際に比べ劣化

している。この表全体から，提案手法は低次元化したものよりは良いものの適切であ

るかは断言できない。しかしながら，提案手法では算出した重み関数を用いた際に比

べ，2つの入力の干渉の影響が抑制されていることが確認できる。2入力 2出力システ

ムでは入力と出力の間に 4つの伝達関数が存在しており，今回の設計において角度に対

応する伝達関数の評価が軽くなっているものの，速度に対応する伝達関数および非対

角要素の伝達関数の差が主に評価され，これらの性能が良好であることが確認できる。

以上より，提案手法では簡易に低次の重み関数と安定化制御器を設計できるとともに，

Gdなどの設計条件によるところがあるが理想的な応答に近い性能を実現できる。

5.4 積分器を有する制御器の設計

前節の結果において，定常誤差が残るといった問題が生じている。定常誤差を解決

するためには積分器を持たせる必要があり，一般に積分器特性は開ループ整形の際に

持たせることが多い。しかし，重み関数の設計に関する提案手法では ν−gapの前提条

件として設計される重み関数が安定でないといけない。そこで，この節では積分器を

有する安定化制御器の設計について述べる。なお，設計された重み関数は 5.2.2節で示

した提案手法の重み関数を使用する。

5.4.1 制御器構造の検討

H∞ループ整形法において，性能レベルを最小化することはロバスト安定余裕を最

大化するとともに，安定化制御器を付加する前と後でゲイン特性の変化が小さいこと

を意味する。つまり，安定化制御器のゲインが 1[dB]となり，安定化制御器の構造に積
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分器を直接指定する場合には，積分器にかかるパラメータが非常に小さくなると考え

られる。積分器にかかるパラメータが非常に小さいため，積分器特性が大きく現れる

周波数域が設計周波数以下となり，閉ループシステムの安定性保証が困難になる場合

がある。そこで，重み関数の極情報を使用し，安定化制御器の制御器構造を指定する

ことを考える。まず，重み関数が (5.12)式で与えられ，|p1| < |p2|であるとする。

W1 =
1

(s+ p1)(s+ p2)
(5.12)

次に，安定化制御器の構造として以下のように定義する。

C∞ =
1

D(s,η)
ρTϕN (s) =

1

D(s,η)
ρT





sαI

...

sI

I


s+ p1

s


D(s,η) = ηT

[
sα

... s 1

]T
ここで，分子多項式行列の基底関数行列に対して sで割ることにより積分特性を持た

せ，重み関数の一番小さい極を含む s + p1で掛けることにより双プロパーな状態を実

現する。設計される安定化制御器には (s + p1)/sが含まれ，積分器を有する安定化制

御器が設計可能となる。また，重み関数W1の s + p1と安定化制御器の s + p1が極零

相殺するため，積分器にかかるパラメータがこの極零相殺を補うようになり，この積

分器にかかるパラメータが非常に小さくなる問題を解決できる。

5.4.2 設計条件

5.2.2節で示した提案手法の重み関数に対して積分器を有する安定化制御器を設計す

る。設計する安定化制御器の構造を (5.13)式とする。また，提案手法の重み関数に対

しては初期パラメータとして (5.14)式を与える。そして，求解アルゴリズムの収束判

定条件は，反復に対する性能レベルの相対誤差が 3回連続して 0.1 %を下回ることと

する。

C∞(s,ρ,η)=
1

D(s,η)
ρT


sI

I

 s+ 0.2457

s

 , D(s,η) = ηT

 s

1

 (5.13)
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ρT
0 =

 0.0918 0.3506 0.2970 −0.2187　

−0.1238 −0.2743 0.4969 0.2104

 , ηT
0 =

[
1 5.505

]
(5.14)

5.4.3 設計結果

設計された安定化制御器を (5.15)式に示す。

C∞,pro(s) =

 1.371s2+10.23s+2.431
s2+20.91s

0.03229s2+1.892s+0.4628
s2+20.91s

−0.1054s2−2.049s−0.4969
s2+20.91s

0.3347s2+10.37s+2.528
s2+20.91s


=

 1.3712(s+7.216)
s+20.91

0.032292(s+58.34)
s+20.91

−0.10539(s+19.19)
s+20.91

0.33471(s+30.74)
s+20.91

 s+ 0.2457

s
(5.15)

安定化制御器は第 4章に述べたように位相特性を調整しており，性能レベルは γ =

2.292となり，積分器を有していても ν−gapより算出される保証値 2.546よりも小さい

値を達成し，良好な安定化制御器が設計されたといえる。

5.4.4 積分器を有する制御器の時間応答

実装する制御器はC=W1C∞から計算され，提案手法と低次元化を用いたものは 4

次となった。この制御器を実装し，時間応答を取得する。ここで，5.3.3節と同様に，入

力信号として 1チャンネル目には 1[s]から振幅 50[rad/s]のステップ応答を与え，2チャ

ンネル目には 10[s]から振幅 1[deg]のステップ応答を与える。なお，算出した重み関数

を用いた高次の制御器の応答も併せて示す。この際の応答は図 5.5，5.6に示すように

なった。この図より，提案手法において定常特性が改善されていることが確認できる。

しかし，低次元化した重み関数を用いた際の速度応答は振動的な応答をしているこ

とが確認できる。これは，低次元化した際に重み関数の位相特性が変化したため，大

きく極配置が変化したためであると考えられる。一方で，提案手法と低次元かしたも

のの応答において定常誤差が残っており，角度特性が速度や干渉に関する特性に比べ

て評価されていない。これは，ν−gapおよび性能レベルの評価において最大特異値が

評価されており，角度特性にあたる図 5.2の最小特異値が他の特性に比べ評価されてい

ないことが原因であると考えられる。

次に，この時間応答における指令値に対する平均二乗誤差をそれぞれ表 5.3に示す。

この表より，提案手法では積分器を有することから定常誤差が小さくなり，算出した
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図 5.5: 速度の時間応答

図 5.6: 角度の時間応答

ものよりも平均二乗誤差が改善されていることが確認できる。また，算出したものは

所望の開ループ関数Gdが積分器を有しておらず定常誤差が存在し，この観点から平均

二乗誤差が提案手法よりも悪い値を示している。

以上より，提案手法では積分器を有する制御器の設計が可能であり，定常誤差が改
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表 5.3: 平均二乗誤差

Mean-Square-Error

for velocity for angle

Proposed method 3.93 0.009

Calculated weighting func. 7.86 0.008

善できた。提案手法では，所望の開ループ関数Gdや収束条件といった設計条件により

設計される制御器が左右されるが，理想的な応答に近い性能を実現できる。
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6.1 まとめ

産業界で広く用いられているモデルベース制御器設計法はモデル化誤差による性能

の劣化などの問題が存在した。また，ロバストな制御器の設計にあたっては設計の複

雑さや制御器の高次数化といった問題を抱えていた。このロバストな制御器設計法の

中でも比較的容易にロバストな制御器を設計できる手法であるH∞ループ整形法の抱

えている重み関数の設計に伴う試行錯誤，制御器の高次数化などといった課題に対に

て研究が行われている。著者らは周波数応答のみを用いた制御器設計法[9, 10, 13, 14, 15, 16]

に着目し，これらの課題の解決を試みてきた。この設計法には，制御対象の数式モデ

ルが不要である，制御対象から推定した周波数応答のみからロバストな制御器を容易

に設計できるなどといった利点があり，本研究ではこれらの利点を生かして従来のH∞

ループ整形法の課題を解決し，優位性を高めた。また，提案した重み関数の設計法に

より，MIMOシステムであっても容易に重み関数の設計が行えるとともに，重み関数

と安定化制御器の設計を独立し，かつ最終的な性能レベルをある程度保証可能とした。

さらに，提案した安定化制御器設計法により低次でかつ適切な零点と極をもつ制御器

が実現され，強安定なシステムの構築を容易に行うことができる。これらの優位性は

シミュレーションだけでなく実機検証を通しても確認でき。加えて周波数応答のみを

用いてH∞ループ整形法による設計が実現された。

6.2 今後の課題と展望

最後に，本節では本研究の今後の課題について述べる。同時に本論文の主題である

周波数応答を用いた制御器設計とH∞ループ整形法における今後の展望について言及

する。

6.2.1 本研究における課題

本研究における課題としては大きく，3つの点が挙げられる。
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第一に，重み関数の持つ不安定零点に対する考慮である。本研究における重み関数

の設計では不安定零点に対して考慮しておらず，不安定零点をもつ重み関数が設計さ

れることもある。提案手法において結果的に良好な性能が得られているが，H∞ループ

整形法の考えでは重み関数とその逆関数が安定であることが求められる。また，制御

器が不安定零点を有することは応答の劣化にも繋がる。ゆえに，不安定零点に対して

考慮していく必要が存在する。

第二に，W2の設計と非正方システム等における有効性検証がある。本来，MIMOシ

ステムでは行列の要素をそれぞれ調整するためW1とW2の 2つを設計する。このた

め，本研究で実施できていないW2の設計について考慮する必要がある。実際，W1と

W2を同時に設計することは非常に困難であるので，W1とW2を交互に設計して，準

最適な 2つの重み関数が設計可能であると考えられる。また，本研究では多くのシミュ

レーション検証と実機検証を行ってきたが，用いた制御対象はすべて正方システムで

あった。H∞ループ整形法は正方・非正方システム問わず制御器の設計が行え，本研究

で扱っていない重み関数W2は非正方システムや対角化しづらいシステムにおいてそ

の優位性を発揮すると考えられる。ゆえに，重み関数W2についても設計を行い，周

波数応答のみを用いたH∞ループ整形法を検証すべきである。また，重み関数W2に

際して重み関数W1の設計との相互の影響を抑えられることが望ましい。

第三に，所望の特性を持つGdの決定法と ν-gapの関連付けである。提案した重み関

数の設計により，比較的小さい試行錯誤コストで設計を行うことができる。ここで，所

望の特性を持つGdの決定法と ν-gapの関連付けが可能であれば，より制御器の設計コ

ストを削減することが叶う。

6.2.2 今後の展望

近代まで，モデルベース設計法について多くの研究が行われている。これらの設計

では，良好なシステムを得るために，数式モデルの構築と制御器の設計を複数回繰り

返し行うといった試行錯誤が存在する。また，この試行錯誤は設計者や制御対象の熟

練度に依存して増大する。ゆえに，モデルベース設計法が，周波数応答を用いた制御

器設計法や出力データを直接用いた制御器設計法などの制御対象のモデル化を行わな

くてよい手法に移行していくと考えられる。また，本研究の主題であるH∞ループ整

形法においても制御対象の入出力データを直接用いた手法[31]が研究されており，この

ような動きはH∞ループ整形法のみならず他の設計法においても見られる。著者はこ

のような制御対象のモデル化を行わなくてよい制御器設計法の発展と拡大に期待する。
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