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非再帰型擬似乱数 s s R の 再帰化 に よ る生成速度 の高速化

谷 口 礼 偉
*
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要

擬似乱数生成法 s s R は ､ 区分的 に ア フ ィ ン性 を 有す る カ オ ス 写像 の 族 ◎x : [ 1
,
2) - [1

,
2 )

,
x ∈[ 1

,
2) , に お

い て ､ ◎ x
2

k
l ( w o) , k - 1 , 2 , ･ ･ .

, を 計算す る こ と に よ り k 番目 の 乱 数 z k を非再帰的に生成す る方法 で あ る. こ の 方

法 は並 列計算 に 適 した 乱数生成法で あ る が ､ 単 一 の 計算機 で の 実行を 考え た 場合､ 非再 帰的な 生 成法 で あ る た

め
､ 他の 再帰的な乱数生成法 と比 し て 生成速度 が遅く な る｡ 本論文 は ､ S S R の ア ル ゴ リ ズ ム を 単

一 の 計算機

で高速 に 実行す る た め に ､ 各 x k に つ い て O x L_ を
w k

- ◎x k( w k - I) の ご とく 用 い て ､
w k 1 1 か ら w k を 再帰的 な計

算 で 得 る乱数生 成法を考察 し､ 生成さ れ る乱数 の 特性 を検定 し､ さ ら に乱数生成 の 理 論的背景に つ い て 述 べ た

もの で あ る｡

非再帰型擬似乱数生 成法 ss R

最初に擬似乱数生 成法 S S R に つ い て 簡単にま とめて おく ｡ S S R は ､

g w o( x)
-
w o

｡
x
｡
x
｡
x
｡ - ｡

x
｡
x , x
∈[ 1 , 2)

2 4

を w i :
-
w i- l

O
x
,
i - 1

,
2
,

-

,
2 4
, g w o( x)

-
w 2 4 と計算す る方法を基本として い る｡ こ こ で w ト 1 ｡ x は ､

以 下 の S S R 計算を表す :

S S R ;1 # ( S i m p li fi e d S h i f t R e a l c o m p u t a ti o n)

i) w i - l X x を通常 の 倍精度浮動小数点計算で行 い ､

ii) 得られた 値の 仮数部の 全て の ビ ッ ト値を 1 ビ ッ ト左 に シ フ トし､

iii) 指数部は - ×2 0 となるように設定する ｡

w i- 1 × x :

W i- I
0
x :

指数部 ( 1 1 ビ ッ ト) 仮数部 ( 5 2 ビ ッ ト)

b l b 2 ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ b 5 2

b l b 2 ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ ･ b 5 2
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こ こ で w ｡
x を ◎x( a ) で表せ ば◎ x( a) ∈ [1 , 2) で あり､ g w .( x)

- ◎ x2
4

( w o) とな る ｡ 実際の 乱数は ､ x

を [ 1 , 2) 内を
一

様 に x k , k -

1 , 2 , 3 ,
-

,
と変化させ て g w .( x k)

- ◎ x
2
k

4

( w o) を計算し､ 得られ た値の 最初の

3 桁を棄て ､ 続く 4 桁を乱数値として採用する ｡ こ こ で x k は ､

p
- 4 9 9 3 3 4 5 3

, q
- 2 2 8 0 1 2 0 1 , r

- 4 9 1 3 7 7 , s
- 4 7 5 1 3 , a

- 1 9 2 0 0 0 0 , b
- 4 8 0 6 0 0 0 0

,

と お い て (A , q , r , s は素数) ､ ( r k , Sk) ≡ ( r k m O d p , 5 k m O d q) を計算し

a + s k

rk - ( a + s k)

a - S k

i f ( a + sk) > r k

if ( a + 5 k) i r k

に より定め る ｡ (♪, q , r , i , a , b は
一 定 の 条件を満た して い れば何で も良 い ｡) こ れか ら分か るよう に ､ S S R

擬似乱数生 成法で は k 番目の 乱数を ､ ( r k
,
Sk) か ら定まる xk に つ い て g w o( x k) を直接計算す る こ と に よ

り非再帰 的に生成する ｡ こ の 非再帰的な乱数の 生成は ､ 従来か らの 乱数生 成法に は見ら れな い S S R の

特徴で あり､ k が決ま れば直 ちに k 番目の 乱 数値が計算で き るの で ､ 生成す べ き乱数列 を並列生 成す る

こ とが可能で ある ｡

再帰型擬似乱数生成法 r s s R

S S R は乱数を非再帰的に生 成する の で ､ 1 つ の 乱数を得るた めの 計算量がや や多く ､ 生成速度は少な

か らず遅 く なる ｡
一

方 で ､ S S R は乱数の 並列生成が可能で あり ､ 並列 計算の 並列度を上 げれば上 げる

ほ ど､ 同
一

の 乱 数列 を生 成する時間が短く なる の で ､ S S R を大規模 シ ミ ュ レ ー シ ョ ン等 の 乱数源 と し

て 使う こ とは特 に有効で あ る ｡ ( 現実的に は ､ S S R の ア ル ゴリズム を完全整数演算化 した S S I を使う｡)

しか しなが ら､ 現在使われ て い る計算機は非並列 型が主流で あり､ ま た ､ S S R は乱数 の 生成 に乗算と

い う非線形演算を用 い て い る の で ､ 暗号用乱数として の 使用可能性も考えられる ｡ こ の ような背景を考

えれ ば､ S S R の 特徴で ある非再帰性を敢て あきらめて で も ､ S S R の ア ル ゴリ ズム を使 っ て ､ 非再帰型

S S R よりも高速 に乱数を生成する方法を提供する こ と は少なからず意義が ある こ とと思われる ｡

S S R 擬似乱数生 成法で は k 番目の 乱数値と して ､ g w o( x k)
- ◎ x

2

k
4 ( w o) の 最初の 3 桁を棄て 続く 4 桁を

取り出して い る ｡ こ の カ オ ス 写像◎ xk を 2 4 回線り返す操作が ､ 非再帰的な乱数生 成を可能とす るも の

で あるが ､
一 方 で また ､ 再帰的な方法に 比 して 生成に 時間がかかる原因にもな っ て い る｡ したが っ て ､

S S R 計算◎ x を用 い て 乱数を高速に生成する た めに は､ こ の 反対の 方向を目指せ ばよ い ｡ す なわち ､ 各

x k に つ い て ◎x k を 1 回な い し 2 回程度使う にと どめ ､ か つ ､ 再帰的に乱数を生成す ればよ い ｡

以 下の 左 の グラ フ は w o - 1 1 0 と した ､ w k - ◎ xk( w k- 1) , k
- 1 , 2 ,

-

, 1 0
7
, の 債分布で ある ｡ ま た､ 右 の

グラ フ は､ S S R 乱数生成法で使 っ て い る ◎x
2
k
4 ( w o) , k - 1 , 2 , -

, 1 0
7
, の 値分布で ある ｡
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こ れ ら の グラ フ を見 る と､ 同様の 分布をして い るよう に観察される ｡ したが っ て ､ 非再帰型と 同様に

S S R 計算 ◎x( a) を用 い て ､ 再帰的に擬似乱数を生成でき る可能性が非常に高い こ とが知 られ る｡

今後 xk - ◎ xk( w k-- 1) の よう に S S R 計算を再帰的に 使用 して乱数を生成す る手法を ｢再帰型 S S R 擬似

乱数生 成法｣ ( rs s R ) と呼び ､ 従来か ら の ◎x2k
4 ( w o) を使 っ て 非再帰 的に乱数 を生 成す る方法を ｢ 非再

帰型 s s R 擬似乱数生 成法｣ ( n r s s R ) と呼ぶ こ と に し､ 本節に お い て は ､ rS S R で 乱数を生成す る方法

を具体的に述 べ ､ 次節以 降で そ の 乱数特性および理論的な背景を調べ る こ とにす る｡

まず ､ r s s R に K 改良 [ 1] を適 用した乱数生成法に つ い て述 べ る｡

再帰型 K 改良 S S R 擬似乱数生成法 (rS S R - K)

x k , ⑳ xk は n r S S R と同様 に定める ｡ n r S S R の r - 4 9 1 3 7 7
,
5 - 4 7 5 1 3 をダニ 4 9 4 0 4 1 , 5

^

- 4 8 0 4 9 , に置き換えて 求

め た x - k k に つ い て行う S S R 計算を◎&k で 表す ｡

w o
- 1 ･2 7 1 8 2 8 1 8 2 8 4 5 9

,
w k - ◎ xk( w k--- 1) ,

泌o - 1 ･8 1 4 1 5 9 2 6 53 5 8 9
,

lb k - ◎ A k(& k - 1)

とし w k - Zb k m o d [ 1 , 2) の 上位 3 桁を棄て ､ 続く 4 桁を乱数値とする｡ こ こ で ､ m o d [1 , 2) は w k 一途k に

･ 1 または ･2 を加えて 区間 [ 1 , 2) の値とすることを表す｡ 乱数値として ビ ッ トが要求されるときは､ w k - za k

m o d [ 1
,
2) の仮数部の最初の 6 ビ ッ トを棄て ､ 続く 1 6 ビ ッ トを乱数 ビ ッ トとして採用する｡

次に ､ 上 述の rS S R - K 系列と は異なる もう 一

つ の rS S R - K 系列 を準備して おき ､ ◎x( a) の w と の 排

他的論理和 ( X O R ) をとる方法を紹介する｡

再帰型 ×K 改良 S S R 擬似乱数生成法 ( rS S R - ×K)

x k , ◎ xk , 9 k , ◎3k は rS S R - K と 同様に定める ｡ もう
一

つ の rS S R - K 計算として ､ w ｡
x - ◎ x( w) に お い

て仮数部 の シ フ トを 1 ビ ッ トから 8 ビ ッ トに変えた計算を V xk , 町屋k で 表す ｡

u o - 1 ･ 2 7 1 82 8 1 82 8 4 5 9 , u

乍
- V xk( u k - 1) ,

h o - 1 ･ 8 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9
,
& k - V kk(ゐk - 1)

とし zk - u k 一 缶k m o d [ 1 , 2) とおく ( 最初の r S S R I K 計算) ｡ 続 い て

w k - O xk ( w k - I X O R z k) ( w o - 1
･2 7 1 8 2 8 1 8 2 8 4 5 9) ,

zb k - ¢ 丘k ( za k - 1 X O R z k) ( & 0 - 1
･8 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9)

を計算し､ w k - Za k m o d [ 1 , 2) を求め ( 2 番目の rS S R - K 計算) ､ 上位 3 桁を棄て ､ 続く 4 桁を乱数値

とす る ｡ こ こ で w X O R z は ､ 仮数部の みに つ い て の X O R とする ｡
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こ のような rS S R - X K を導入 した理 由は､
一

つ は再帰型 S S R 乱 数生成法における乱数値の分布の理 論的

な解析を単純にするためであり､ もう
一

つ は ､ r S S R 乱数の ス トリーム 暗号用乱数として の 応用可能性を考

慮した とき､ 乱数生 成の 複雑性を増して暗号解読 へ の 耐性を強化するため及び暗号鍵として w o , tb o , u o , h o

を使 い ､ 鍵 の ビ ッ ト数を増やすためである｡

生成速度の改良

再帰化さ れたア ル ゴリ ズム に より生成速度が どの 程度改良された か を見るため ､ 乱数を 10 0 0 0 0 0 0 0 個

生成する時間の 比を求めて み た ｡ 3 2 ビ ッ ト環境 ( W i n d o w s X P , P e n ti u m M ( 1 . 7 3 G H z) , コ ン パ イ ラ は

B c c 5 .6) の 下で は

n rs s R
_
K : r S S R

_
K : r S S R

_

X K : M T - 7 9 : 1 3 : 2 2 : 8 ( s e c o n d s)

= 1 : 0 . 1 6 5 : 0 .2 7 8 : 0 . 1 0 1

で あ っ た｡ r S S R - K で は n r S S R - K に 比 して 約 6 倍高速に 乱数を生成 して い る こ とが分かる ｡ ま た､ 6 4

ビ ッ ト環境 ( w i n d o w s X P x 6 4 e di ti o n , P e n ti u m 4 ( 2 .8 G H z) , コ ン パ イ ラ はi cl) で は､

n r s s R
_
K : r S S R

_

K : r S S R
_

X K : M T - 3 4 : 3 : 9 : 2 ( s e c o n d s)

= 1 : 0 . 0 8 8 : 0 .2 6 5 : 0 .0 5 9

で あり ､ rS S R - K は約 1 1 倍高速に乱数を生成して い る ｡ こ の 結果か ら､ 再帰化に よる乱数生成速度高

速化 の 効果 は格段で あ る と言 え よ う ｡
一 方 で rS S R - K に お ける S S R 計算◎ x( w) の 実行回 数が ､

n r s s R - K に おける 回数の 2 4 分 の 1 で あるに もかかわらず ､ 生成速度が こ の数値を反映して い ない の は､

再帰計算 w k - ◎ xk( w k - 1) に お い て w * を メ モ リ に保存しま た取り出す手間が増え る こ と ､ およ び x k を計

算する時間の 重みが ◎xk( w) を実行する時間に比 して相対的に増すためと考えられる｡

再帰型擬似乱数生成法 rS S R の 乱数特性

本節で は上述 した再帰型擬似乱数生成法 rS S R - K ､ r S S R - X K の 乱数特性を､ N IS T および T e s t U O l

の 検定を適用 して 調 べ る ｡

N IS T の検定

N IS T の 検定の 実際に つ い て は [ 2] と同様で ある の で 詳細は省略する｡ こ こ で は N IS T の検定を 1 6

回適用 して 平均値をとり ､ 得られた値の最大値 ･ 最小値を記 して おく｡ また､ 比較の ための メ ル セ ン ヌ

ツイ ス タ の 結果も再録 して おく｡

[ rs s R - K ]

[ b 値検定値) 平均 m a x] - o .6 7 0 9 8 8 a t n o n p e ri o d i c
- t e m
p
l a t e s [i - 1 1 2]

[ 也値検定値) 平均 m i n] - 0 .2 7 0 0 3 6 a t n o n p e ri o d i c
- t e m p l a t e s [i = 6 4]

[(p ≧0 . 0 1 割合) 平均 m a x] - 0 . 9 92 8 6 9 a t r a n d o m -

e x c u r si o n s -

v a ri a n t [i = 1 8 4]

[ b ≧0 . 0 1 割合) 平均 m i n] - 0 . 9 8 7 6 8 7 a t n o n p e ri o d i c
- t e m p l a t e s [i - 9 5]

[ r s s R - X K ]

[(p 値検定値) 平均 m a x] - 0 . 7 0 8 2 4 0 a t n o n p e ri o d i c
- t e m p l a t e s [i - 7 4]

[(p 値検定値) 平均 m i n] - 0 .2 7 3 7 2 6 a t r a n d o m -

e x c u r si o n s -

v a ri a n t [i - 1 7 8]

- 2 8 -
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[(b ≧0 .0 1 割合) 平均 m a x] - 0 ･ 9 9 2 00 0 a t n o n
pe
ri o d i c - t e m

p
l a t e s [i - 6 1]

[(p ≧0 .0 1 割合) 平均 m i n] - 0 . 9 8 7 2 5 6 a t r a n d o m -

e x c u r si o n s [i = 1 6 3]

【M T 】

[ 也値検定値) 平均 m a x] - o .7 2 1 4 0 9 a t r a n k [i - 6]

[ b 値検定値) 平均 m i n] - 0 .3 0 4 1 6 0 a t r a n d o m -

e x c u r si o n s - v a ri a n t [i - 1 7 9]

[(p ≧0 ･0 1 割合) 平均 m a x] - o . 9 9 2 2 5 0 a t n o n p e ri o d i c
- t e m p l a t e s [i - 1 3 8]

[(p ≧0 .0 1 割合) 平均 m i n] - 0 . 9 8 7 5 0 0 a t f ft [i - 7]

こ れら の結果か ら､ rS S R は N I S T の検定に つ い て特に 問題がな い こ とが分 かる｡

T e s t U Ol に よ る検定

T e s t U O l は L
'

E c u y e r ら に よる乱数検定 プロ グラ ム の 集大成で ある｡ T e s t U O l で の 検定は ､ 規模に 応

じて S m a ll C r u s h
,
C r u s h

,
B i
g
C r u s h と名付け られ て い る｡ 各 C r u s h を構成す る検定は､ そ の 検定結果を

A
-

v a l u e で表示す る ｡ こ の p -

v al u e は ､ 区間 [0 , 1] を
一

様 に分布する統計量で あり ､ 0 ま たは 1 に極端

に近 い値がで た時に は､ 乱数性が疑わしい とされる｡ ( T e s t U O l の 詳細はh t t p ‥// w w w . i r ° . u m o n t r e a l . c a /

si m a r d r/t e s t u O l / t u O l . h t m l に ある ｡) 以下に B ig C r u s h ( N o v . 2 3
, 2 0 0 6) の 結果を述 べ る ｡

[ rS S R - K ]

- - - - - - - - - S u m m a r ァ r e s u l t s o f B i g C r u s h
- - - - - - - - -

V e r si o n : T e s t U O l 1 . 2 . 1

G e n e r a t o r : M
y
r S S R I K i m p

l e m e n t a ti o n

N u m b e r o f s t a ti s ti c s : 1 6 0

T o t a l C P U ti m e : 5 2 : 5 5 :3 8 .4 3

T h e fわll o w i n g t e s t s g a v e p
-

v a l u e s o u t si d e [0 .0 0 1 , 0 . 9 9 9 0] :

( e p s m e a n s a v a l u e < 1 . O e - 3 0 0) :

( e p s l m e a n s a v a l u e < 1 . O e - 1 5) :

T e s t p
-

v a l u e

8 7 L o n
g
e s t H e a d R u n , r - 2 7 0 .9 9 9 8

A ll o t h e r t e s t s w e r e p a s s e d

# 8 7 の テ ス ト の 結果が統計的な揺らぎな の か本質的なも の で あるか を確認す るた め､ さ らに

# 8 7 の テ ス トを 3 回線り返した 結果は次 の 通りで ある ｡

- - - - - - - - - S u m m a r y r e s u l t s o r B i g C r u sh - - - - - - - - -

V e r s i o n : T e s t U O l 1 . 2 .
1

G e n e r a t o r : M y r S S R
- K i m p l e m e n t a ti o n

N u m b e r o r s t a ti s ti c s : 6

T o t a l C P U ti m e : 0 1 : 1 4 :5 6 .8 9

A ll t e st s w e r e p a s s e d
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【rs s R - X K
.】

-
- - - = - - - - S u m m a r y

r e s u l t s o f B i g C r u s h - - - - - - = - -

V e r s i o n : T e s t U O l 1 .2 .1

G e n e r a t o r : M
y
r S S R - X K i m

p
l e m e n t a ti o n

N u m b e r o f s t a ti s ti c s : 1 6 0

T o t a l C P U ti m e : 8 2 :4 4 : 0 1 . 5 0

A ll t e s t s w e r e p a s s e d

【M T 】

- - - - - - - - - S u m m a r y r e s u lt s o f B ig C r u s h
- - - - - - - - -

V e r si o n : T e s t U O l 1 .2

G e n e r a t o r : M y M T i m p l e m e n t a ti o n

N u m b e r o f s t a ti s ti c s : 1 6 0

T o t a l C P U ti m e : 1 5 :5 5 : 2 6 . 4 2

T h e fわll o w i n g t e s t s g a v e p
-

v a l u e s o u t si d e [0 ･ 0 0 1 , 0 ･ 9 99 0] :

( e p s m e a n s a v a l u e < 1 . O e - 3 0 0) ‥

( e p s l m e a n s a v a l u e < 1 . O e - 1 5) :

T e s t p
-

v al u e

8 0 L i n e a r C o m p , r
- 0 1 - e

p
s 1

8 1 L i n e a r C o m p , r - 2 9 1 -

e p s l

A ll o t h e r t e s t s w e r e p a s s e d

# 8 0
,
# 8 1 に つ い て ､ テ ス トを 3 回線り返して も同様の 結果を得る ｡

以上 の 結果か ら､ rS S R は T e s t U O l の 検定に つ い て も特 に問題が な い こ とが分か る｡ T e s t U O l を実行

す る時間は､ rS S R は M T に 比 して 4 倍程度遅い が､ r S S R を整数演算化 した rS S I で は､ 1 .5 倍程度に

なる｡ ( rS S I に つ い て は将来 の論文で 扱う予定で ある｡ )

再帰型 S S R の乱数性の 数理 的背景

本節で は rS S R 乱数値の 分布特性に 関する考察を行う ｡ まず ､ S S R 計算 w ｡
x

- ◎ xk( a ) で 現れる関数

◎x : [ 1 , 2) - [ 1 , 2) は ､

1 ≦x < 1 . 5 の とき

O x ( t) -

3
2 x t - 1 ( 1 ≦t < - の とき)

2 x

2 x t - 2 ( ヱ ≦t < ヱ の とき)
2 x x

x t l l ( ヱ ≦t < 2 の とき)
X

- 3 0 一

1 .5 ≦x < 2 の とき

O x ( t) -

2
2 x t - 2 ( 1 ≦t < - の とき)

X

x t - 1 ( ヱ ≦t < 上 の とき)
X X

x t - 2 ( -i ≦t < 2 の とき)
X
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1 .5 2 l l ,5

と表される こ と に注意して おく｡ 実際､ こ の ◎x は [2] に もある ように ､

i) w i- l を x 倍する写像を ¢ x と書き ､

ii) 変数¢ x ( w i - I) の 指数部を
- ･

× 2 0 とする写像を¢ e と書き､

iii) さ らに Q e ( ¢ x ( w il l)) の 仮数部を 1 ビ ッ トシ フ トする写像を ¢ s と書 い たとき､

w i - ¢ s( ¢ e( ¢ x( w i-- 1))) - ( 4 , s ｡ ¢ e ｡ ¢ x) ( w 卜 1) ≡ ◎x( w il l) として現れるの で ､

¢ x(i) -

x t , ¢ e(i) -

i ( 1 ≦t < 2 の とき)

÷(2 ≦t < 4 の とき)
, ¢ s(i) -

i - 1 ( 1 ≦t < 上 の とき)
2

i - 2 (÷≦よ< 2 の とき)

を具体的に代入すれば求められる｡ こ の S S R 計算◎x( a) の 関数表現を利用すると､ ◎ x( a) で w が [1 , 2)

を
一

様 に分布するときの ､ O x( a) の分布の密度関数p x(i) が次の ように計算される｡

5r - [ 1 , 2) とし､ X 上 の B o r el 集合体を L(B , (5r , i(B) 上 の L e b e s g u e 測度をÅとする と,任意の A ∈ B に

対し

入( 綻 x E ◎x (i) ∈ A )) -∫( u F u ∈ A ) P x ( u) d u ,

た だし

1 1

- + - 1 ≦t < 2 x - 1 の とき
2 x x

2 x - 1 ≦t < 2 の とき

1 ≦i < 2 x - 2 の とき

1 ≦x < 1 . 5 の とき p x(i)
-

1 .5 ≦x < 2 の とき p x(i) -

X

1 1

- + - 2 x - 2 ≦t < 2 の とき
2 x x

で ある の で ､ O x( w ) に お い て w が [1 , 2) を 一 様 に分布す るとき､ O x( a) の 分布の 密度関数はp x (i)

に なる こ とが分かる｡ r S S R - X K の 計算中に ､ w k - 1 X O R z k が あるが､ こ の z k は rS S R - K と同じア ル ゴ

リ ズム で 生成される の で ､ z k は区間 [1 , 2) を ほ ぼ 一 様に分布すると予想される｡ よ っ て w k - ◎ xk ( w k - 1

x o R z k) で x k を 1 .e - 1 .2 7 1 8 2 8 1 8 2 8 4 5 9 に固定した ◎ 1 .e ( w k - 1 X O R z k) , k - 1 , 2 ,
-

,
の 分布はp l . e に なる

と予想される ｡ 実際､ 下図左 の p l .e の グ ラ フ ､ 下図右の ◎ 1 .e ( w k l l X O R z k) , k
- 1
,
2
,

･ ･ ･

,
1 0 7

,
の 分布

の グラ フ を見て みるとそ の こ とが分かる ｡
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1
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0 .6

0 .4

0 .2

0

1 . 2 1 .4 1 .6 1 .8 2

次 に w k - O xk( w k- 1 X O R z k) , k
- 1
,
2
,

-

,
の 分布を考察する ｡ こ の 場合､ 各 k に つ い て ◎ xk は

一

度 し

か使われ ない の で ､ 上述の 議論はそ の ま まで は使え ない ｡ しか し x k が [1 , 2) を
一 様 に分布す る こ と､

および◎x と ◎x
, に つ い て ､ x と x

'

が近ければ ､ p x と p x ･ は 互 い に他を近似 して い ると考えられる こ とか

ら､ [ 1 , 2) 内に多数の 点 α 1 , α 2 , ･ ･ ･

, a N - l , a N を
一 様 に とり､ 値 w k - O xk( w k - 1 X O R z k) の 分布に

関して は ､ x k に 最も近 い αjk を選び ､ p a j k
で近似さ せ る こ とに よ り､ 上述の 議論が使え ､ こ の と き の

分布密度は÷∑j
N
- 1 P a ,

に なる｡ さら に - - として近似の 精度を上 げれば 如) -J
2

1

P x (i) d x となる｡

>

実際に H (i) を計算す ると､ p x (i) が

p x (i)
-

1

X

⊥ + _⊥
2 x x

2

X

の よう に書き直される こ と に注意して ､

1 < x < ｣ 土L の とき
2

吐L < x ≦ 1 t L の とき ,

2 2

< x < 2 の とき

的 - J
l

' l ' 1) / 2

÷d x IJ
'

(

t

t

'

.;
'

,:
2

2(去+÷‡d x +∫;i . 2) ′2÷dx
l 1

= 3 l o g 2 一
子
l o g (i + 1) - す

lo g( i + 2)

>

となる｡ こ の H ( i) は次のようにして直接求めることもできる｡ ⑳ x( a) の x と w を互 い に独立な [ 1 , 2) 杏

一 様に分布する確率変数 x ( w ) , y( w ) と考えて ､ ◎ x ( w )( Y( w )) - ( ¢ , ｡ ¢ e) ( X ( w ) Y( w )) の確率分

布関数 F (i) をまず求める｡ a , b ∈ [ 1 , 2) に対し P r o b( a ≦X ≦b) - P r o b( a ≦ Y ≦b) - b - a で ある の で ､

t ∈ [ 1 , 2) に対し､

- 3 2 -
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F (i) - P r o b( 1 ≦ ¢ s( ¢ ∫( X Y)) ≦t)

i - 1

2

- p r o b ( 1 ≦4 , e( X Y) ≦1 +

1 t

2 ~ー

3 t

) + p , ｡ b( ÷ ≦ ¢ e( X Y) < ヱ +
2

= p r o b ( 1 < X Y < -- i + ÷)
+ p r o b( i ≦

X Y ≦1 + i )~ ~ 2

+ P r o b( 2 ≦X Y ≦1 + i) + P r o b (3 ≦X Y ≦2 + i)

-Jナ
(l + i)

〈÷(1 + i)÷- 1) d x
3

･[∫:‡÷(2 ･ t)÷- ÷･÷) dx ･ I!
(2 + t'

‡÷(2 ･ t)÷- 1) d x]
2

･[Jナ
(1 + i)

(2 -チ) d x ･ Li ( 1 + i)i ( 1 ･ t)÷-÷) dx]
1

･[I;
(2 + i)

( 2 -÷) d x ･ Ii (, . i)i ( 2
･ t) ÷-÷) d x]

3
- ( 卜 1) + ( 3 t 1 2) l o g 2 + -

{
l o
g
3 - ÷(1 ･ t) l o g ( 1 ･ t) - ÷(2 ･ t) l o g ( 2 + i)

> >

となる｡ こ れを微分すれば F
'

(i) - H (i) を得る｡ 以下に､ H (i) の グラフ ( 左) と w k - ◎ xk ( w k - 1 X O R z k) ,

k - 1 , 2 ,
･ ･ ･

, 1 0
7
,
の 分布の グラ フ ( 右) を載せておく｡

1 . 4

1 .2

1

0 . 8

0 .6

0 .4

0 .2

0

1 .2 1 . 4 1 .6 1 .8 2

1 .4

1 .2

1

0 .8

0 .6

0 .4

0 .2

0

1 .2 1
.4 1 .6 1 .8 2

ちなみに､ 2 0 0 0 0 個 の w k - ◎ x k ( w k - 1 X O R z k) を発生させ ､ 値が区間 [ 1 + 0 .0 0 0 1 i , 1 + 0 .0 0 0 1(i + 1)) ,
V

i - 0 , 1 ,
･ ･ ･

,
1 0 0 0 0

, に入 る回数に つ い て の 確率分布をH (i) と比 べ て ､ K o l m o g o r o v - S m i r n o v 統計量 fC + お

よび K ーを計算することを 1 万回線り返したときの ､ fC + および K ~の 分布は下図のようになる ｡
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0 0 .4 0 .8 1 .2 1 .6 0 0 . 4 0 . 8 1 .2 1 .6

こ の 分布 に つ い て ､ x
2 検定を行 っ た結果はそ れぞ れ 0 .9 7 2 9

,
0 .0 5 9 3 で ある ｡ こ れ より rS S R - Ⅹ K に お

＼
′

ける w k の 分布は ､ H (i) で 記述で きる こ とが分かる ｡

r S S R - X K で は ､ 写像◎ の カ オス 性に より w k と 諭k が独立 的に振る舞う こ とを利用して ､

w k - tbk - ◎ xk( w 卜 1 X O R z k) - ⑳9k(& k - I X O R z k) m o d [1 , 2)

により乱数特性を改良して い る ( K 改良 [1]) ｡ こ の 値 の 分布は畳 み込み

I ♭) - J
l

l '
' > >

H (i) A (i - , ･ 1) di I∫:.
,

H (i) A (i - ,) dt

で得 られる の で ､ A (i) に上述 の 関数表現を使 っ て 数値積分を行なうと､ 下図左 の グラ フ を得る ｡ 特性

が格段に改善されて い る こ とが分か る｡ rS S R - Ⅹ K に おける w k - za k , k - 1 , 2 ,
-

, 1 0
7
, の 分布は下図右

ヽ′
の よ うに なり Z b) と同様平坦 で ある ｡ ( 実際の rS S R - X K 乱数は ､ w k - tb k の 上位 3 桁を棄て ､ 続く 4

桁を乱数値と して使うの で さらに平坦 な分布となる ｡)

1 .4

1 .2

1

0 . 8

0 .6

0 . 4

0 .2

0

1 .2 1 .4 1 .6 1 .8 2

1 .4

1 .2

1

0 . 8

0 . 6

0 . 4

0 .2

0

1 .2 1 .4 1 .6 1 .8 2

まとめ

以上 をま とめると次の ように なる ｡ ( 1) 非再帰型 S S R 乱数生成法の ア ル ゴリ ズム を再帰的に使用す

る こ とに より ､ 乱数生 成速度を格段 に高速化 する こ とがで きる ｡ ( 2) S S R ア ル ゴリ ズム を再帰的に使

用 して も､ 乱数特性 に特に 問題はな い ｡ ( 3) 再帰型 S S R 乱数生成法で生 成される乱数値の 分布に つ い

て ､ そ の 理論的背景を説明する こ とがで きる ( rS S R - X K ) ｡ ( 4) 再帰的に乱数を生成するた め並列生成

がで きず ､ 大規模並列計算機を使 っ て乱数特性を短 時間に調 べ る こ とがで きなく な っ た の は残念 で ある ｡

- 3 4 -
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