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t=t0 で極を持つII型行列パンルヴェ方程式の解の分類

川向 洋之・牛久 祥聡

OnaclassifcationofsolutionsofthesecondMatrixPainleveequation

whichhaveapoleatt=t0

HiroyukiKaawwaammuukkooandYoshiakiUAAWWAAMMUUKKOO

要 旨

数理物理の分野で重要なパンルヴェ方程式は，いろいろな角度から研究され，様々な方向に拡張されている．

今回の記事では，坂井氏たちによって与えられた，II型パンルヴェ方程式の拡張である方程式を考え，有界

な点 で極を持つ解の分類と，その解に含まれる任意パラメータの個数を与える．
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2 主結果

(1.1)は数理物理の分野で有名な II型パンルヴェ方程式

dq δH dp θH 
dt-ap' dt- θq' 

H=p2一(q2+ t)p -(Jtq 

の拡張の1つである.また，パンルヴェ方程式と同様に.(1.1)の動く特異点は極しかないことが分かつてい

る.この方程式に対して，次の定理を証明する.

【定理 11 t = toをCの元とする.

(1) (ql，Q2，Pl，P2)がII型行列パンルヴェ方程式の解であるとき.t =toでの極の位数は，それぞれ，高々
1位，高々 2位，高々 2位，高々 1位である.

(2) ql， Q2， Pl，胞を

ql = (t -tO)-l Eαl，k(t -to)k， q2 = (t -tO)-2 Eα2，k(t -tO)k， 
k=日

Pl = (t -tO)-2乞s1，k(t-tO)k， P2 = (t -tO)-l E s2，k(t -tO)k 
k=O 

と置く.これらが(1.1)老満たすならば.(叫んα2ん slん s2，0)は

(0，0，0，0)， (0，0，0， -1/2)， (1，0，0，0)， (1，0，0， -5/2)， (1/丸一1/4，0，0)，1 
> ... (Q) 

(-1，0，2， -1/2)， (-1，0，2，2)， (0， -1， 1， 1/2)， (-1/2， -1/4， 1， 1) J 

(2.1) 

のいずれかである.また未定係数法で α1.k，α2.k，s1，k， !h.k (k = 1，2，3γ・)を決めるとき，何個かの
パラメータが一意的に決まらないが，乙の個数を.Nとすると，.Nは次の表のようになる.

α1，0 α2，0 sl，O s2，O N 

(日) 。。。。4 
(α) 。。。-1/2 3 
(b) 1 。。。2 
(c) 1 。。 2 

(d) 。。3 
(e) -1 。2 2 

(!) -1 。2 2 2 
(g) 。-1 1 2 

(h) -1/2 -1/4 1 1 3 

注意 1 (1.1)の動く特異点は極しかないので， (2.1)が(1.1)を満たせば収束する.また，乙のときのMが，

解に含まれる任意パラメータの個数となる.
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定理 1の (1)の証明3 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

II型行列パンルヴェ方程式を具体的に書くと

q(=P1-d+q2-t， 

q~ = -4q1q2 -4q2P2 + 281 + 282， 

P~ = 2q山 +4q2P2 -282， 

P~ = 2p~ -Pl + 4qlP2 

q2 =よ乏λ2，kT"'，
11:=0 

P2 =会主μ2.kTk

この方程式に対し，次の形の解を考える.

q1 =主む1，II:T"'，

P1 =ム乞仰，II:TII:，
"'=0 

となる.

た(有界な所にある(1.1)の解の特異点は高々極だから，上記のような形の解を考えても一般性を失わない).

だし T= t -to， l， m， n， r εZで，入1ルμ1，0，入2，0，μ2，0はいずれも 0でないとする.

定理1の (1)の主張を3つの命題に分けて示す.

q1はt= toで高々 1位の極，すなわち I壬1である.【命題 1】

《証明}l>2として矛盾を導く.

(3.1)の各単項式の極の位数を，その下に書くと，

-・(滞)= P1 -q~ + q2 -t 1ft 
n 21 廿B1+1 

となる.従って，1 ~ 2なら，

m =n  = 21 (iv) m = n > 21， 、、‘，，--A 
・I・-，，，‘、n=21 > m， 、、，，，

S
A
 
.-A 
''a‘、

m = 21 > n， )
 
--A 
，，，‘、

の4通りが考えられる.また (3.2)と(3.3)を合わせた式の各単項式の極の位数は，

-・(↑)

(mヂO，nヂ0)

(m = O，n#  0) 

(m # O，n=  0) 

(m = O，n=  0) 

= 2q1P1 -4q1 q2 + 281 
。
。
。

I+n 

I+n 

t 

I+m 

I+m 

t 

qら

n+1 

n+1 

0 

+ 1ft 
m+1 

0 

m+1 

0 。。
これらのととに注意して， (i)，(ii) ， (iii)，(iv)を考える.となる.

(i)の場合:m>Oに注意すると

(nヂ0のとき)，

(n= 0のとき). 

l+m> 0， 1 + m > m + 1> n + 1， l+m > l+n， 

1 +m  > 0， 

しかしこれは入1，0=f 0，μ1，0 =f 0に矛盾.

l+m > m+l > 0， 

よって.(↑)より入1，0μ1，0= 0となる.

1 +m  > l， 
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(ii)の場合 :π>0に注意すると

1 + n > 1 + m， 1 + n >π+ 1 > m + 1， 1 + n > 0， (m # 0のとき)，

1 + n > 1， 1 + n > n + 1 > 0， 1 + n > 0， (m = 0のとき).

よって， (↑)よりん，0ん，0=0となる.しかしとれはん，0# 0， A2，0 # 0に矛盾.

(iii)の場合:(*)より，P1 +q1はt= toで高々 21位の極となる.よって，

μ1，0 =-λ2，0， μ1，1 =-λ2，1， ...μ1，m-21-1 =一入2，m-21-1

となり，
P1一一 μ1，0-2入-2，02q2一+...

Tm 

の初項の係数μ1，0-2A2，0は3μ1，0(手0)に等しい.従ってP1-2q2はt= toで正確に m位の極となる.

乙の事と， m + 1 > 21 + 1 > 0に注意して

(↑) → (P1 + q2)' = 2(P1 -2q2)q1 + 2lh ・・・ m 
2l + 1 m+1 。

を考えると， λ1，0μ1，0= 0が分かる.しかしとれは入1，0ヂ0，μ1，0ヂ0に矛盾.

(iv)の場合 :m=n=21とl主2より 1+ n > n + 1，1 + n > O.よって (3.2): 

q~ = -4q1 q2 -4q2P2 + 201 + 202 
n+1 l+n n+r 。

より l=rが分かる.このとき， (3.1)， (3.2)， (3.3)， (3.4)より，

μ1，0一入1。+入2，0= 0， 2入叩μ叩+4入mμ2，0= 0， 

-4λ叩λ2，0-4λmμ2，0 = 0， 2μZ。-μゅ +4λゅμ2，0= 0 

が成立するが，乙の方程式を解くと (λ1，0，μ1，0，A2んμ2，0)= (0，0，0，0)で矛盾.

以上より， (i)，(ii) ，(iii)，(iv)のいずれの場合でも矛盾するので Iと2はあり得ない・口

【命題 21 P1， q2はt= toで高々 2位の極，すなわち間三2かつ n三2.

《証明}mさ3または π三3なら矛盾することを示す.

間三 3のとき，l壬1および(*)より m=nが分かる.従って，命題 1の証明の (iii)の場合と同じ理由

で，P1 + q2はt= toで高々 21位の極，P1 -2q2はt= toで正確に m(=n)位の極となる.この結果と
m+l > 21 + 1，および

(↑)→ (P1 + q2)' = 2(P1 -2q2)q1 + 201 
21 + 1 
0 

より，1 # 0， m+l = 0が分かる.また (3.4): 

m+l 

骨‘

。 (1=1-0) 
o (1 = 0) 

~ = 2p~ -P1 + 4q1P2 ... m 
r+1 2r m l+r (γ=1-0) 

。 o m (r = 0) 
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より m=2rが分かる.(実際，r壬1ならばm>r+1三2r，m > l+rとなるので μ1，0= 0が成り立つが，
とれは矛盾.r ~ 2ならば 2r> r+ 1 ~ l +rとなるので m=2rが成り立つ).しかし m+l= 0， m=2r 
と(3.3): 

14 = 2q1P1 + 4q2P2 -202 
m+1 m+1 1"1+" 0 

を使うと r=1が得られるが，とれは m=2r=2< 3 を意味するので矛盾する.従って m~3 はあり得な

い.また同様の議論を行うと，n壬2が示せる・ E

【命題 3】 P2はt= toで高々 1位の極，すなわち r壬1である.

《証明)r~2 なら ， 1壬1，m壬2より， 2r > r + 1 ~ 1 + r， 2r > m となる.とれと (11)を合わせると
d，o=0が得られるが，とれは μ2，0:f: 0 ~.乙矛盾・ E

以上の命題 1，2，3を合わせると，定理 1の(1)が得られる.

4 定理 1の (2)の証明

定理1の(2)の主張もいくつかの命題に分けて示す.

命題 1，2，3より.(1.1)の解は (2.1)の形をしているとしてよい.(とのときの α1，0，α2，0，s1，0， s2，0は0で

あってもかまわない).乙れらを (3.1)，(3.2)，(3.3)，(3.4)に代入して Tk(kεZ)の係数を比較すると，

n 

(n -1)α1，1"1 = s1，n-乞α1，kα1，n-k+α2，1"1 -tOdn，2一dn，3，
k=O 

(n -2)α2，1"1 =-4乞(α1，k+ s2，k)α2，n-k + 2(01 + (2)ω， 
k=O 

(n -2)s1，n = 2乞(αd

(n -1).82，1"1 = 2 L s2，仇 n-k-sl，n + 4 ~二α1，kß2，n-k

(4.1) 

が得られる.(ただし nはO以上の整数で，di，jはディラックのデルタである).ここから次の命題が得ら

れる.

【命題 4】 (α1ル α2ル ß1ル ß2，0) は(~)のいずれかである.また，凡= t[1α1，1"1α2，1"1 s1，n s2，nl (n = 0，1， 
2，... )と置いたとき，九は，漸化式

An九 =Bn' (n = 1，2，3，・ー)， (4.2) 

n-1+2α1，0 -1 -1 。
4α2，0 π-2+4α1，0 + 4.82，0 。 4α2，0 

An = I 
-2β1，0 -4.82，0 n-2-2α1，0 -4α2，0 

-4.82，0 1 。 n-1-4α1，0 -4s2，0 
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Bn= 

n-1 

-Eαゅα1，..-k-to d...，2 -d..，3 
k=l 

n-1 

2乞(α1，ks1，n-k+ 2α2，ks2，...-k) -202On，3 
k=l 

n-1 

-4 E(α1，k + s2，k}α2，n-k + 2(01 + 02)6n，3 
k=l 

n-1 叫ー1

2 E s2，ks2，n-k + 4 Eα1，ks2，n-k 
k=l k=l 

を満たす.

《証明>(4.1)でn=Oとすると

ーα1，0= sゅ一αi，o+α2，0， -2α2，0 = -4(αゅ +s2，0)α2，0， 

-2s1，0 = 2 (α1，Os1，0 + 2α2，0s2，0)， -s2，0 = 2ß~，0 -s1，0 + 4α1，0s2，0・

とれを解けば(目)が得られる.また.(4.1)で，添え字が nのものを右辺，そうでないものを左辺に持って行

けば (4.2)が得られる.口

【命題 5】 λfは，定理1の(2)の表で与えられるものである.

《証明》どれでも同じなので.(α1，0，α2，0， s1ルs2，0)がmの(1，0，0，0)である場合のみ示す.
(α1んα2ん s1，0，s2，0) = (1，0，0，0)のとき.Voおよび det(An)は
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に，一意的に表せることが分かる.また.A4とB4を計算すると，

5 -1 -1 。 -t~/9 
。6 。。 。

ん=1 ' 
B4= 。。。。 。

。。1 -1 。
だから rankA4 = rank [~ B4l = 3となるととが分かり. ~V4 = B4 は 4-r但Ik~(= 1)個のパラメータ

を含む解
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を持つことが分かる.同様にA5とB5を計算すると，

6 -1 -1 0 

o 7 0 0 
A5= I 1， B5= o 0 1 0 
o 0 1 0 

(281 + 1282 - 5)to/30 
8(81 + (2)to/15 

-482to/3 

-482to/3 

だから r阻 kA5= rank [A5 B5] = 3となるζとが分かり， A5日=B5は4-rankA5(= 1)個のパラメータ

を含む解
r (681 -3682一7)to/2521

月=I 8(ーペ105 I (bは任意パラメータ)
者持つことが分かる.さらに n三6のとき， det{A..)ヂ0より，九にパラメータが入らないことが分かる.

これらより λfは2となり，定理 1の (2)の表と一致する.ロ

注意 2 コーシー・コワレフスカヤの定理より，どのような複素数 α1;α2;bl;~ を与えても. t = toで正則な

(1.1)の解 (ql;q2，Pl， 1>2)で.Ql(tO) =α1， Q2(tO) =α2， Pl(tO) = b1， P2(tO) = ~となるものが存在する.ま

た，野田氏，吉田氏により，ベックルンド変換(つまり，パラメータ以外の形を変えない方程式の変蜘が与

えられている ([3]，[51参照).これらを使うと， (2.1)の収束性の別証明を与えることができる.さらに，この

概念が初期値空間と関係する.(詳しくは，午久祥聡の修士論文参照).
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