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高校数学 にお ける数学史の活用
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高等乍校 に お け る 椅分鋲 の 学習で ､ 高校 生 は ､
た と え ば∫.

I

x
=

d r の 最 後 に 付け ら れ た 記 E;- r (女 ｣ を単[i: る 飾

i) と し て し か認 識し て い な い 場 合が 多い よ う に 思 わ れ る ｡ こ れ は 曲線図形の 面積を細長い 長方形の 由 依の 絵何の

極限と し て 捉 え る 考え)i か 確立 し て い な い こ と に 起因 し て い る と 考え ら れ る ゝ そ こ で
､
数学史か ら の 知 見 を援 用

し て ､ (血 の 意味理 解 を は か る た め の 方法を提 起し た L
,

辛- ワ - ド ニ 円 の 面債､ 球c
'
) 休債､ 求 按法､ 数学 史

[1] 古代オリ エ ン トに おける 円の求積

(1) エ ジ プトの 場合

エ ジ プ トで は､ ｢ 直径9 ケ ト の 丸 い 土 地 の 問題､ そ の

面積は い く らか｣ ( 問題 50) と い う問題が扱われ て い て ､

そ の 解 は直径か ら そ の昔すなわち 1 を引 い て 8 と し ､
8

を 8 倍し て 64 と求め ら れ て い る o こ の 解法は ｢ 円 の面

墳と そ の円 に外接す る正方形 の 面積を比較せ よ｣ と い う

問題 4 8 に 添え ら れ た 図を現代的に 解釈した [ 図 1] か

ら明 らか なよう に , 外接正方形 の 四隅を切り取 っ て で き

る 8 角形 によ っ て 円を近似して いる ことがわか る o こ の

8 角形の 面積は ､

9
;

_ 4 ×
1 . 3 . 3 = 8 1 _ 1 8 = 6 3
2

と な る が､ エ ジ プ ト人は これを 6 4 す な わ ち 8
]

と した ｡

つ まり, 直径 9 の 円の 面積を
一

辺 8 の 正方形 の 面積に ほ

ぼ 等し いと した の で ある｡

(2) バ ビ ロ ニ ア の場合

一

方､ バ ビ ロ ニ ア で は ､ [ 国 2] が示す よう に ､ 円 に

内接 ･ 外接す る正 12 角形 の 面積を求め ､

( 内接正 12 角形 の 面鏡)

< ( 円の面積) く ( 外接正 12 角形 の面積)

と い う関係に より､ 円の 面積が近似的に 求められ て い るo

半径 2 の 円 に内接す る正 12 角形 の 面替は 1 2 ､ 外接iE 1 2

角形 の 面磯は 13 より小さ い こ とから､

1 2 < ( 円 の 面積) < 1 3

と な るか ら､ バ ビ ロ ニ ア 人は､

･ 円 の 面積) -言(1 2 ･ 1 3) -苦
とした の で あ るo
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[2] ア ル キメ デ ス に よる円と球の求積

(1) 円の 面積

ア ル キ メ デ ス は
､ 円の 無限分割に よ っ て 円の 面積公式

を発見した と言われ て い る o ま ず [ 図 3 - 1] の よ う に ､

円を扇形に分割し､ こ の分割を無限分割と考えると､ 扇

形は 2 等辺 3 角形と見な しうる｡ 次 に ､ 円周を 1 本の糸

の よ う に見なし て 直線と化す と､ [ 寓 3 1 2] の よ う に ､

こ の 直線上に 2 等辺 3 角形が並 ぶ o こ こ で ､ 2 等辺 3 角

形の 等番変形を適用す る D

つ ま り ､ [ 図 3 - 2] の 各2 等辺3 角形 の 頂点が点A にく

る よう に等硬変形する｡ す ると , [ 図3 - 3] の よ う1j: ｢ 半

径が直角を はさむ
一

辺 に等しく､ 円周が底辺に 等し い よ

うな直角 3 角形｣ に変形され る こ と に な るo かく し て ､

円の 面稜は こ の 直角 3 角形の 面積に等し い と考え られ る

の で あ る o

[図 3 - 3]

･ ∴ - ∴ ナ
[図 3 - 2] [図3 - 1]

(2) 球 の 体積

ア ル キ メ デ ス は ｢ 球 の 体積は ､ 球の 大円に等し い底面

をも ち､ 球 の 半径に 等し い高さをも つ 円錐 の体積の4 倍

で ある｣ こ と を発見した の で あるが ､
そ れ は天秤の釣 り
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合 い を利用す る機械学的な方法によ っ て で あ っ た ｡ そ の

こ と ば著作 『エ ラ ト ス テ ネ ス あて の 機械学的定理 に つ い

て の方法』(以後､ 『方法』 とす る) の 命題 2 に見られる｡

そ の 概要を紹介す る o

ア ル キ メ デ ス は [ 図 4 - 1] の よ う に ､ 円柱 と そ の 中

の 大円錐 A B C を想定する o さ ら に ､ 円柱 の上下面に接

す る 球と そ の 中 の 小円維 A D E を 考え る ｡ こ こ で ､
B C

は D E の 2 倍 に な っ て い る ｡ [ 図4 - 2] の よ う に ､ 任意

の 断面 M N を考 え る と ､
そ こ に は

､ 円柱 の 断面円､ 球

の 断面円､ 大円距 A 】i C の 断面円の 3 つ が作られ る o こ

の 3 つ の 断面円を [ 図 4 - 3] の よ う に 天秤に吊す と ､

釣 り合う｡ . 天秤は A H を A の 方向に 延長して 作 られ た

も の で
､
そ の 長さ は球 の 直径 の 2 倍 に な っ て い る .｡

こ の よ う な 釣り合 い は任意の 断面にお い て 成立する か

ら
､
円柱や球 ､ 円錐が それ ぞれ無数の 断面円に よ っ て構

成さ れ る と考え ると ､ [ 図 4 - 4] の よ う に 釣り合う こ と

に な る ｡ した が っ て ､

[( 球) + ( 円錐A B C)] : ( 円柱) - 1 : 2

と な り､

2 ( 球) + 2 ( 円錐 A B C ) - ( 円柱)

と な るo そ して ､ 円柱 は円錐A B C の3 倍で あ る か ら､

2 (球) 十 2 ( 円錐 A B C ) - 3 ( 円錐 A B C )

2 ( * ) - (P] # A B C )

と なる ｡

ま た ､ 円錐 A B C と 円錐 A D E を比較す ると ､ 高さ も

底面の 半径もそ れ ぞ れ円錐 A B C の 方 が 2 倍に fj
l

っ て い

る から
､ 体填 は 8 倍 に な っ て い る o し た が っ て ,

2 ( 球) - 8 ( 円錐 A D E )

と な り､ そ の 結果､ 球 の体積は 円錐 A D E の 4 倍と い う

こ と に な る o

円錐 A D E は 底面が球の 大円に等しく , 高さか球 のIf ･

径 に 等し い 円錐だ か ら､ 球 の体積は そ の ような円錐 の 体

積 の 4 倍で あ る こ とか明らか に な っ た わけ で あ る o 今､

球 の 半径を r とす る と ､ 円錐 A D E の 体積 は

一方 r
;

で あ る か ら､ 球 の 体 - 言方 r
1

3

と い う球 の 体格公式が得 られ る わけで ある｡

上 記の 球 の 体墳公式の導出の仕方で は ､ 球 や 円柱､ 円

錐 が 無数 の 断面円か ら構成さ れ る と考え られ て い た G ま

た
､
ア ル キ メ デ ス は 『方法』 命題 1 に お い て ､

｢ 直線と放物線に よ っ て 囲 ま れ る任意 の 切片の面積は､

こ の 町片 と同底同高 の 3 角形 の 鵬 の与倍で ある｣
こ と を, や は り天秤 の 釣り合い に よ っ て導出し て い る の

で ある が
､
そ こ で は

､
放物線 の 切片や 3 f弓形か無数 の 線

分に よ っ て構成さ れ る と考え られ て い る ｡

(3) 球 の表面積

球の 休横公式を発見的に導出した ア ル キ メ デ ス は ､
こ

[ 囲 4 - 2]

[ 図 4- 4]
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[ 園 4 - 1]

[図 4 - 3]

の 体積公式を用 い て 球 の表面横の 求め 方をも見出した と

思われ るo こ れ に関して は ､ ア ル キ メ デ ス の ｢ 任意 の 円

は , 円周に 等し い 底辺 と円の 半径に等し い 高さ をも つ 3

角形に 等横で ある こ とから推して ､ 同様 に ､ 任意 の 熟 ま､

球の 表面瞭に等し い底面と半径に 等し い 高さとをも つ 円

錐に等額で あ ると い う こ とが予想される｣ と い う証 言か

ら
､ 次 の よ う に推測され る D

ア ル キ メ デ ス は 円の 面積を求め る際に ､ 円の無限分割

法を用い て い た ｡ 球 の 場合も同様に , 球の 中心 を頂点と

し
, 球 の 表面に底面をも つ 撫数 の 錐に よ っ て 球が構成さ

れ る と考え た の で あ る｡ し た が っ て ､ 球の 体積は球 の 表

面積に等し い底面をもち､ 高さ が 半径に 等し い円錐の 体

積に等横で あ ると見なし た の で ある [ 図 5] c

[= ::⊃

[ 図 5]

[3] 古代中国 にお ける 円と球 の求積

(1) 劉敏 に よる円 の求積と円周率

『JL 章算術劉徴証』 に おけ る円周率計算で は ､ ま ず
'

-ド

径 1 尺 ( 1 0 寸) の 円に 内接する 正 6 角形か ら出発 して ,

内接す る 正 1 2 角形､ 正 2 4 角形 ､ 正 4 8 角形､ 正 96 角形

の - ･ 辺 の長さ が求 め ら れ､ 最後 に ､ 内接正 1 9 2 即位の 面

積が

3 1 4芸( 平 別
･

)

と求 め ら れ て い る o 計算結果は 次 ペ
ー

ジ の [ 表 l] の 通

り で あ る o こ こ で の ｢ 差市｣ と は ､ 面積相互 の 差を意味

して い る o

5 4
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劉徴は､ ｢ 次 々 に差幕を加え て い く｣ と し て
､

｢ 内接正 19 2 角形の 面積に品 を加えた値が円の 面積に
なる｣

と述 べ て い るが ､
こ の 芸 という値はど こから得られた

の で あろうか｡

正 多角形 面 積 差 幕 比 率

正 12 角形 3 0 0

6 6 1 4

6 2 5

正 2 4 角形 S l o 濫 0 .2 5 3 2 5 0 6

1 6 7 5

6 2 5

正 4 8 角形 3 1 3 湯 0 .2 5 0 7 4 6 2

4 2 0

6 2 5

正 9 6 角形 3 1 3 富 0 .2 5 0 0 0 0 0

1 0 5

6 2 5

正 1 9 2 角形 3 1 4 %

[ 表1]

[ 表 1] に お ける比率が約i で ある こと に注目し､ 内
接正 96 角形 の面積と内接正 19 2 角形 の 面積の差が諾
で あるこ とか ら

､ 内接正 38 4 角形の 面積は ､

3 1 4 旦 . 哩 .土
6 2 5 6 2 5 4

と推測され ､
さ ら に 内接正76 8 角形 の面積は､

3 1 4 旦 . 哩 .
土.i9E .

6 2 5 6 2 5 4 6 2 5

と 推測される｡ した が っ て ､ ｢ 次 々 に差等を加え て いく｣

と い う文章の意味す ると ころを計算す ると､

釦 ･(i)
2

･(i)
3

･(i)
4

･ - ･)
1 0 5

62 5

1

4
_

1 0 5 1 3 5

1 -
1 62 5 3 6 2 5

4

と な っ て
､ 芸 と い う値が得られ る の で ある ｡ こ の 備

品を 3 14 品 に加える の で あるが ､
こ の 分子が 64 で

あ る こ とか ら､ 品 の分子を36 と し､ 芸と した の で は

な いか と考え られる｡ 劉徽が上記の よう に して 芸とい

う値を得たとすれ ば､ 彼 は公比i の無限等比級数の 求

和法に知悉して い た と い う こと に な る｡ 彼 は ､
3 1 4 品

に 芸を加えた値が円の面積に なると言 っ て い る の で あ

るから､

3 14 _至±. 旦 = 3 1 4i99_ = 3 1 4 i
6 2 5 6 2 5 62 5 2 5

と な っ て
､ 円周率は 3 .1 4 1 6 と な る ｡ こ れ が劉徽に よ っ

て 得られた値な の で ある ｡

(2) 祖沖之とその息子 ･ 祖鴨之による円周率及び球の体積

『随書』 律暦志の 記述に よれば､ 祖沖之に よる円周率

の値は､

3 .1 4 1 5 9 2 6 < 7T < 3 .1 4 1 5 9 2 7

と な っ て おり､ 小数点以下第7位ま で 正 し い こ とがわか

る｡ こ の値は､ 当時の世界で最も良い値で あ っ た｡

ま た､ 祖沖之は分数表記の値とし て ､

｢ 約率 ‥号｣ と ｢密率 ‥諾｣
を与え て い る｡ 約率は古代ギリ シ ア の ア ル キ メ デ ス が用

い た近似値で あるが､ 密率は ヨ
ー

ロ ッ パ で は､ よう やく

1 57 3 年 に ドイ ツ人オ ッ ト
ー

に よ っ て 求められた値で ､

祖沖之にくら べ て 約千余年も遅れて いる ｡

一

方､ 祖沖之の 息子 ･ 祖恨之は球の 体積公式を正 しく

導き出した こと で知られ て い る｡ 小立方体とそれ に 含ま

れる内某に つ い て の [ 図 6] を参照して い ただきた い ｡

こ の小立方体の
一

辺を r と して ､ 高 さ h で水平に 切断し

たとき の 切断面を考えて みよう｡ 内其 の切断面の 面積は

三平方の 定理 に よ っ て ､ r
2

- h
2

と な る｡ ま た ､ r-
7

は立方

体の切断面の面積だから､ h
2

は 立方体と内某との 隙間に

でき て い る切断面の面積となる｡

こ の小立方体に含まれる陽馬を考えると､ そ れを高さ

h で切断した ときの 切断面の 面積は明らか に h
:
で あ る｡

よ っ て
､
先 の結果と合わせ ると､ 小立方体と内其の隙間

に で き て い る立体と陽馬とは､ 高 さ h に お ける断面積が

等しい こ と に なり､ 劉徽一祖晦之原理 ( カヴ ァ リ ュ リの

原理に同じ) に よ っ て ､ こ の 双方の 立体は同体積で ある

こ と にな る｡ よ っ て ､

( 内幕の 体積)

- ( 小立方体の 体積) - ( 陽馬 の体積)

となる ｡ 祖幅之はす で に ､

( 陽馬の 体積) - ‡(小立方体の 体積)
で ある こ とを知 っ て い たか ら

､

( 内其の 体積) - ‡(小立方体の 体積)
を導き出す ことが で きた｡ 内某 8 備に よ っ て 合蓋が構成

され て い る こ と
､

( 内幕 の体積) - ‡r
〕

で あ る こ とから
､

1 6 ､

( 合蓋 の体積) -

了
- r

と な る こ とがわかる｡

次 に ､ 祖晦之は合蓋に 内接する球の考察に 進む ｡ [ 図

7] の よう に ､ 正 方形 A B C D に 平行な平面で合蓋および

内接球を切断する と､ [ 図 8] の よ う に ､ 正方形と そ れ

に内接す る円が現れ る｡

円周率を号(約率) とす ると､
( 正方形の 面積) : ( 内接円の 面積) - 1 4 : l l

- 5 5 -
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とな るから､

( 合蓋 の体積) : (球 の 体積)
- 1 4 : l l

と 考え ､

( 合意 の 体積) - 号 r
.

と 合わ せ て ､
4

( 球 の 体積) - 号r
l

x 昔 - 芋 ×号r
.
-

す
方 r

l

と ､ 祖牙恒之は結論づ け た の で あ るo

A

BE?
D

A

[園 7]

[4] 高校 3 年生対象の積分 の授業例

曲線図形ある い は曲面立体の 面積, 表面積は 線分 の 総

和で はなく ､ 幅をも っ た 長方形な どの 面積の 総和 の 挺限

と して 求め られる こ とを理解さ せ る こ とを目標と し た授

業案を示す.

｢ 今E = ま検分計算に つ い て 考え て み た い と思い ます o

微分
･ 積分が発明された の は 1 7 世紀で ､ イ ギ リ ス の ニ ュ

ー

ト ンと ドイ ツ の ラ イ ブ ニ ッ ツ に よ っ て で す が ､ 積分 に近

い考 え方ほす で に 22 0 0 年以 上も前に ､ 古代ギ リ シ ア の

ア ル キメ デ ス に よ っ て 使用され て い ま した｣ と い う イ ン

ト ロ で 授業を始め る o

｢ ア ル キ メ デ ス は円周率の 値を 3 , 1 4 と 小数点以下第

2 位ま で 計算した最初の 人で もあ りま す し､ s - 7T l
} と

い う円の 面穂公式を最初に 発見した 人で もあ ります o 皆

さ ん が 円の 面積 の 求め 方を初め て 学ん だ の は小学校 5 年

の と き だ と思い ますが ､
どう や っ て 勉強した か 憶え て い

ますか ｡ た ぶ ん ,
こ う や っ て 勉強した はず で す｣ と､ 円

を無限分割する方法を紹介する o

｢ ア ル キ メ デ ス は ま た ､ 放物線の切片の 面積が内接 3

角形の面積 の与倍で ある こ と を導き出した の で す 机
そ こ で は ､ 無数 の線分が集ま っ て 放物線の 切片か 構成さ

れ ると い う考え方を して い ます o 円 が無数 の 線分の 集ま

り によ っ て 構成され て い る と いう考え に した が っ て ､ 半

径 r の 円 の bL積を計算して み まし ょ う｣ と授菓を進め る｡

第 l 象限の 四分円の 面積を求めて ､
そ れ を 4 倍す る こ

と に するo 点 ( x . o ) に 立 て た 線分は

､
T T

だ か ら
､
こ れを x - 0 か ら x -

r ま で 積分す るo つ ま り､

Ju
'

J ㌻ニラふ

を計算す る ｡

x
-
r si n e と置くと, 孟-

r c o s o で あ り､

債分範隣カ< 0 = 0 か ら e =
竺 とな る から､
2

J,
r

J F 7 d r

- f √
㌻ 両 ･

r c o s al e

- f J 面 ･

r c o s a le

- f r
2

c o s
コ

財0

-
r
･

,

I
; I + c o s 2 8

d O

- r

,

[; ･竿]三-害
とな るo した が っ て

､
こ れ を 4 倍して ､ 円 の 面積公式で

ある 7T T ･
コ

か 得 られるc,

しか し
､
こ の 考え方は い つ も正 し いと は限らな い o そ

も そ も､ 線分 に は面積がな い o 面積 o の 線分を どれだ け

集め て も , 面積 は 0 だ か ら で あ る o 円 の 場合は ､ 上 の 計

算 の よう に ､ う ま く い っ た が ､
た と えば球 の 表面積 の 場

合は どう だ ろ うか ｡

在 ( x ,
o ) で の 円周を x

- o か ら x -
r ま で 集め る と､

半球 の表面積 ( 2 7 T r
'

) か 求め ら れ る と考えられ る か ら､

こ れ を計算して み よ う ｡

点 ( x , o) で の 円周は ､ 円の 半径か ､

J F = 丁

だ から
,

2 n ､/㌻:チ

とな るo よ っ て ､ 半球 の 表面軌ま､

l: 2 H J ㌻ =
㌻
d r

を計算す る こ と に な る ｡ さ て ,

J,
'

2 方√
丁二T d r - 2 方J .

'

√
T 7 d r

と な る が ､
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lo
''
√
㌻7 血 -

号
で あ っ た から

､

Io
I`
2 方J f 7 Lk -

竺

と な っ て
､
2 7T r

=

に は な らな い ｡ こ の よ う に ､ 線分が無

数に集ま っ て 面積が でき ると いう考え方は正 しくな い と

いう こ とがわかる ｡

で は
､
正 しくはどの よう に考えれば よい の だ ろうか ｡

そ れ は､ 幅を持 っ た長方形ある い は長方形状の 図形の 面

積の 総和と して 面積を考える の で ある｡ 長方形に は面積

が あるから ､
そ れ を集める と､ や はり面積が生まれる｡

こ の 考えを用い て ､ 球の 表面積を求めて みる｡

点 ( x , 0) と 点 ( x + △ x , 0) で 爽まれた帯が球面に

巻き付けられ て い る と考える [ 図 9] ｡ こ の 帯の 面積を

x
- o か ら x -

r ま で集める と､ 半球 の表面積が求めら

れる｡ 帯 の面積は､

P Q ･ 2 7T R C

で 求められる｡

と こ ろが､ △ P Q H と△ O R C は相似だから､

P Q : Q H - O R : R C

で あり､

O R - r ､ Q H - A r

だ か ら
､

P Q =

r
･ A x

R C

と な る｡ よ っ て ､

p Q 1 2 方 R C =
二些 ･ 2 方R C = 2 ,T , ･

A x

R C

と な る｡ こ の 2 7T r ･ △ x を x
- 0 か ら x

-

r ま で集め て ､

△ x を限りなく 0 に近 づ けて いくと､ 区分求積法の考え

で ある､

1i111
A r ) 0

を用 い て ､

Hnii)l
A r ) O

∑A r - Jd i

写
2方 r ･ A x - Io

''
2 方 r d r

A ( x , 0) B ( x + A x , o)

点 c は 』β の 中点

p Q は点 R に お ける接線

[図 9]
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と な る｡ こ れを計算する と､ 半球の 表面積が得られる｡

Io
'-
2 7T r 血 - 27T rL

r

d r - 2 7T r[x];; - 2 7T r
2

とな っ て
､ 半球の 表面積が正 しく求められる こ とがわか

る ｡

こ の よう に ､ 面積は線分の 総和で はなく ､ 幅をも っ た

長方形状の 図形の 面積の 総和の 極限と して 求められる の

で ある｡
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