
数学を語る.のか、数学で語るのか

看 列か ら見た複素数 (美杉セ ミナー
'93)一

蟹 江  幸 博

二 重 大 学 教 育 学 部

美杉村で高校生相手の数学に関するセ ミナーを開 くのも、平成 5年

の夏で 3回 日である。平成 4年 の夏は台風の襲来の所為で名松線 もそ

の先の道路 も冠水 して、当日中止することになったので、改めて 12

月の末 に三重県教育文化会館でセ ミナーを行 った。 6年 の今年 も夏に

伊勢の地で 日数教の全国大会があるので、また 12月 に行 うことにな

るか も知れない。第 1回 のセ ミナーは前年 (平成 2年 )の 秋に始まっ

た数学 コンクールのアフターケア ・セ ミナーと同 じ時と場所 (美杉 ビ

レッジ)で 行 ったのだが、その前年にあった数学 コンクールの発足準

備会議の時に始めて高数研の方々とお目に掛かって以来のお付 き合い

ということになる。

新 1年 か らの新課程では複素数が扱われるようになるから、夏の講

演では複素数をテーマにして欲 しいとのことだったので、これまでの

課程にある 2行 2列 の行列の話 しと関連付けてみることにした。その

ためのメモが、この文章の元になっている。

また折角の機会だから、算数 ・数学教育や二重県の高数研に関るよう

になった経緯を述べさせて頂 くことにした。それが第 1節 である。第

2節 は夏の講演のメモに少 し加筆 したものである。

また、第 3節 では、去年 (1993年 )の 総会で紹介 した TOSMポ

ス ト (算数 ・数学教育における数学についての質問箱)の その後につ

いての報告を少 しさせて頂いた。この節を書 くことについての経緯は、

最後の節に触れておいた。
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1 学 生気質から

最近読んだ本岡類の 「ガラスの王」(実業の日本社、 1993年 4月

30日 干U)の話を してみたい。大学生の生態にスポットを当て、大学生

目当ての詐欺事件に題材を取 った推理小説で、現代の学生気質を鋭 く

言い当てているものと言える。

そこでは、殺 された詐欺師の仲間が探偵役の新聞記者に、次のよう

に語 っている。今の学生たちは怖いものなしで我が世の春を謳歌 して

いるけど、実体はガラスのように脆 く、ガラスの王様だと言 うのであ

る。 しかも偏差値の高い大学の学生ほど、詐欺にかか りやすい。

小説は、通産省に就職が決まった東大生が、官舎への入居の前日、あ

る私立大学の建物の屋上から飛び降 り自殺をすることから始まる。「検

証一どうした ?若 者」という特集連載記事を取材することになった若

い新聞記者がこの事件に着目する。原因を探 るうちに詐欺事件の噂を

知るが、被害者の大学生は被害にあったことを隠そうとする。被害者

自身が犯罪を隠蔽 しようとする、詐欺師にとって安全な詐欺 というこ

とになる。

(架空の)脱 税事件でのマネーロンダリングに協力 したら2割 の謝礼

を出す と言 って学生 ローンか ら金を借 りさせ、後で脱税が摘発 された

と (偽造の)新 聞記事を見せ、自分 も危険と思わせ渡 した金を諦めさ

せる。なかなか諦めようとしなかった学生には、さらに卒業間際に、脱

税に関 っていたことをばらす と恐喝をする。就職に差 し支えると、諦

めさせるのである。

最初は軽いバイ トのつもりである。自殺 した東大生は、厳格な父親

に三度 目の 100万 円を頼めず、また生涯強請 (ゆす)ら れながら通

産省に勤めることも出来ないと、バイ トを誘 った学生の大学で自殺を

したのである。

この詐欺を成 り立たせているのは、最近の大学生の心の有 り様であ

ると思われる。記者の出身大学の教授は学生について次のようにまと

めてい る。

物事 を深 く考 えず、雰囲気 みたいな

事 にな らないだろ うと甘 え、正義感 ・

るのに、自分 のこととなると細かいこ

元か ら考 えてい く能力に欠 けるのであ

ものに身を任せ、何 を して も大

潔癖感 みたいな ものが薄れてい

とを異常 に気 に して、物事を大

る。
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これは小説の中だけのことではない。実際、研究集会やシンポジウ

ムで会 う人達 と話 してみると、日本中の大学で同様の変化が起 こって

いることが感 じられる。そればか りでな く世界的にも、少なくとも先

進国の間では似たような事態が進行 しているように思われる。

気付 くことはまず、何より学生たちの気質が変わったことである。ま

た、共通一次試験の実施以降、大学に入学 して くる学生の学力が下がっ

ていることが痛感 される。 しか し本当の問題は、学力の低下 というよ

り、む しろ学習意欲や勉学の目的を喪失 していることと、この小説の

いうように自分の細かいことばか りを気にして物事を大局的に見るこ

とが出来な くなって来たことであろう。何かの目的を持 って大学に入

ろうとするのでなく、入れる大学を受験するという風潮のせいだろう。

大学に入 って真剣に勉強 しようとする学生が少なくなっている。

それでも少 し前までは、出来の悪い学生の教え方が問題だったが、今

はもう、やる気のない学生に如何にやる気を起 こさせるかの方法が問

題になっている。

堅い本は読 まず、読むのは HOW toも のばか りという学生に、如何

に生 きるべ きか、何のために生 きるべきかを説 くことは虚 しい。心を

込めて説けば説 くほど学生の気持ちは離れてい く。

学生の気持ちが理解出来な くなったのだろうか。僕 らが学生だった

時、教授の気持ちが分からた訳ではない し、学生の気持ちを分かろう

とする教授 も多 くはなからた。教授が教壇で 「数学をしている」あり

様を見て学んだ、言わば 「親父の背中を見て育った」ような気がする。

今、教壇で数学の世界に没入 して しまえば、学生は講義の間中騒 ぎ立

てることもなく、静かに、 しか し自分達 とは無縁なものとして座 って

いるばかりである。何 も伝わっていかない。

視点を変える必要が有るようだ。教育学部に勤めてもう20年 近 く

になる。始めは数学をすることが目的である世界に、勤めていたつ も

りだった。 しか し近頃では、世界を本当に変えるのは突出 した発見だ

けでな く、人類の持つ常識が変化 していくことであるという側面 も否

定できないと思 うようになって来た。社会通念の正 しい変革は教育に

よってなされなければいけないし、それを支えるスタッフの育成を目

的とする教育学部の役割 りも決 して軽視 してはならないもののように

考えるようになって来た。

今日の学生を前にしてみると、大学教育に対する有効な方法が、
一

朝一夕 に見つかる訳ではないだろう。 しか し、大学の中では、少 しず
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つであっても学生の意見に耳を傾ける方法を構築 して行 くしかないと

考えている。

平成 5年 度はたまたま大学の学生部委員になった。新聞でも報道 さ

れたか らご存 じかとも思 うが、大学の改革のために学生の力を借 りた

らと提案 し、「学生のアイデア募集箱」を設置することになつた。思 っ

たよりも真面目な意見が多 く寄せ られ、学生の中の健全な精神を信 じ

て良いと思 うようにもなった。少 し勇気づけられてもいる。

その一方で、大学入学以前の教育に関 して も、微力ながらも関る必

要があろうし、関 っていきたいと考えるようになった。数学 コンクー

ルに関ることになったのもこういう理由からである。コンクールを通

して、二重県の高数研の方々とのお付 き合いも生まれ、高校生の為の

数学講座 (サマースクール)の お手伝いもしている。高校数学に囚わ

れず、数学することの素晴 らしさを伝えたいと思らた。

初等 ・中等教育における数学者の役割が有 り得る筈だと、教育学部

に勤める数学者仲間とグループ TOSMを 作 って活動 もしている。

何が出来るか、何が有効か分か らないが、出来ることを一つずつ、

人類の環境 としての世界を理解する手段 としての数学が、人類の文化

の中に育ち、正当な位置を占めるための努力をして行 きたいと思 って

いる。

2 複 素数について

複素数は数学の実体的な対象 として非常に重要なものです。高校の

教材に取 り入れられたことは、それ自体は大変結構なのですが、その

取 り上げ方に展望が有 るようには見えません。ここでは、高校生に対

するサマーセ ミナー用に、通常の教授 システムとは少 し違 う方法で複

素数を取 り上げてみました。

2行 2列 の行列なら、高校生の多 くは既知のこととして扱えるで しょ

うし、知 らな くて も分かるように行列の導入 も考えてみました。複素

数は代数的に導入 してからガウス平面を考えるのが、歴史的にも正 し

いし殆 どのテキス トもそうなっていますが、ガウス平面の考案が複素

数の認知の為に果た した役割を考えれば、平面の特殊な変換の集まり

と見るこの立場 も教育的には面白いかもしれません。

講演のメモ程度のものではありますが、何かの参考になればと思っ
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ています。

2.1   2 イ 〒 2 列 の イ〒〕J

行列を、数の一般化 として も、 1次 関数の一般化 としても考えるこ

とが出来ることを解説 してみよう。

1次 関数 り=α“は2変 数 ",りの間の一番簡単な関係だと言 うことが出

来る。ここで、独立変数 も従属変数 も2つ ずつあれば、それぞれ χl,″2と

り1,ソ2と書けば良い。このとき、一番簡単な関係は νl=α l“1,ソ2=α 2χ2

になるだろう。平面の点を 2つ の数の対 (χl,"2)で表わすことは知って

いるだろうからtこ の関係によって平面の点 (χl,″2)を点 (νl,ν2)に写

す と思 うことも出来るだろう。普通 (独立変数 も従属変数 も一つであ

る)関 数のグラフは 2次 元平面の中の曲線 として表 されるので、関数

と言えばグラフのことだと言 って もよい位グラフに馴染みが有 るだろ

うが、平面か ら平面へという 「関数」のグラフは4次 元の平面の中の

2次 元の曲面 ということになり、 3次 元空間に住む人間には視覚的に

捉えることは難 しい。そこで独立変数の棲む (χl,“2)~平面の何か しら

特徴的な曲線族を描 き、それが従属変数の棲む (り1,ν2)~平面のどんな

曲線族に写るかを示すという方法を採ることが多い。

今考えているり1=α l■1,ソ2=α 2“2の場合、横方向を αl倍、縦方向を

α2倍するということに当たっていて、この場合各座標軸に平行な辺を持

つ正方形を独立変数の平面に描 くと様子が分かるだろう。αl=2,α 2=

1.5の例を図示 しておこう。

νl__2″1

り2==105“2

同様な正方形は皆、同 じ相似比を持つ長方形に写るので、そうした正

方形の代表 として左上に図示 した正方形 [0,11×[0,111を採 ることが多

lp,1は単位の長きの線分で、座標原点を頂点の一つに持つこの正方形を、ここ
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いし、これだけでも良 く分かると思 う。

しか しこれでは 1次 関数を別々に扱 うのと同 じで、折角、変数を 2

つずつにした甲斐がないというものだ。そこで、 1次 ではあるが り1に

π2も関係するようにしたらどうなるだろうか、考えてみよう。例えば、

り1=α l“1+bκ2,ソ2=α 2κ2を考えると、

隻 __2″1+π 2

ソ2==le5“2

のように横軸の方向に、長方形の背を押 してず らす ことになる。逆に

り1=α l“1,り2=Cχ l+α 2χ2なら、長方形を縦軸の方向に押 してやるこ

とになるだろう。

では、縦横双方にず らせばどうなるだろうか。ず らす部分の効果を

見るために、特別な場合にやってみれば、

U t :  f r 1  0 . 2 5 1 2

A z : 0 - 2 5 1 1 +  f r 2

となる。回転 しながら拡大 しているように見える。事情を調べる前に、

記号を確定 しておく。添え数で書 くほうが一般化できてよいのだが、今

は 2次 元 しか扱わないので、

(1) u -  ar *  by, u  -  c r *dy

のように書 くことにして、平面の点 (χ,y)を点 (u,υ)に写す と考える。

そ して、このことを行列の記号を用いて、

では、単位正方形と呼ぶことにする。
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0 -  rnu * nu: m(ar *  by) *  n(r*  + dy)

- (o^ * cn)* * (b* * dn)y

( 3 )

となり、この式 (3)は (″,y)一平面の直線を表わ している
2。

従って、変換 (2)がどのようなものかは、単位正方形 [0,1]×[0,1]が

どのような四角形に写るかが分かればよいことになる。

最初の例では 10,2]×[0,1。5]の長方形に写ったし、二つ目の例ではそ

の長方形の頭を少 し押 したような平行四辺形に写 っている。三つ目の

例では、回転 しなが ら拡大 したものになっている。

蛇足かもしれないが、一般には、変換 (2)は単位正方形 [0,11×[0,1]

を (原点を一つの頂点 とする)平 行四辺形か、線分か、又は原点だけ

かに写すことを注意 してお く。

2α協+cπ =0,b協 +ごπ=oと いう特別な場合を除いて
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2。2 拡 大 縮 小 の 操 作 は実 数

実数 とは何だったかを思い出そう。実数の全体は、一言で言えば完

備な順序体だということだが、数直線上の点に対応する数だというこ

とも出来る。今複素数を平面の点に対応する数だと思おうとしている

のだが、点集合の拡大 と見るだけでは代数的構造が自然には入 らない。

幾何的な観点を強調するほうが直感に訴えやすいだろう。実数体 π

を数直線 として見 るということは、集合としては直線であって、更に

その点の間に代数的構造があるということである。その代数的構造を

2内 部の演算 として考えるより、直線 2の 変換 と考えてみよう。そ

のほうが複素数の場合に拡張 しやすい。

さて、実数 rは、直線 2の 変換だとすると、足 し算引き算は 2を r

だけ右左にず らす ことに当た り、掛け算は原点を中心に直線 π を r倍

に拡大 0縮小することで、rが負の時は更に向きまで変えることを意味

している。

複素数を平面の特殊な変換の集まりとみたいという立場に立ってい

る。実数を含んだ ものとして複素数を考えるのだから、実軸上の上の

変換を自然に平面に拡張 しておく必要がある。

平面の変換 と見ようとすれば、足 し算引き算は平面全体の実軸方向

の平行移動 と考えれば良いが、掛け算に関 しては、r>0の ときは、平

面全体を原点を中心に r倍することで、r<0の 時は
一r倍した後で原

点に関する点対称を施 した ものと考えることが出来る。

実軸 (実数軸)

実数 rの掛け算を式で書けば、u=rχ ,υ=rりということになり、(2)

の形に表わす ことが出来る。つまり、

( 4 )

虚軸 (虚数軸 )
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2。3 回 転 と は

それでは一般に回転はどうなるのだろうか ?3番 目の例か ら (原点

中心の)回 転 もまた、行列を掛けるという (2)の形に書 けることが想

像できる。(2)の変換で1ま、単位正方形の頂点 (1,0)は (α,c)に写 り、

(0,1)は (|,ご)に写 っている。原点の周 りの回転をするのだから、原点

か らの距離は変わらない。だから、原点 と (a,c)の距離 も、(b,ご)と の

距離 も 1=(正 方形の一辺の長 さ)で ある。また回転 しているのだか

ら、原点 とこの二つの点を結ぶ 2本 の直線が直交 していたことも変わ

らない。 このことを式で表わすと、

α2+ε2=1=ら 2+ご 2,  α b=_θ ご

である。前の式を移項 して α
2を
掛けると、
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0 = α 4+α 2c2_α 2b2_α 2′ =α 4+α 2c2_c2′ _α2′

=(α 2+ε2)(α2_♂ )=α
2_ご2

つまり、α
2=′
となり、上の式に代入すると、わ

2=c2と
もなる。

ここで回転であるということを考えに入れると、点 (1,0)の行き先

である点 (α,C)が第 1、 4象 限にあれば (α>0)、 点 (0,1)の行き先で

ある点 (b,ご)が第 2、 1象 限にあること (ご>0)が 分かるので、αとご

は同じ符号であることが分かるだろう(α<0と ご<0が 対応すること

も単位正方形の回転を考えれば分かる)。同様にして、わとcが異符号

であることも分かるだろう。

従って、α=ご,b=一 cでぁることが分かる。つまり回転はα
2+b2=1

であるような点 (α,b)(つまり単位円周
3上
の点)に 対 して、

“)
(;)=(: 二

b)(;)

( ; ) = ( l:  環 lb ) ( ; )

と表わ されることになる。

2。4 拡 大 ・縮 小 と 回 転 の 組 み 合 わ せ が 複 素 数 で あ る

実数に当たる全平面の拡大縮小 (4)と、原点に関する回転 (5)はそ

れぞれ もまた互いにも可換な変換で、これらの変換全体は拡大縮小を

伴 う回転の全体 ということになる。(2)の形に表わせば、

( 6 )

と表 わ され る。
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0,α2+b2=1)を 考えると
4、

3原
点を中心とし、半径 1の円のこと。
4行
列を英語でMatriXと言い、イi″Jで書かれた複素数 Complex Numberと いう

意味での、ここだけの記号である。
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拡大縮小部分は実数部分と呼ばれ、回転部分は虚数部分 と呼ばれる
5。

虚数単位 jは、正の向きの 90°回転
6

`=(: 弓 1)

のことと考えることにする。

数と思 うことができるためには、加減乗除の四則が変換の合成とちゃ

んと対応 していないといけないざ変換 (2)で単位正方形の頂点 (1,0)は

点 (α,C)に写 り、点 (0,1)は点 (ら,ご)に写ることから、変換の合成を行

列の積 と考えたいので、行列の積は

(: :)(|チ :|)=:(::|:I::| ::11:::|)
の形にするのが自然である (点(a′,c′)は点 (α〆+b♂,Cα

′+ごε′)に写り、

点 (b′,♂)は点 (ab′+b♂,Cメ十ご♂)に写るから)。すると、

(7)   ( l l) ( : :) = ( l: I:)= ( : :) ( l l)

であり、これをまた

r ( :  : )     i

すると、実数 S= への積は

r S = r ( : : ) = ( l l ) ( : : ) = ( l i 几

)

5積の構造に関してのことで、和の構造に関しては通常のものである。
6単
位正方形の行き先を考えれば、この行列がこの回転を与えていることが分か

るだろう。
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となり、回転
(: 二

b)へ
の積は
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０

　

　

″

「司
　
　
　
　
み
　
　
　
鳳

α

ｂ

　
　
　
　
／
‐
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＋
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ヽ
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ノ

す
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ｒ

誡
　
　
　
誡
は
橘
ま
　
　
　
の形‐こ一　
　
　
　
　
　
でヽそ
待
―‐
〕
となって、実数 と回転 との積に書かれることになる。 ここで、

t -  \ l ( r *o ) r+b2
こうして、行列の集合 `Mは 加減乗まではその中で出来ることになっ

た。結合 ・交換 ・分配などの計算規則が成 り立つことは明らかである。

単位円周上の点 (α,b)は χ
一車由か らの角θを指定する

7。
この時 a=

cos θ,b=sin θと置いて三角関数を定義する。この角θを回転角という。

7正の向きに測っているιもちろん、2πの整数倍を除いて定まる。

r *a  b
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,νは加法に関する実部、虚部であり、Ъθは乗法に関する実部、虚部であるが、

より感覚に馴染みやすい加法に関する方に名前の先取権が与えられているというこ
とである。複素数 zを絶対値と偏角の対 (Ъθ)で表わすことを極座標表示という。
γ=IZI,θ=arg zという記号を使うこともあるし、″=Rez,ν =Ittzと いう言己号を
使うこともあるが、これらはただ一々言葉でいうと煩雑だからという意味しかない
と思ったら良い。
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と置 けばよい。つま り

Z ~ 1 = = r

であることが分か

0:1 0:1)

。なぜなら、

`Mの 元は掛け
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―を取 れば良 い
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z″=r2=レ12

となる。勿論 これは積 の公式 (8)に代入 して も得 られるものである。こ

の式か らも逆元 Z~1は Z~1 =フ
ァ
であることが分か るがヽ変換 と見て

も式 (9)から、
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9zz-1=1で ぁることは掛けてみればすぐ分かる。

一- 15 -一



2.5 ォ ィ ラ ー の 公 式

極座標の回転部分が複素数の積の構造に則 した座標を与えているこ

とは前に述べたが、角θの回転は絶対値 1の複素数 C6Sθ+jsin θを掛け

ることで表 されてる。回転の合成は角の和に対応 しており、変換 と見

たときは行列の積に対応 している。

つまり、この部分で和を積に変える機構が働いていることになる。

和を積に変える関数 と言えば、指数関数 C″を思い出すだろう。

Cr+y==Cr cν

を指数法則 と呼ぶほどである。

もしも指数関数が複素数の領域まで拡張できたとすれば、この回転部

分を含んでいるのではないかと思 うのもそう荒唐無稽なことではない。

実は、指数関数 θ
"は
複素領域上の指数関数 CZと拡張 され、純虚数に

対応する部分が回転に対応するのである
10。つまり、

cjθ=cos θ+`sin θ

と置けば、指数法則は三角関数の加法公式に他ならないことが分かる。

θ
j(θ+φ) = COS(θ tt φ)+j Sin(θ+φ)

( C O S  θ+ ` S i n  θ) ( c o S  φ十 J S i nφ)

cづ
θ
c`φ.

更に、ここでθ=π (円周率)での値を見ると、有名なオイラーの公式

C t π = - 1

が得 られている。数学史を彩る三つの数、自然対数の底 C、 円周率π、

虚数単位 jが渾然 とす体化 している簡潔で美 しい式だということになっ

ている。美 しいと感 じるかどうかは、人それぞれの感受性の問題だか

ら強要はしないが、簡潔で単純であることは異論がないだろう。

指数法則の深い理解、複素関数論への展望、円周率の解析的な意味

付け¨・この公式を眺めることで、数学者は多 くの夢を育んで来た。そ

の歴史に対する尊敬 と郷愁、 もしかするとこれからも新 しい夢の源泉

1°この理由を説明する方法は何種類もあるのだが、どれも大学に入ってからでない
と説明する訳にはいかない。ちょっとだけ、高校数学以上の微積分が必要なのです。
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になるか もしれないという期待、それがこの公式を美 しいと呼びた

なる数学者の気持ちなのである。

ついでだか ら、三角関数を指数関数で表 しておこう。

cos θ== C`θ
‐+θ
―jθ

,sin θ= Cjθ
‐~c―jθ

この式か らも色んなことが読み取れるが、それは読者の楽 しみにとっ

ておくことにしよう。

2。6 巾 根 の 存 在

小学校の時に自然数 /を 習い始めて、次いで正の有理数 Q+を 学び、

中学に入 って負の数を学んだので、整数 Zと 有理数 Qも 学んだことに

なる。それがいつの間にか、関数のグラフと関数の間を行った り来た

りしているうちに、無理数があることも知 るようになり、いつ しか数

直線 と対応する数 として実数 2を 学んだことになっている6更 には 2

次方程式の一般解 (根の公式)で 、判別式の符号が負になる場合とし

て複素数が導入 されて来た。

数学的な言葉でスローガン的にまとめてみると、加法に関 しても乗

法に関 しても半群である自然数の集合 /を 、乗法に関 して群にするた

め正の有理数 Q+を 導入 し、加法に関 して群にするため整数環 Zを 導入

した。加法 と乗法に関 しても共に群にし、分配法則で互いの整合性を

保証する、つまり体にするために有理数体 Qを 導入 した。さらに例え

ば、ρのような無理数を丸 ごと抱え込んで しまうために、数直線に対応

するものとして有理数体 Qの 完備化 として実数体 πが導入 される。最

後のこの部分は大学初年度の数学教育のハイライ トだったのだが、近

年は幾つかの学部 ・学科を除いては講義 されないことが多い。

方程式を解 くという立場から言えば、自然数係数の 1次 方程式 α″土

b=0(α ,らは自然数)の解をすべて含んで しまうようにするために有理

数体 Qが 、つまり正負の分数が導入 された。それを言 うなら無理数√

は π
2_2=0を

解 くために導入 されたのだ し、その他多 くの無理数 も

高次の方程式の根 として導入 されたと言って良い。 しか し実数にはそ

れら、(代数)方 程式の根 として得 られる数以外にも、例えば Cや πな

どを含めた、非常に多 くの数があることが知 られている。

しか しそれで も有理係数の 2次 方程式がすべて解ける訳ではない。

簡単な ″
2+1=0す

ら解けないのである。 2次 方程式だか ら二つある
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筈のこの根の一方を `と書 き、これ もこれまでの数 と同様に扱 うこと

にすれば、それだけで複素数 `が得 られる。

実係数の 2次 方程式がこれだけあれば解けるのは、根の公式からす

ぐに分かる。 しか し複素係数の 2次 方程式で もその根は複素数の中に

あることが分かる。

問題をきちんと述べて見よう。α,b,Cを複素数 として、 2次 方程式

anz*b r * c :0  ( " *0 )

の根は、根の公式

一み土
″ =

2α

で与え られる。平方根を開 く所以外では複素数のままであることは明

らかである。ところで、任意の複素数の平方根 というものがあるだろ

うか ?あ るのなら、この公式が根のすべてを与えているのだか ら問題

はない。

実はもっと一般に、「任意の複素数に対する任意の巾根の存在」が言

えるのである。極座標表示を知っていればこれはもう何でもないこと

になって しまう。

任意の複素数Z=rcjθ=r(cOS θ十Ⅲinθ)に対して

υ=√θ脅=√(cosi+`よn争
を考えれば、υη=Zで あることを確かめるのは難 しいことではない。

絶対値は正の実数で、正の実数の中で η乗根を取ることが出来るのは、

″πという関数が ″>0の 範囲で単調増加であることを確かめれば良い。

勿論、η乗根がいつで もとれるからといって、一般の η次方程式が

解けるようになったのではない。 5次 以上の方程式には一般解が存在

しないことが知 られており、更には四則演算 と巾根を取ることで解け

るかどうかを判定することができ、この判定のメカニズムは、悲劇の

天才ガロアの名を冠 して、ガロア理論 と呼ばれている。

ここではルネッサンスの数学史を飾 った、 3次 、 4次 方程式の一般

解について簡単に述べてお くに留めよう。

ら2_4α c
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2。7 3次 方程式の解法

“に関する3次方程式α“
3+bχ2+C″+ご=0(α≠0)を、まず実係

数で考えよう。

αで割れるか ら、最初からα=1と して良い。さらに、ν=χ ttιを

代入すれば、

″3_+b″2_+c″ .ご

(ν
_t)3+b(y=ι

)2+c(ν ttι)+ご

り
3+(b_3ι

)ν
2+(c_2bι

+3ι
2)ν
+ご _ει+bι

2_ι3=0

b
となり、ここで t=百 とおけば｀

り
3=3Pり

+29,

となる。 ここで、P=:(手
― c), 9 = : (午 一

:手
―
の である。

そこで、方程式 “
3=3P“

+29を 解 くという問題を考えることにす る。

少 し試行錯誤でや ってみよ う。κ=り +Zと し、り,Zを適 当に置 いた

ら解 ける形 にな らないか と考 える。す ると、

χ3=(り +z) 3 =り
3+3り z(り+Z) + Z 3 = 3ク χ+ν

3+z 3

となる。νZ=P,ソ
3+z 3 = 2 9と

なるよ うに、り,Zが選べれば、それが解

χ=ν +Zを 与 えている。

り,Zに関する関係式を 鶴=ν
3,υ=z3に 関する式だと思えば、鶴+υ =

29,鶴υ=P3と なる。 これはまた 2次 方程式の根 と係数の関係 と見るこ

とが出来、根の公式から 鶴,υ=9土 y92_P3で ぁることが分かる。任

意の巾根を取れるのだから、3乗 根 もとれ、り,Z=yg tt y92_P3と な

り、方程式 の根 は

となる。

P,9が実数で 92_P3が 非負なら、9土 y92_P3も 実数で、3乗根も実

数 として確定 した意味を持ち、その積 も実数 Pと なる。 しか し、 3乗

根は3つあるわけで、御=   ,約 =拓―で一戸とぉく
とき、それぞれ●0,ωりo,ω

2νO},{Zo,ωZO,ω2z。}でぁり、組み合わせは9
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通 りある
11。
この うち、(りo,Zo),(ωνo,ω

2zO),(ω2り
0,ωzo)の 3通 りだけ

が、りZ=Pを 満たす ことが分かるのである。

従って 3次 方程式の解は、上の χ=νO+ZOば か りでなく、χ=ω νO+

ω2z。,=ω
2ν
O+ω zOも解である。

これはこれで良いのだが、この一般解には実用上の難点がある。92_P3

が負なら、虚数がそこで出てきて しまう。実係数の 3次 方程式は、(中

間値の定理か ら)、必ず一つは実根を持つのだが、上の一般解を実行 し

ていくと途中の 92_P3が 負になって しまうことが起 こりうる。こうい

う場合に、どれが実根に対応 しているのかが容易に判定できないので

ある。

α,b,Cが複素係数なら、複素数 として平方根や、 3乗 根を取ればよ

く、結果として複素数の中で 3つ の根が得 られたことになる。

2.8 4次 方 程 式 の 解 法

″に関する4次方程式α″4+b″3+c″2+ご″十C=0(α≠0)も、3
b

次
有
程式の場合 と同様に、り=χ +石 とおけばt3次 の項が落ちて、

り
4+Pν 2+gり

十r=0と なる。

この式が平方式 =平 方式の形になることを目指 して、パラメーター

Jを入れて、

(レ2_+:)2==(ι_‐P)ν2_97_+:~r

と変形する。右辺が平方式になるための条件は判別式を計算 して、

一‐5)=:4(ι ‐―P)(手
一r)-92==i3__Pι 2__4月 ‐+4Pr‐-92==0

となるが、これは ιに関する3次 方程式 と考えることができ、これを

満たす tを ひとつ取 らてきて ι。と置けば
12、
2つ の 2次 方程式

り2+与=土ν九一P(ν― )
を解けばよいことになる。

1lωは1の原始3乗根で、″
2+″ +1=0の 根のうち、

まり、ω
3=1,″ =ω2でぁる。

123次
方程式は一般に解けているから

ω=     と する。つ
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3次 方程式の解法をベースにすれば 4次 方程式の解法が簡単である

ことは歴史の皮肉を生んだ。ルネッサンス期の数学史のハイライ トは

タッター リアとカルダノとの対決だが、カルダノの弟子 フ■ラー リに

4次 方程式が解けていたことが、正義が必ず しも勝つものでないこと

を数学の場で も示す ことになった
13。

2。9 初 等 幾 何 へ の 応 用

平成 6年 の 1年 生か らの新課程では、初等幾何 も複素数 も入って来

るとのことで、双方の関連に付いても述べておくのが親切か と思 って

項目を起 こしてみたが、時間の関係上セ ミナーの時には触れることも

出来なかった し、ここで詳 しく述べる余裕 もない。基本的な考え方だ

けを述べておこう。

初等幾何を複素数で解 くといっても、所詮複素数は2次 元の代数だ

から、 3次 元の幾何に於いてはあまり有効ではない。

初等幾何を代数を使 って (解析幾何で)解 くことも出来るが、問題

によって有効な場合と余 り役に立たない場合 とがあることは良 く知 ら

れている。

ここでは初等幾何の問題が、問題によっては、複素数を用いると簡

単に証明出来る場合が有ることだけコメントしておくだけにしたい。

直線は平面の実 1次 元部分集合だが、絶対値をうまく使 うなり共役

複素数を使 うなりして簡潔に表現出来る場合が有るし、非調和比を使

えば共円性なども簡潔に表現出来、例えば トレミーの定理なども簡単

な計算で導かれる。

初等幾何の技法で も、することは、 2点 を結ぶ、 2直 線の交点を取

る、直線 と円との交点、円と円との交点を求めることが多い。複素数の

世界でやるとなれば対応する方程式を解 くことになるのだけれど、 1

次分数変換 という道具があって、複素数平面に無限遠点を付け加えた

複素射影直線 (図形 としては球面にほかならない)上 の変換に持ち上

がり、複素平面上の円と直線をまった く同 じものと取 り扱えるのであ

る (直線 とは単に無限遠点を通る円のことと考えられる)。

そのことによって、初等幾何的には別々に見える定理が同 じものの

13数
学史の本なら何にでもというほどポピュラーなエピソードである。これを機会

に数学史の本も読んで見て欲しい。例えば、昔の本だが、E.T。ベルの 「数学を作っ

た人々」(東京図書)を 薦めておく。
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違 った側面にすぎないというような形で統一的に処理出来る場合があ

るということなどである。

3 TOSMポ ス トのその後

去年のこの会誌に TOSMグ ループの活動のことと、第 1回 の TOSM

ポス トの質問とその解説を書かせて頂いた。その後、TOSMの 活動は、

8月 に福井で TOSMシ ンポジウムを行い、そこでのアンケー トの結果

をまとめて岐阜大学の紀要に載せたことと、TOSMポ ス トを続けてい

ることだけである。形に現れていないものもあるのだが、出来ていな

いことを印刷にすることもはばかられる。ここでは TOSMポ ス トのそ

の後についてだけ述べさせて頂 こう。まず、質問の リス トを挙げる。

1.第 1回 TOSMポ ス トの質問

(a)辺 の長 さがすべて異なる直方体の展開図はどれだけあるか?

(b)円 周上 に η点を取 り互いに線分で結ぶとき、円内にできる

領域 は最大幾つか ?η だけで簡単に表わされるか ?

(C)正多角形を描 きたい。円を使 って描 くように指導 してある

教科書があるが 360°を辺の数で割って整数にならないもの、

例えば正 7角 形や正 11角 形などを分度器 とコンパスで描

くことが出来るか ?

(d)直三角柱がある。すべての側面を横断するように平面で切っ

た切 り回は三角形になるが、正三角形になることがあるか。

あるとしたらその長さは底面の三角形だけで一意的に定まっ

ているか。出来れば底面を与えたとき、その正三角形を簡

単に描 くことが出来るか ?

24″2+8χ +1が 有理数 となる有理数 “にはどんなものが

あるか ?

2。第 2回 TOSMポ ス トの質問

(a)正方形を縦横に並べて大 きい正方形を作 るとき、大小取 り

混ぜて多 くの正方形ができる。n倍 にしたときにできる正方

(e)
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形の数は分かるが、同 じことを正三角形で した ら幾つにな

るか、公式があるか ?

(b)三 角形の辺上の点を通 り、三角形の面積を 2等 分す る直線

を引 く問題は中学の教科書にあるが、最初に与える点が辺

の上にない場合にも出来るのか ?

(C)1。新 しいカリキュラムに向かって、数学の目的は何なのか。

どう設定するのがいいか。

2.ほとんどの生徒が文科系を志望 しているので、 1年 、 2

年 と学年が進むにつれ実カテス トなどで成績が下がる。数

学が好 きになるような興味付けは出来ないか。

3。第 3回 TOSMポ ス トの質問

(a)高校数学で、数学的帰納法を n≧ 0(れは整数 )に対 して証明

する時、第 1段 を η=0で 示 して第 2段 を η≧ん(た≧ 0)に

対 して示 して良いで しょうか。それとも、高校では帰納法

は自然数である ηに対するものなので、第 1段 で η=0,1

に対 して示 し、第 2段 を η≧ん(た≧ 1)に対 して示 した方が

良いで しょうか。

(b)長 方形の縦 と横はどうして決めるのですか。倒せば縦 と横

が変わ ります し、斜めに置いたら、縦 と横 とをどうして決

めたら良いので しょうか。(円錐の場合などは、倒 しても高

さは変わ らないのですが、長方形だと変わるような気が し

ます。)

(C)円を投影 した ら何になるか。楕円になると思 うが、元の円

が内接する正方形を考えて、その投影が台形になる場合に、

相対する接点を結ぶ線分の交点は一体何になるのか。

第 1回 の分については去年の会誌 [5]に解説を述べたので、その後の

分について、コメン トと解答を簡単に付 しておこう。
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3。1 正 方 形 を 縦 横 に 付 け て い って 大 き い正 方 形 を 作 る と

き 、大 小 取 り混 ぜ て で き る正 方 形 の数 は分 か るが 、正

三 角 形 で 同 様 に した ら幾 つ に な る か 、公 式 が あ るか ?

二重県の中学の中村先生か らの質問である。今年度の県教研の助言

者の依頼に来られたおり、TOSMポ ス トの話 もした し、他の TOSMの

プロジェク トの話 も聞いていただいた。その後何かの話のついでだっ

たか、気になっている問題 として この問題をあげられた。どこかに書

いてあるか も知れないが、本を調べるより事情を調べる方が面白そう

で、やってみることにした。

正方形の場合は辺の長さが んの正方形は (η
―ん)2個あるので、

n(n*1X2n*1)
であることは容易 に分か る。

正三角形の場合、と言って も、別に正三角形でな くて も一般の三角

形でも同 じことであるが、その個数 S(η)は実際に絵を描いて数えてみ

ると、

S(1)=1,S(2)=5,S(3)=13,S(4)=27,S(5)=48

となる。ηが奇数か偶数かで S(η)に対す る式は異なり、

S(2鶴+1)=
(鶴+1) ( 4 m 2 + 7鶴 +2)

S(2鶴 )=
m(m*  1X4m *  1 )

となる。

降 説]η =5で 、正方形の格子 と正三角形の格子を描いて、少 し

調べてみよう。

正方形の場合は、一番大きい正方形の辺の中に長さが たの辺はη一ん+1

種類あり、従って 1辺 の長 さが んの正方形は (2-ん +1)2個 あるか ら、

宇
部で Σ (n― ん+1)2=忍 た2=η

(・+二 )(2n+1)で
ぁることは容易

に分かる。この数の議論は正方形が長方形でも平行四辺形になっても、

同様である。

だか ら、正三角形の場合と言って も、二般の三角形で も同 じことに

なるのであるが、見たところ数えやすいので、正三角形に近い三角形

で図を描けばよい。答えを S(2)とすると、絵で数えてみると、

S(1)=1,S(2)=5,S(3)=13,S(4)=27,S(5)=48

〓
ん

π
Σ

日
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な どとなっている。

図 正方形 と正三角形の格子

例えば S(η)が 2の 多項式で次数 も分かっているとすれば、次数+1

個のデータがあれば未定係数法を使って強引にでも求めて しまうこと

ができるのだが、多項式になること自体が分かっていない。

元の正三角形の拡大 と平行移動で重なるもの (仮に、上三角 と呼ぼ

ぅ)と 、180°回転をしないと重ならないもの (下三角と呼ぼう)と は、

数え方に違いがあるあで、上三角の部分だけの和を び(2)、下三角だ

けの和を 五(n)と書 くことにすると、

S(n)=び (n)+五 (2),び(1)=1,五 (1)=0

となっている。図を見て、一番下の辺に辺や頂点を持つ三角形の数が、

階差 S(2)TS(η
-1)を 表わ しており、これを び(η)と 五(n)とに分け

て考えてみる。y(η)については、底辺を共有 し、サイズが Jの三角形

は丁度 見
一j+1個 あるのだか ら、

び(n)一 び(η
一

とな り、従 って、

Щ→=堪げJ
n (η+1) ( 2η+1)

12

である。

２〓

π

Σ

日

〓＋一ｎ

π

Σ

Ｈ

〓

年バ
η+1)=
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五(η)に つ いて は、ηの偶奇 によって違 うので、鶴 =

鶴 で表 わす ことに しよ う。サイズ Jの下三角で頂点が底辺

のの個数 は、両側 か ら づずつの辺 の上 には頂点が来れ なし

η+1-2 j ( > 0 )個 とい うことになるので、

五(2)一五(n_ 1 ) =Σ (η+1- 2 ` ) =鶴 (η+1)一 鶴(鶴+1

となる。 mだ けで表わそ うと思 えば、

五(2m)二 五(2m-1)=鶴
2

五 ( 2鶴 + 1 )一 五 ( 2鶴 ) =鶴 ( 2鶴 + 1 - m ) = 鶴
2 +鶴

となる。 したが って、それぞれ

四
□

麟

て

　

＞〓

π
- 1

五(2 m ) =Σ E ( Z ( 2 J )一 五(2 J - 1 ) ) +Σ (五( 2」+ 1 )一 五(2 J ) )
J=l                    J=1
協     π

- 1

=Σ J2+Σ (J2+J)
J〓l     J=1

=鶴 (m + 1 ) ( 2鶴
+1 ) _鶴 2+鶴 (鶴

~1 ) = m(nx+1X4m-1)

五(2鶴 +1 ) =Σ E(五(2 J )一五(2 J
J〓1

=Σ J2+ΣE(J2+J)
J〓l     J〓1

m(鶴 +1)(2鶴 +1)

3

-1))十
Σ(五(2J+1)一五(2J))
J=1

+鶴
(鶴+二)= m(m*1 ) (4nz+5 )

となる。それゆえ、

S(2m)=

S(2鶴 +1。)=

となる。nで 書けば、

2m(2m*1X2m+2) m(m* I ) ( am-1 )

6

鶴(鶴 +1)(4鶴 +1)

2

(2鶴 +1)(2鶴 +2)(2知 +3) 鶴(鶴+1) ( 4鶴 +5)

6

(m+1)(4鶴
2+7鶴

+2)

十

+
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S (η)■

S(2 ) =

である。

n (n+2 ) (2n *1 )
(n:偶 数 )

(η:奇数 )

8

(η+1 ) ( 2 2 2 + 3η
-1 )

3。2 三 角 形 の 辺 上 の 点 を 通 り、 三 角 形 の 面 積 を 2等 分 す

る 直 線 を 引 く問 題 は 中 学 の 教 科 書 に あ る が 、 最 初 に

与 え る 点 が 辺 の 上 に な い場 合 に も 出 来 る の か ?

辺の上の時は簡単で、△スBσの辺 Bσ上に点 Pが 与えられたとする。

Bσの中点 χを取れば、△五BMは △五Bθ の面積の半分である。χか

ら、■Pの平行線を引き■3か 五θかとの交点をのとすれば、直線 Pの

は△スBσを2等 分する。

ここで Bθの中点 νの代わりに 3σを鶴 :nに 内分する点から出発

すれば、Pの は△五Bσを鶴 :ηに内分することになる。

最初に与える点 Pが 何処 にあって も、鶴 :ηの場合に一般化 した問

題の解答を得 ることが出来る。まず次の問題に帰着する。

「ある角と点 Pを 与えて、点 Pを 通 る直線で角から切 り取る三角形の

面積を与えられた値に出来る。」

そしてこの問題は相似 と円を使 って解決 される、割 と良 く知 られた

問題である。
“
線分の代数

"と
いう観点で教科書の中で論ずるが、それ

とは別にこの問題に直接かかわる所だけの 「解説」を書いたほうがよ

いか、少 し迷 っている。

この方針での解法は、例えば岩田至康 [2]p.331にある。点 Pが 角の

内部にある場合とか、与える面積の値によってはそこにあるままの証

明は通用 しないが、補助的な角を取る方向を変えるとか、角の辺に関

する対称点を取るなどの若干の修正をすれば良い。

また、与えた点 Pが 辺上にある時のアイデアは、平行線間で面積を

保ちながら三角形の形を変えるというものだが、比例を使わず このア

イデアだけで押 し通 した証明が秋山武太郎 [1lp。130にある
14。マニアッ

クなまでに技巧的である。それはそれとして面白いと思 う感性 もあっ

14勿
論一般のπ :πに分害Jするものは比例を使わずに出来る訳はないが、半分に

なら出来る。比例を使わない証明であることにこだわる著者は鶴:れで出来ること
もコメントしたくなかったのかも知れない。
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た方が良いか も知れない。上のアイデアを使らて △五Bθの半分 (一般

には
鶴 十η
)の面積の多角形を次々と作って、 くヽ

のだが、点 Pの 役割を

三角形の頂点に移動する中間的な三角形を作 るのがキー 0ア イデアで

ある。最後の所では、ある線分上を動か していく点につれて出来る四

角形がいつ平行四辺形になるかという、作図題でよく現れそうな技法

が使ってある。この部分は最初の点 Pが △五Bσ に対 してどんな位置に

あるかによつてかなり証明の表情が違 う (本質的には同 じだが)。自分

でやるときは悩むか も知れない。

ところで、点 Pが 何処にあろうと任意の三角形 △五BCを 2等 分す

る直線が存在すること自体は中間値の定理 と呼ばれる解析の定理を使

えば簡単に判る。点Pを通る直線イに対して、直線Zでハ五βσを分割

した左の嶺域の面積から右の領域の面積を引いた関数∫(イ)を考える。

そ して イをある基準線からの角度θで表わすことにすれば (角度を確定

するためには直線に向きがついていると思えばよい)、 Pが △五Bθの

内部にあるときはθlま0°から360°まで動き、ノ(0°)の値とノ(180°)の値

は、∫(0°)+ノ(180°)=0だ から、正負が異なり、従って何処かでノの

値が0になるところがあり(中間値の定理)、そこで直線イは△ABσ

を2等分することになる。点Pは辺上または△ABθの外部にあるとき

は、直線イが△A3σに交わる角の所だけを∫の定義域とすれば、∫の

値はSから一Sまで変ることになり(Sは△43σの面積)、内部にある

ときと同様である。

与えられた問題はこのように存在が保証 されている直線を定規 とコ

ンパスだけで作図できるかという問題である。この種の問題が、現在、

教育的意味以外にどんな意味を持ち得るかは議論の余地があるが、そ

ういったことは言わずに問題はゲームとして楽 しめばよいと思 う。

しか しながら、「解はあれば良いのだ、作図するといつてもどうせ厳

密には描けないのだか らある程度正確ならよいじゃないか、鉛筆の線

の幅より誤差が小 さければ何の問題 もない筈」、という立場 もないでは

ない。

その意味では存在が保証 されている以上、解の直線にいくらで も近

付 くプロセスが得 られればよいとも言える。例えば、頂点から点 Pを

通 る直線が辺 と交わる点を P′とすると、P′を通る2等 分線は、点 Pは

通 らないが、求める直線の近似 と考えられる。得 られた四角形に等 し

い面積を得 るため、頂点を取 り替えて同様の操作を行 うと、更に解の
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直線に近付 く。これを繰 り返せばよい
15。

3。3 新 し い カ リ キ ュ ラ ム に 向 か っ て 、 数 学 の 目 的 を

設 定 す べ き か 。 数 学 の 成 績 が 下 が る 文 科 系 志

生 徒 に 対 し、 数 学 が 好 き に な る よ う な 興 味 付 け

来 な い か 。

教育における数学の目的は何かというような問題は一言では言いに

くい。恐 らく、どのように言ったとしても一面的にならぎるを得ず、不

適切な場面が起 こりうるだろう。

常に正 しい主張ができたとすれば、それは多分普遍的一般的な言明

になり、それゆえ、現場では役に立たず質問に答えていることにはな

らないだろう。

それでも敢えて答えるとなれば、
“
新 しいカリキュラム

"に
など向か

わなくても良いのではと、言いた くなる。そ して、数学が好 きになる

ような興味付けは出来るかどうかを考えるより先に、教師自身が数学

を好 きになることだと言いた くなる。

指導要領が変わろうと、数学自体が変わる訳ではない。何かが好 き

になるかどうかは個人の好みなのだから、むやみに干渉すべきでない。

色々な外圧が強 くなればなるほど、教師個人の内なる数学が問われ

る。何より数学を愛することだと思 う。しかし、自分が愛 しているから

といって、それだけで君達 も好 きになれと生徒に強要は出来ない。「出

来れば好 きになって欲 しい」程度のことは言 ってもよいだろうが、す

べきなのは教師自身が本当に数学を愛 していることを数学を通 して伝

えることである。

教育技術的には、数学的な技術を余 り必要としない トピックスで、面

白かったり、思いがけない応用があったりするものの中で、教える教材

に関連 した ものを選んで、導入部分に使 うことであろう。 もしかする

と、こうした質問はその様な トピックスとしてどんなものがあるかと

いう質問なのか も知れない。 しか し前にも述べたように、それは個々

15実は、秋山氏の解答を示した後で点が△五Bσの内部にある場合にやってみるよ

うに浪人中の息子に言ったところ、難しかったとみえて苦し紛れに、直線の近似列
を作ってきた。問題が違うと叱りはしたが、分がってしたのならそれはそれで見識
かとも思う。実際にこの問題を教室で行う場合には、考慮しなければいけないかも

知れない。

う

　
の
　
出

ど
　
望
　
は
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のケースで何が適切かは変 って くる。素材 としては色々なものが有 り

え、それを集めた本を書 く予定 もあるが、成書 もないではない。

具体的に状況を判った上なら考えることも出来るが、やはりこの種

のことは教師自身の数学が問われているというべきであろう。あまり

安直な種本探 しや、ネタ探 しは勧められない。

3。4 高 校数学で、数学的帰納法を η≧0(ηは整数)に対

し.て証明する時、第 1段 を η =0で 示して第 2段

を n≧ た(た≧ 0)に 対して示して良いか。それと

も、高校 では帰納法 は自然数 である ηに対す るもの

なので、第 1段 で η=0,1に 対 して示 し、第 2段 を

η≧た(た≧1)に対して示した方が良いか。

答えに窮 してしまう。数学者として答えるなら、当然 「どちらでも

構いません。なんならη≧ -10に 対 してだって同じ様に証明しても良

いのですから」というしかない。大学入試でなら間違いなくどんな大

学でも、どちらでも良いという扱いになる。

しか し、高校の実態では?、 と言われると分かりませんとしか答え

ようがない。それは一種の踏み絵として扱われている場合があるよう

だから。

数学でなら、「命題 P(2)を η≧20に対して証明せよ」という問題を、

20=1の 場合に帰着することは何でもない。鶴 =鶴 (η)=η
-2。 +1

と置き、命題 9(m)を P(m+η o-1)の こととすれば、「命題 の(m)を
鶴 ≧ 1に対 して証明せよ」という問題になる。これを示せば、元の命

題 も示せたことになる。
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3。5 長 方 形 の 縦 と横 は ど う して 決 め る の か 。 倒 せ ば 縦 と

横 が 変 わ る し、 斜 め に 置 い た ら、 縦 と横 と を ど う し

て 決 め た ら 良 い か 。

縦
横横

最初 この問題を読んだ時、縦 と横の名前の問題 と思わず、面積の公

式の問題 と誤解 して しまった。

小学校のある時期には、長方形の面積は 「縦 ×横」と教えることが

ある。

上の図を 2辺 が 2c鶴,3cmの 長方形 としよう。Sの位置に置いてある

長方形の面積は S=2× 3=6(cm2)で 、Tの 位置に置いてある長方形

の面積は T=3× 2=6(cm2)で ぁる。

Sと Tは 違 う長方形なのだがたまたま等 しくなった (勿論等 しくなる

理由があって)の か、それとも Sと Tは 元々同 じ長方形なのだから面

積が等 しいのは当た り前だと思 うのかは実は立場の違いにす ぎない。

長方形が倒れて位置を変えただけだとも思えるし、例えば机の上に

ある同 じ長方形の見ている人の (机に対する)位 置による違いだと考

えることも出来る。後者だと思えば、これは
一種の相対性理論で、長

方形 という概念が見る人の位置に依存 しないものであることの要請か

らの必然だと言えないこともない。

動いたという立場でも、「長方形」が動 くことによって変わって しま

う概念では困るだろう。だか ら、視線の移動や、物 自体の運動によっ

ては変わらない何物かとして、「長方形」という概念は作 られている筈

である。

これを数学的に厳密に述べることは出来るし、それはそれなりに面

白いとは思 うが、長 く煩雑な議論が必要になる。ここでは、ただ長方

形 という言葉が長い歴史の試練に耐えていることがその保証を して く

れているということで許 して欲 しい。

何にしても、Sと Tは 「同 じ」長方形なのだから、同 じ面積になるの
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は当たり前だか ら、2× 3=6=3× 2の どちらかの計算 しか許 さない

というわけにはいかないだろう。

しか し、小学校の低学年で掛け算を教える際には、例えば 「1本 1

0円 の鉛筆が 5本 あります。全部でいくらで しょう。」という問題が与

えられ、「10円 ×5=50円 」と計算せよと教えており、このとき 5×10

という計算を許 していない。

「掛け算の順序を変えることを許 さないことは、縦 と横の何か しらの

規準がないと困るのではないか ?」 という趣旨の質問だろうと思 って

しまったのである。

問題は、掛け算の順序の問題 と、縦横の命名の問題であり、順序の

方が難 しい問題だと思 ったのが、勘違いの元である。この解説を書 こ

うと思 うまでそう思い込んでいた。まず掛け算の問題を、少 しコメン

トしておこう。

面積の計算の時は 「縦 ×横」と教えるにしても、「横 ×縦」としては

いけないという意識はあまり強 くないのではないだろうか。整数辺の

場合に 1× 1の 正方形のタイルを埋めていくというようにして教える

ことが多 く、本質的に視線の変更や長方形の運動によって変るもので

ないように教えているからだろう。

この問題で議論が錯綜するのは、算数 と数学が違 うことの認識がな

い所為である。数学の理論では、自然数、整数、有理数、実数、複素

数と数の範囲を広げていく際、常に掛け算の可換性は保証 されている。

更 に数の範囲を広げようとすれば、積の可換性は成 り立たな くなる。

しか し、算数で利用 される数の範囲では積は可換である。だか 桂ト

け算の順序はどっちでも良い、という訳にはいかないのでぁる。

それは、算数が数学ではないか らである。算数は数学の応用技術な

のである。子供の成長過程において出合 う諸問題のうち、数学を用い

て解決できる問題に対 して、数学の理論 ・技法を如何に適用すること

が出来るかという、いわば料理のレシピを教えているのである。

だか ら、上の鉛筆の問題で も、問題か ら出来るだけ自然に (本当の

自然ではな く人間にとって抵抗感が少な くというくらいの意味)、 計

算式を導けるかということに主眼がある。「lo円 の鉛筆が 5本 」だか

ら、10と 5を この順に置いて、「10円 ×5=50円 」 と計算すれば出

来るのだか ら、まずこの技法を覚えて欲 しいというのがこの段階での

教え方なのである。自然数の乗法 という数学的技術が、この問題を解

くのに応用出来るが、その適用のさせ方を一つ覚えさせようとしてい
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るだけなのである。

小学校のこの段階では、掛け算 という数学的技術を習得 した上で、

問題を解 こうというのではな く、問題を解 くことを通 して数学的技術

の存在 と有効性を納得 させようとしているのである。

だか ら、5× 10と ぃう計算をしてはいけないと強調 し過 ぎるのには

問題がある。最初の段階か ら、5× 10と ぃう計算 も許容すると子供は

却って混乱するだろうという点を考慮 した、教育的配慮にすぎない。精

神年齢の低い段階では、極端な自由よりも、一定程度の制約の元に技

法の習熟を主眼にするという教育的措置は認められて良い。

名数、無名数 という言葉を使って正当化することも行われているよ

うだが、そういうことを言い出せば、算数で扱 う数はすべて名数であ

ると思 ったほうが良い。上の例でも 「10円 ×5=50円 」で 10は 名

数だが、5は 無名数 というのには無理がある。5は 鉛筆の本数で、5本

なのである。 10円 も純粋に 10円なのではなく、 1本 当 り 10円なので

あって、言 うなら 10円 /本と言 うのが正 しい。したがうて、単位の方 も

割 り算が出来て、「10円/本 ×5本 =50円 」とやれば、整合的で、こう

して しまえば、順序などというものは何程の意味もない。「5本 ×10円

/本 =50円 」 として、より分かり難いということはある筈 もない。

しか し、掛 け算を教え始めている小学校低学年の児童に、単位の掛

け算 ・割 り算を同時に理解 させようとするのは無謀であり、不 自然で

あり、意味がないということになる。

したがって、「10円 の鉛筆が 5本 」という言葉の順序に従って、「

10円 ×5=50円 」 と計算することを教えるのである。だから、この

方が子供にとって理解 しやすいとか、こうする必然性があるなどと議

論 しないほうがいい。現に、英語圏では 「5× 10円 =50円 」 と教え

ている。 これを知 って、スカラーは前に書 くべきものだからという議

論 もしない方がいい、単に英語では 「■Ve pencils of ten yens」と言 う

からに過 ぎないのだから。

最後に、「縦横」の命名の問題についてコメン トしておこう。

これまでの議論で も分かるように、縦横は個々の長方形にとって固

有なものではない。長方形 という概念が、視線の位置や運動によって

変化 しないものである以上、そうしたことで変わってしまう縦横は、数

学的な概念ではないのである。では、縦横 とは何だろうか。

長方形の辺は4つ だが、その 2つ ずつは長 さも方向も同 じ線分の組

-33-



になっている。 しかも、異なる組の辺は直交 していて、各々の組の線

分の長 さの積が面積を与えている。その時意味のあるのは辺の長さの

組 (非順序対)で あり、順序対 (対)で はないのだが、人間の感覚 と

して、組を考えるより対を考える方が扱い易いのである。対では、要

素は二つあるといっても一つずつ考えれば良 く、考え方 としては
一度

に一つのものを順に考えれば良いのだが、組では二つ同時に考えるこ

とを余儀な くされる。

数学的には二つの辺の組にだけ意味があるのだが、つまり、どちら

かの辺を優先する理由はないのだが、具体的に長方形を取 り扱って例

えば辺の長 さが知 りたいとき、どちらかを先に測る必要がある
16。
そ

こで現実的に、長方形の二つの組のどちらかを特定する機構が欲 しい

のである。人間は長 く 「長方形」に関って来たので、そのような機構

を体現する概念 と言葉が存在するのである。

さて、では 「縦 と横」とは何だろう。

長方形を眼の前に置 くとき、人は自然に一つの辺を水平に置 く。そ

の方が安定 して見えるから。安定 していないと何か しら不安に感 じる

か ら。水平を感 じるのは人間の眼が横 (水平)に 付いているか らであ

ろう。二つの眼を結ぶ直線の方向が水平 (横)と いう訳である。

不幸にして眼が一つ しかなければ水平 は感 じられないかと言えば、

耳が水平に付いている。耳が一つ しかな くて も、腕が水平に付いてい

る。例外がないとは言わないが、水平を感 じることは誰にも出来ると

いって良いだろう。

眼で見るとき、第一には正対 した平面上の図形だと思 う。机の上な

ど水平な所に描かれている図形は、その投射 (射影)だ と感 じている。

だから、机の上に描かれた正方形は、多 くの場合縦の方が長 く感 じら

れる。感覚でも、天の邪鬼の人がいるか ら、反対に感 じる人 もあるか

もしれないが。

正対 した面の上の正方形を水平面上に投射すれば、横の長 さは変 ら

ないが縦は短 くなる。 この分を自動的に補正するから、却って長 く感

じるのだと思 う。この補正が自動的に起 こらない人 (ある意味で訓練

が出来ていない人)は 、当然 (?)縦 の方が短 く感 じるだろう。

16そぅしないと、どちらのバナナが大きいかと考えながら、日の前にバナナがあり
ながら餓死してしまう、寓話の猿になってしまう。勿論現実の猿はそんなことはな

く、利き手に近い方からとか、大きい方からとか、色の派手な方からとか、匂いの

強い方からとか、何かしらの不確定な動機によってまず一つを選んで食べてしまう
だろう。
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この感覚の議論はこの際どうで も良い。要するに水平は人間の感覚

機関のあり方から理解 され、縦はそれに垂直な方向として理解 されて

いるということである。垂直は本来、地平面に垂直 ということで、眼

前に正対 した平面上の水平線に直交する線の方向だが、机の上などで

はそれを射影 した方向が縦 となる、つまり、自分から遠 ざかる方向で

ある。

結局、縦 とか横 とかいうのは長方形の辺本来の性質ではなく、それ

が (観察者に対 して)ど のように置かれているかを示 しているものな

のである。

斜めに置かれている長方形の場合どうするかと言えば、どうしよう

もないというのが答えだが、それでは愛想がないので、水平面上に置

かれたとして重心の位置によって右か左かに倒れるだろう。その倒れ

て水平になるだろうと思われる方向を横 とすれば如何であろうか。

重心が丁度頂点の上に落ちているときはどうするのかと言われても、

風で も吹けばどっちかに決まるで しょうと言 ってもいい し、縦 も横 も

ないと言って もいい。

縦 とか横 とかは所詮、視点の違いで、気持ちが落ち着けばそれで良

いのである。

円錐の場合に問題が起 こらないと質問者が考えているのは、円錐を

安定に置 く置き方が一通 り (高さを決める意味では)で あるから、他

に考える気持ちが働かないからだと言 ってもよいと思 う。

3。6 円 を 投 影 した ら 何 に な る か 。楕 円 に な る と 思 う が 、元

の 円 が 内 接 す る 正 方 形 を 考 え て 、 そ の 投 影 が 台 形 に

な る 場 合 に 、 相 対 す る 接 点 を 結 ぶ 線 分 の 交 点 は そ の

楕 円 に と っ て 一 体 何 に な る の か 。

世間話のように質問されたので、 くどいことは言わず、世間話のよ

うに答えて見よう。

「楕円になります。正方形の投影が台形になることもあるけれど、間

題の交点は内接円の中心の写 った先 というだけのことで、楕円にとっ

ての特徴的な点ではありません。」

これでは余 りに愛想がないので、少 しだけ解説を加えよう。
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この質問を受けた時、「楕円になるのは当たり前です、円錐曲線です

か ら」 と言って しまったが、間違 っている訳 じゃないが、少 し説明不

足だったようだ。質問された I先生はもしかすると不満だったかもし

れない。

そのためには 「投影する」とは、何をすることかを確定 しておかね

ばならない。「投影」 と言 う言葉を聞いた時、「1点 」を光源 とする投

影を思い浮かべて しまったのだ。そうだとすれば、その点から出て円

上の点を通 る直線の全体は円錐を倒 した もの、楕円錐になる
17。
投影

するとは、その光の楕円錐をある平面 (大抵は水平面)で 切取 ること

に当たる。

円錐の切 り口で閉 じたものが楕円に他ならないことはアポロニゥス

の昔か ら分かっている6楕 円はヽ形 としては、円をある方向に一定の

割合で拡大 したもので、その楕円をもう一度別の方向に拡大 してもま

た楕円であることから、切 り回が楕円になることは当た り前 と思 って

しまった。

しか し、高校の問題だと思えば、普通 このような問題の時は投影 と

いうより、射影なのではないかと後になって思 った。それでも、強弁

する訳ではないが、この議論は間違っている訳ではない。この場合は、
一定方向の射影、つまり、無限遠に光源が有ると思えば良 く、楕円錐

の代わ りに楕円柱を考えるだけのことで、議論 としてはまった く同様

に進む。

交点の問題だが、射影でも投影でも直線は直線に写ること、交点は

交点に写ることを考えれば、元の円の中心の写った点であることはす

ぐに分かるだろう。円に外接する正方形を考えると、円の中心は正方

形 との接点で相対するものを結ぶ直線の交点であり、正方形がどんな

四角形に写ろうと楕円とその四角形 との接点で相対するものを結ぶ直

線の交点に写 ることになる。

ただ、正方形が台形に写る際にはその直線の一方は内接する楕円の

軸の一つと一致 し、もう一方の直線 と直交するような気がする:そ れ

で、その交点が楕円にとって何か特徴的な点になっているような気が

しただけの、一種の錯覚が起 きたのだろう。

射影かもしれないと思ったのは僕の勘違いだったようだ。射影なら

ば、平行線は平行なままだから、正方形は平行四辺形にしか写 らない。

17勿
論、光源と円との位置関係によっては円錐になる
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平行四辺形に内接する楕円を描いてみれば分かるが、接点は楕円にとっ

てどんな特別な意味 も持たない。楕円の軸は接点 とは何の関係 もない

位置にある。

射影を投影に変えると、光源を無限遠から近付けて来ることになり、

元の円を含む平面 と投影 される平面 との交線に近いほど小 さく遠いほ

ど大 きく写 ることになる。そのため、平行四辺形になるべきものが台

形になった り、一般の四辺形になったりして、円はその内接楕円に写

るのである。

平行四辺形の時です ら特別な点でないのだから、もっと
一般になれ

ば、「一般には」特別な点になれる筈がない。

4 終 わりに

原稿を依頼 された西岡先生に、内容の構成に付いて相談 したことが

あります。TOSMポ ス トのその後を書かせてもらっても良いかという

ことと、ポス トの宣伝媒体を広げたにも拘 らず質問が量的にも質的に

も落ちているということを話 しました。

僕の方では何 らかの別の努力が必要ではないかという含みで質問 し

たのですが、西岡先生は、「もっとポス トに質問するように言って下 さ

い」などと、却って現場の側の不勉強を恥 じるという趣旨のことを言

われ、とて も励まされた思いが しました。それで、第二回目のポス ト

の質問にも思ったよりも饒舌に答えて しまうことになりました。落語

でも聞 くように気楽に読んで頂いて構いません。

ところでその際、西岡先生の言われたことで心に残ることがありま

した。西岡先生は津高校の前はある定時制高校に長 く居 られ、またこ

の 4月 か らは亀山高校に転出されました。

「先生、あのね、僕は定時制に居たときが
一番数学を教えていたよう

な気が します。」

教科書や参考書に書かれてある数学でな く、自分の裡 (うち)な る

数学が問われていたと言われたかったのではないので しょうか。技術

的に高度な事柄を教える際には、そのことだけに教える側 も教わる側

も気がとられ、現象や構造を理解 し処理するために働 く筈の数学的精

神が失われているのではないかと、西岡先生は言われたかったのでは

ないで しょうか。
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TOSMグ ループとしては、何 らかの意味で協力 してもよいという人

を募 る方が良いかもしれないと思っている所です。これまでは教育 「運

動」のような形にはあまりしない方が良いと思っていました。運動とな

れば、何か しらの非教育的な運動 との関 りが問題になることもあるか

も知れない し、個々の微妙なニュアンスよりも強 く押 し立てるスロー

ガンが必要 となったりして、初期の志が失われて しまうことを恐れた

のです。

しか し、事が教育や文化に関ることなのですか ら、孤高を保ってい

て も仕方がありません。世界に対 して何か しらの影響力を持たない訳

にはいかないし、目指す必要 もあると思 うようになって来ました。人

の広が りを少 し拡げて、どうした ら人の心の中に浸み込んで行けるの

かを考えてみたいと思っています。

それ らを含めて TOSMグ ループヘの提案や意見は、是非 TOSMポ

ス ト宛 にお送 り下 さい。

全面的に協力するのは難 しいと思われる方でも、プロジェク トごと

になら参加 して頂けるのではとも思っています。

また個人的には、[6]を手始めとして児童 ・生徒の本当の数学的能力

を測る調査の有 り方を模索 し、その調査をもとに今後の算数 ・数学教

育の有 り方について考えていきたいと思っています。TOSMの 調査 [7]

のような教師サイ ドの調査 と関連を持たせることが出来れば、更に面

白い示唆が得 られるか もしれませんが、直接双方に同種の調査をする

ことには抵抗があるかも知れません。具体的には今後の課題です。

調査の結果、現在の指導内容では足 りないところがあれば、それを

補 うような書物を書いていきたいと思っています。例えば [3]は、幾何

的直観を通 して直観力の養成について考察 したもので、具体的に三角

定規を利用 した教材の展開についても述べています。
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