
TOSMポ ス ト

蟹江 幸 博

三重大学教育

TOS]Mグ ループの結成と TOS]Mポ ス ト開設

1992年 12月 の初めに、色々の経緯はあったが、二重大学の蟹江と岐

阜大学の中馬が福井大学の黒木研究室に集まって、数学者として算数 :数学

教育に対して何が出来るか、という問題を考えていくことに合意し、更には

考え付いた方法のうち実行可能なものは一つ一つ実行していくことにした。

蟹江が二重県の教研集会 (1992年 11月 )に 助言者として参加した際、

多分小学校の先生だと思うのだが、立ち話である問題を尋ねられた。慌ただ

しい中だったので余りちゃんとした返事が出来なかったことがノ己ヽ残りでもあっ

たし、子供達との勉強の中で数学的な問題で悩み、それに答えられる人が周

りにいなかったり忙 しかったりして自分で考える時間の取れない現場の教師

が可成の数いるのではないかと思った。教育の荒廃が叫ばれるなか、教科の

内容についても良心的に振る舞おうとする現場の人びとに接してうれしい気

持ちがして、我々が出来ることでお手伝い出来ることはないだろうかと、そ

の時ふと思ったのである。

前記の3人 はグループとして互いに不得手なところを補いながら活動して

いくことにし、取り敢えずグループの名前を TOSMと した。語呂もあった

が、Teaching Of School Mathematicsの頭文字を取ったものである。
TOSMグ ループ最初の事業として、上のような埋もれた現場の欲求に応え

ることから始めることにした。それが、以下に見るTOSMポ ストの開設の文

書である。

この文書は、日本数学教育学会の会誌のニュースや日本教育情報学会の

NewsletteIにも載せてもらい、また各県内 (二重 ・福井 ・岐阜)で はチラシ

の形で知人や卒業生などを通じてとしてクチコミ式に拡げていくことにした

ものである。
* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *
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TOSMポ ス ト開設 ―算 数

知 らせ

数 学 教 育 に 関 す る相 談 ― の お

下記三大学教育学部数学教室にTOSMポ ストを平成 5年 1月 -3月 末日ま

で開設することになりました。TOSMと はTeaching of School Mathematics

の略です。教員養成のための学部におります関係上、算数 0数学教育に携わっ

てぃる方々の数学上の悩みの相談の場が欲しいという要望を耳にすることが

多く、多少なりともそれに応えようということで数学者の有志二人でこの様

な企画を始めてみることにしました。常時相談室を開設できると良いのです

が、まだ有志の数も少ないので実行可能な方法が限られますが、出来ること

から始めることになりました。途中で止めることなく継続していきたいと思っ

ています。電話相談的なものではありませんので、短期間に全ての解答がな

されるというような過大な期待はしないで頂きたいと思います。

相談方法は、住所氏名を記入した返信用の葉書を同封した封書に限らせて

頂きます (これを必須の用件とします。書き忘れた場合には返信用葉書を送

り返さないことがありますのでご注意下さい)。下記のどのポストに送ってい

ただいても結構ですが、電話でのお問い合わせには応じかねます。

さて、相談に対する返答の方法ですが、内容によっては即答できることも

あり、かなりの期間考えなくてはならないことも、考えても分からないこと

もあるかも知れません。一言で返答できる場合も、何ページもの論文的な形

でないと返答できない場合もあるかと思われます。寄せられる相談内容がど

のようなものになるか分かりませんので、具体的にはポストを閉めてから三

人で相談して返答の方法を考えさせて頂きたいと思いまづ。その方法につい

ての返答は遅 くとも夏頃までに返信用葉書にてお知らせするということにし

たいと思います。

とりあえず第一回を開設しましたが、今後二回、三回とポストの開設も行っ

ていく予定です。

また、返答の方法について一応の企画もあります。当面二人の所属する県

で年に1回程度TOSM相 談室を現地で開設し二人が直接相談に応じること

も考えています。その他、パネルディスカッションや模擬授業のようなこと

も可能かと考えています。

また、論文的なスタイルでしか答えようのない問題については、何らかの

公的刊行物に発表することで替えさせて頂きたいと思います。

いずれにしましても、どの様な相談にどの様な方法で答えたかという点に

- 3 -



ついてのデータベースを作る予定でいますし、それをどの様にお知らせする
かは今の所、不定期に開く予定の相談室の折りにでも配布することを考えて
います。

私達は、現在並びに将来の数学教育に関して深い関心を持っており、何等
かの形で現場の皆様のお役に立てればと考えています。

現在のTO

蟹江幸博

黒木哲徳

中馬悟朗

SMポ スト

三重大学教育学部数学教室 TOSM二 重ポスト (事務局)

〒514 津 市上浜町 1515

福井大学教育学部数学教室 TOsM福 井ポスト

〒910 福 井市文京 3-9-1

岐阜大学教育学部数学教室 TosM岐 阜ポスト

〒501-11 岐 阜市柳戸 1-1

相談内容  :
ポスト期間 :
相談方法  :

算数 ・数学教育に関わる数学上の問題
平成 5年 1月～ 3月 末日
封書 (住所氏名を記入した返信用葉書同封のこと)

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

ポストを開設することを議論をしていたときには、余り沢山の投書や数学

■でな
い投書が殺到したらどう対処 したら良いか分からないという不安の方

が強かったが、実際に開設してみるとマスコミなどの宣伝をしなかった所為
もあるのだろうが、予期していた事態に至っていない。開設の動機になった問
題を除けば、二重大学の数学教育の大学院生からの質問と、蟹江の一般数学
の講義を聴講 している二重県内のある塾の講師からの質問の二つだけであっ
た。公的に公表した二つの雑誌も、日本教育情報学会のNewsletteIは2月 の

中頃、日本数学教育学会の会誌のニュースは3月 中頃にしか読者の手元に届
かなかったのは、それぞれの雑誌に掲載を依頼したのが12月 の末であった
ためのことである。各々の雑誌の担当者の御好意によってもこれ以上早くす
ることは事実上不可能だったのである。その時点でポスト開設の時期を変更
しても良かったのであるが、既に少ないとはいえ色々なルートでポスト開設
の文書が流布していることから、変更すれば朝令暮改のそしりを免れず、却っ
てポストに対する信用をなくすようなことになってはいけないといぅ判断で
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変更をしなかったのである。

ポストを一旦閉めてからそれに対する対策を考えていくことがグループの

方針だった。ポストを開設するときからポストに投函された質問にどのよう

な形で応えていくべきかが課題とされており、適当な雑誌にTOSMの コー

ナーでも作ってもらうとか、また夏の学校のような形式で各県の現場に近い

ところでグループのメンバーが直接お答えするということも考えていた6

今回ポストヘの投函がこのような結果になった理由は幾つかあるだろう。

しかし、ポストに対する需要がないのだとは我々は考えてはいない。ポスト

ヘの需要のあるところまでポスト開設の文書が届かなかったこともあるだろ

うし、届いても期間が短くて問題を整理して投函する余裕がなかったことも

あるだろう。また、我 T々OSMグ ループの真意が伝わらなかったとか、投函

した後の結果が期待できないと思われた所為ではないだろうか。

前半の問題については、第二回のポスト開設を考えている。雑誌掲載時期

を考え、第二回のポスト開設は1993年 7月 ～ 9月 にすることにした。一

回目の開設文書を掲載してくれた雑誌には、三回目のポスト開設の公示の文

書を掲載するようお願いする予定である。しかし、ポストヘの需要はそのよ

うな雑誌を読む機会もない現場にこそあるのではないかとも考えている。そ

のようなところへ浸透する良い方法があれば、TOSMの 近くのメンバーにで

もお知らせいただきたいものと思っている。ポストに投函されてもよい。

後半の問題については今後の我々の活動によって信用を獲得していくこと

しかないと考えている。そこで、元々この夏に開催するつもりだったポスト

の返答のための夏の学校を、TOSMグ ループの活動の原点を見つめるものに

しようということになった。

詳細はこれから決めるべき所も多いが、大体の所をお知らせしておこう。組

織的なことと財政的なことから今年は1回 だけにせざるをえないと思う。場

所は福井市のある公共のホールで、8月 8日 の日曜日にしようと思っている。

名前はTOSMシ ンポジウムと呼ぶことにした。適当な冨1題も考えるつもりで

ある。

テーマは数学と算数・数学教育との接点についてとし、グループのメンバー

ー人の講演の後、各県から一人ずつ現場の教師の方二人 (小中高それぞれ一

人で)と グループの二人との6名 くらいをパネラーとして、会場からの質問

を受けながらフリー ・トーキングをしたらどうかと思っている。

ポストヘの質問への解答の機会という元々の動機から、希望があれば会場

で直接質問 (算数 0数学教育上の数学的な質問)を 出してもらってもその場
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で答えられるものは答え、答えられないものは後の機会に回すことにすると

いうような時間を取ってもよい。我々が立ち往生するようなことも起こるか

も知れないが、そのことを通じて却って、算数 0数学の勉強が知識をため込

むことではないことが伝えられれば、我々は恥を掻いてもよいのではないか

と考えている。

第二回日のポスト開設の公示のための文章の案を以下に示してこの節を終

えたい。

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

第 二 回 TOSMポ ス ト開 設 の お知 らせ

平成 5年 1月 -3月 末日までのTOSMポ スト開設に続いて、平成 5年 7月

1日 ～ 9月 30日 の期間下記三大学教育学部数学教室に第 2回 の TOSMポ

ストを開設いたします。

TOSMと は Teaching of School Mathematicsの略で、下記三大学教育学

部数学教室に所属する3人 の数学者が算数 0数学教育にかかわって数学者が

なすべきことまた出来ることは何かを考え実行しようとするグループの名前

です。長い問教員養成のための学部におります関係上、算数 ・数学教育に携

わっている方々の数学上の悩みの相談の場が欲しいという要望を耳にするこ

とが多く、多少なりともそれに応えようということで、そのような質問を受

ける場所としてのポストを開いてみることにしました。

第一回は開設の公示が遅くなり、開設期間の設定が適切でなかったことも

原因となってか、ポストの存在自体も浸透していなかったで、投函された質

問は余り多くありませんでした。この夏開く予定の TOSMシ ンポジウムに

於いて、第一回分のポストの質問と返事を印刷したものを配布します。この

第二回のポストについても少なくとも質問のリストは配布したいと思ってい

ます。

さてポストヘの相談方法ですが、当面住所氏名を記入した返信用の葉書を

同封 した封書に限らせて頂きます (これを必須の用件とします。書き忘れた

場合には返信用葉書を送り返さないことがありますのでご注意下さい)。下記

のどのポストに送っていただいても結構ですが、電話でのお問い合わせには

応じかねます。

さて、相談に対する返答の方法ですが、どのような形が適当かは決めてお

りません。勿論質問を寄せられた方には個別にお返事できるとよいのですが、
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多 くの方から同 じ質問を寄せられるような場合には、何かしら公共の場に発

表 しておくことの方が望ましいと考えています。従いまして、返信用の葉書

にて、質問に対する答えを掲載 した雑誌や書物 (TOSMグ ループが責任のも

てるもので)の 名前、巻号、ページ数などをお知 らせすることになろうかと

考えております。

いずれにしましても、質問のリス トとそれに対する解答の リス トに関する

デ丁タベ
~ス を作る予定でいます し、そのデータベースを印刷 したものを

TOSMシ ンポジウムの折 りに配布することを考えています。

なお、TOSMシ ンポジウムはいまのところ8月 8日 (日)に 福井市で開 く

予定で準備を進めています。その内容としては、数学と算数 ・数学教育との

接点についてのグループの考え方を説明する講演 と、それに関するフリー ・

ディスカッションを考えています。パネラーとしてはグループの 3人 以外に、

二重 ・福井 ・岐阜の三県の小中高の先生三人の計 6人 ほどを予定 し、現在人

選中です。 シンポジウムに関する御提案 もポス トで受け付けます。

私達の動機は、現在並びに将来の算数 0数学教育に関する関心であり、我々

の教室の卒業生やその延長としての現場の教師の皆様のお役に立ちたいとい

うことであります。算数 ・数学に対する社会の態度が変化 してきていますが、

学問としての性格やまた社会や自然への人間のアプローチの基本的技法とし

ての性格は、時代とともに大 きく変わるものではないと考えます。算数 ・数

学を正当に評価 し、その楽 しみや喜びを伝えていくことが、社会の健全な発

展に不可欠であることを信 じて、TOSMグ ループは結成されました。

TOSMグ ループは
“
算数 ・数学をすることは楽 しい

"と
子供達に伝えるた

めのお手伝いをさせていただきたいと考えています。

奮って質問をお寄せください。

現在のTOSMポ ス ト

蟹江幸博 二 重大学教育学部数学教室 TO

〒 514 津 市上浜町 1515

黒木哲徳 福 井大学教育学部数学教室 TO

〒 910 福 井市文京3-9-1

中馬悟朗 岐 阜大学教育学部数学教室 TO

〒501-11 岐 阜市柳戸 1-

SM二 重ポス ト (事務局)

SM福 井ポス ト

SM岐 阜ポス ト

1

- 7 -



相談内容  :
ポス ト期間 :
相談方法  :

算数 ・数学教育に関わる数学上の問題
平成 5年 7月 1日 ～ 9月 30日
封書 (住所氏名を記入 した返信用葉書同封のこと)

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

なお、ポスト開設のチラシやこの文章を読んでの感想やTOSMポ スト及び

TOSMグ ループの活動に対する意見があれば、TOSMポ ストに投函されたり

直接 TOSMメ ンバーに告知されたい。また、直接間接、有形無形にTOSM

グループに協力してもよいという方を募っている。ただ、メンバーが少なく

時間が取れなかったり、メンバー相互が離れてもいるので相談に手間取った

りして、反応に時間がかかることがあることはあらかじめ了承しておいて欲
しい。
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質 問 集

質問の解説は別稿で行うことにする。

l.長 さがすべて異なる直方体の展開図はどれだけあるか?

[質問について]TOSMポ スト開設のきっかけとなった質問である。

直接蟹江が質問を受けた。質問者の名前は不祥、二重県の小学校の先生

らしい。児童とこの問題を考えたが40ま で数えてこれですべてか分か

らないということであった。立ち話のその場では、場合を数え尽くすた

めのツリーが完全であるかに注意し、また得られた場合のすべてが異な

るものであるかをきちんと見ればよいというような当たり前のことし

か言えなかったが後で気になって仕方がない。質問された人の名前も判

らない。その罪滅ぼしに、というのもTOSMポ スト開設の理由の一つ

である。

l解答]展 開図を平面図と見たとき、合同なものは同じだと考えるの

か、裏返しは許さないで回転で重なるものだけ同じだと考えるのかとい

う問題がある。これは展開図として折り目の山折りと谷折りを区別する

かどうかという問題であって、どちらでなければならないという訳では

ない。答えは次の通り。

裏返 しを許さなければ 96通 りで、許せば 54通 りである。ちなみに辺
の長さの一組が下致するときは正四角柱の形になるが、52通 りと29通

りで、立方体の場合は、20通 りと、H通 りである。

2。円周上に 絶点を取 り、互いに線分で結ぶとき円内に最大いくつの領域

が出来るか ?

[質問について][記 念すべき最初のポス ト投書である。残念ながら現

場からの投書でなく、修士論文の構成上分かれば嬉 しいという二重大学
のある大学院生の投書である。]
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[解答]こ の数をγ(η)と 表わす。実際に図を描いてみると、γ(1)=

1,γ(2)=2,γ(3)=4,7(4)=8,γ (5)=16,7(6)=31な どとなり、

最初のうちのγ(η)=2π
~1と
いう予想は 2=6に 至って初めてずれて

くる。

一般的に求めることが難しいようだが、実はγ(n)を具体的に求めるこ

とが出来る。

<→=1+ 仰 ―幼に→+叫

証明は帰納法でやる。γ(η)=γ (協
-1)+α πであるようなαπが求まれば

よt がヽ 、 こ れが

απ=ΣE{(j-1)(η―j)+1}=2+
二= 1

と求まるのである。

n (n -  1X"  - 2 )
=:(π 2_32-+8)

3.正多角形を描きたい。円を使って描くように指導してある教科書がある

が 360°を辺の数で割って整数にならないもの、例えば正 7角 形や正 9

角形などを分度器とコンパスで描くことが出来るか?

[質問について]初 めて封書で届いたポストベの投書である。何とか

答えてあげたいが、このままでは質問が適切でないとしか言いようが

ない。

適切でないという理由を説明しよう。まず分度器とコンパスだけでは多

角形は描けない。定規が必要である。(勿論、鉛筆なリペンなりという

道具も必要であるが、描くということからこれは当然のことだから考え

なくても良いだろう。)

これは質問を茶化しているのではない。定規を使うのは当たり前すぎ

て、敢えて質問に入れなかっただけであろう。しかし定規を使うと言っ

ても、その長さの目盛りは使うつもりはないと思う。日盛りを使うと

は、個々の線分の長さを測りながら作業することであるが、1辺 の長さ

が幾つかということは重要ではない。問題となる図形が
一つ描ければ、

それを相似拡大 して任意の長さを辺を持つ正多角形が作れることにな

るから。

-10-



ところで分度器を使うということはその目盛りを使うことであり、それ

が許されるならどんな正多角形も描けることになる。適当な半径の円を

描く。この円周をまっすぐに伸ばして線分にし、それをη等分する (こ

れはコンパスと定規だけで出来る)。これをまた円周になるように戻す

のである。

ここで円周を円に巻き付けたり、伸ばしたりしているのだが、その操作

は許されないと考える人もいるかも知れない。しかし分度器を使うこと

を認めるなら、この操作も認めていることになるのである。分度器を作

成する際、その目盛りを入れる作業にはどうしても、どこか本質的なと

ころでこの操作を行っているのである。

また逆に、そういうことが出来ないのでは円周の長さをどのようなもの

だと考えればよいのかという反論もありそうである。初等教育の範囲内

では、許す許さぬという問題にはなりにくいだろう。

従ってこの問題をそのまま素直に受け取るのなら、
“
どんなηに対して

も正 協角形は作図できる
"と
言っても良いかも知れない。

しかし上の操作の問題は、円周率の無理数性や超越性の問題や、曲線の

長さの定義の問題が関ってきて、初等教育の範囲内では議論しにくい問

題でもある。

議論だけなら初等的にできるような類似の問題が古代ギリシャの昔か

ら知られていて、様々な数学者が解決に努力している。若い頃のガウス

が正 17角 形の作図に成功したことを、少なからず誇りに思っていたと

いうことも数学史上のエピソー ドとして有名である。最終的な解決は、

革命にか恋にか破れ、形の上では決闘で死んだフランスの天才児ガロア

まで待たねばならない。

その問題は

“
定規とコンパスだけで正 η角形が作図できるか7'

である。元の問題には一応答えたので、これがポストに投函された問題

だということにしてもらおう。

[解答]ガ ロア理論を使った証明しか知らないので、初等的に解説する

ことが出来るかどうか難しい。しかし、答えは分かっている。
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“
正 η角形が定規とコンパスだけで作図できるための必要十分条件は、
ηが次の形をしていることである。

η=2ⅣPlP2…°Pた  (Pj=2傷 +1(Ⅳ,cJ∈Z>0)は互いに異なる素数)

TOSMグ ループの事業として、初等教育の教員養成課程に対する (大

学の)教 科書を書く予定があるが、この問題はそこで議論することに

なっている。

4.直 三角柱がある。すべての側面を横断するように平面で切った切り回は

三角形になるが、正三角形になることがあるか。あるとしたらその長さ

は底面の三角形だけで
一意的に定まっているか。出来れば底面を与えた

とき、その正三角形を簡単に描くことが出来るか?

[質問について]ポ ストを締めた後 (4月 18日 )、皇学館大学の平林
一栄教授にポストの話をしたとき、永年暖めていたという問題を頂いた

ものである。

[解答]底 面の三角形をその辺の長さα≦b≦ Cで特徴付け、正三角形
の辺の長さイをα,b,cの関数で書けばよい。そしてその長さ (関数)が 、

作図できるものであればよい。平林教授の質問は
“
簡単
"に
描けるかと

いう点に力点があったようで、その意味では解答になっていないかも知
れないが、取り敢えず出来ることだけ報告しておこう。

答えは

〃
2= α2+b2+c2+v包(【些1-b2)2+(b2_c2)2+(C2_α2)2)

3

である。関数の形が四則と自乗 と平方根を取ることしか出てこないの

で、α,b,cからコンパスと定規だけを使って作図できる。作図の仕方は

初等的だが、関数の表示通 りにやろうとすればかなり面倒である。これ

までの分は解答で詳 しく述べるが、簡単にやることは今の所出来てい

ない。

第一回のTOSMポ ストの質問は以上である。ぜひとも第二回のポストには

多くの質問が寄せられることを希望している。
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3 解 説 1

問題 1 辺 の長さがすべて異なる直方体の展開図はどれだけあるか?

[解説]す べての辺の長さの長さの違う直方体をその幾つかの辺に沿って

切り開き平面図形にすることを展開するというのであった。

何もせずに考えてみても幾つあるのか分かりそうにないので、まずやって

みることになる。実際に展開図を描くと言っても描くとなれば、具体的に辺

の長さを決めないといけない。一つ一うの展開図を描く際に、
一番長い辺、

短い辺、中間の長さの辺がどれだか分かっていれば、結果には影響しないの

だが、出題者の言うように40以 上もあるとなれば、既に数えたものと数え

てないものの区別がし難く、数え尽くすこともそれらが互いに異なっている

ことも半J然としないことになる。

そういう時はまず、多くの場合、具体的に数値を決めて始めてみて、調べ

ていくうちにその数値の適切、不適切が分かってくるようになると、物事を
一般化してまたは抽象的に考えられるようになる。

今の場合非常に具体的な問題なので抽象的になど考える必要はないように

思われるかも知れないが、これが数学的思考の有効な部分なのである。

少 し実験をしてみよう。長さそのものは重要ではないので、辺の長さの比

を与えることにしよう。α>b>cを 直方体の辺の長さとし、その比 α:b:c

を例えば、α:b:c=3:2:1,4:2:1,5:4:3と か与えて同じ展開図を一う

描いてみると次のようになる。

右の図 (α:b:C=5:4:3)で は色々な位置に置くと紛らわしくなり

そうだし、左の図 (α:b:C=3:2:1)な ら十分区別できるし、中の図

(α:b:C=4:2:1)に するまでのことはないと思われる。

そこでα:b:c=3:2:1と して図を描くことにしよう。さて、幾つか描い

てみよう。
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これを考え付くだけ描いたとしても、それで全てかどうか、またそこに挙
げたものが互いに異なるかどうかをどうやって調べればよいのだろう。展開

図を描くと言うことについて少し考えてみよう。

直方体の面の数は6、 辺の数は12、 頂点の数は8で ある。平面図にする

とき6つ の面は繋がっていること、しかも共有するのが頂点だけということ

はないとしているので、5つ の辺を共有して繋がっていることになり、7つ

の辺を切り開くことになる。

1つ の辺を切り開くと展開図には2つ の辺になって現れる。展開図から実

際に直方体を作るのであれば、糊代が必要となるが、対応する二つの辺のど

ちらか一方だけにあれば良い。上に描いた展開図には糊代がないが、糊代を

描き込むとすれば、7対 の辺のどちらに糊代を付けるかで、27=128通 りの

展開図が、上の展開図のそれぞれに付随することになり、展開図の総数は128

倍されることになる。勿論今は、糊代を描かないで展開図がどれくらいある

か考えることにする。
一つの展開図を描いて、それを色々な人が見ることになれば、図を見る角

度が違っている訳で、各自にみえている図そのものは異なっているのだが、そ

れでも同じ一つの展開図を見ていることを疑う人はあるまい。このことはつ

まり、平面図形を回転させても同じものだと思っているということ、もっと

言えば展開図を描いてある台紙の紙を動かしても同じだと考えているという
ことである。これを数学的に言えば、平面の運動は回転と平行移動で生成さ
れるのだから、回転や平行移動で重ね合わすことの出来る二つの図形は同じ
である (合同ともいう)と 言うのである。

ふつう合同というと、裏返し、つまり線対称で重なるものも合同であると

考えている。しかし、裏返しは平面の運動では実現できない。例えば上に描
いた5つ の展開図のうち初めの4つ はどんな線対称を施しても変わらないが、

最後のものは裏返すと、元の展開図とはどのように回転させても重ならない

ことが分かる。展開図としてはこのことはどういうことになるのだろうか?

展開図から立体を作ることを考えると、その手続きは図を切り抜き、線分
の所で垂直に折り曲げるということになる。下のような二つの面五,3を その
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間の線分でで折り曲げるとして、右の二つの折り方をそれぞれ山折り、谷折り

という。山折りでは、線分では手前に持ち上がっている感じで、谷折りでは反

対に線分 イが沈みこんでいるようになっている。手前の側から見て、山折り

では面五,3の なす角は270°で、谷折りでは90°になっている。

直方体は凸の図形だから、展開図を折 り曲げていく際、最初に山折 りにし

たら最後まで山折 りに、最初に谷折 りにしたら最後まで谷折 りにしないとい

けない。ある展開図を山折 りで折っていって直方体を作れるなら、その展開図

を裏返せば、谷折 りで同 じ折 り方の直方体が得 られる。山折 り谷折 りを指定

せずどちらでも良いとなれば、展開図も裏返 して重なるものは同 じだと思 っ

てよいことになる。

従 ってどちらでなければならないという訳ではなく、どういう状況かを決

めればよいのである。直方体の展開図になりうる平面図で、回転と平行移動

で重なるものだけを同 じと見て分類する場合が最 も展開図の数が多 くなる。

この場合を三回型の分類といい、裏返 しで重なるものも同 じだと思 う (一つ

の展開図を山折 りでも谷折 りでも考えるということに当たる)場 合を三合型

の分類と言おう。三回型 とは辺の長さが 3種 類で回転と平行移動だけという

気持ちで、三合型とは辺の長さが 3種 類で合同も許すという気持ちを表わし

た、この文章でだけの呼び方である。

この分類の考え方を用いて、二回型、二合型、一回型、一合型の分類 も後

で行 うことにする。辺の長さが 2種 類の二回型、三合型の分類は正四角柱の

展開図の分類で、辺の長さが 1種 類の一回型、一合型の分類は立方体の展開

図の分類 ということになる。

これらを出来るだけ統一的に取 り扱いたい。実際幾つか図を描いてみると、

面と面の繋がり具合だけが問題になることが分かる。そこで面に名前を付け

て、五 =α ×b,3=α ×c,θ=bxcと 面積の大きい順に■,3,θと呼ぶこと

にしよう。前の図でなら

A B
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J =□ θ =□

となる。だから上に5つ 描いた展開図はこの記号で書けば、

五 =□

ＣЧ
かと言っい卿
　鎌
つて、″一従って一知”

Ａ

　

で

く

る

特

　

て

い

ダ

イ

に

イ

の

こ

CA3AB

れることになる。

ても、どんなダイャグラムが直方体の

ある。すると、直方体の展開図になる

るという話になって、この問題は難 し

らない。まず直方体のダイヤグラムに

それに基づいてすべてのダイヤグラム

ラムの数が有限個ならいつかこの作業

ムが実際に直方体の展開図になること

、直方体のダイヤグラムになるための

ム自体 も回転 して重なるものは同 じと

る三回型だと思 って、三回型のダイヤ

る。多少の試行錯誤の後に次のように

Ｙ
Ｖ
Ｘ
Ｕ２

ル ー ル (三 回 型 の ダ イ ヤ グ ラ ム )

1.A,B,Cがそれぞれ2つずつで全部で6つ

は起こらない

XYZ
UVは 起こらない

XYZW
U Vは 起こらない

XYZUVは 起こらない

XYな らX≠Y

3。

4。

5.

6。

Z
7 . X Yな らX≠Y≠Z≠X
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8。XYZな らX=Z≠ Y

ルールの説明をしよう。

ルール1は説明するまでもない大前提である。勿論二型や一型の時は変わっ

てくる。ルール6-7も 三型の時だけ成り立つことで、一、二型では成り立

たないルールであり、ルール8は二型では
“
XYZな らX=Z"と いう形にな

る(Yが 他のものと同じでないと主張しないということである)。
ルール2-5の

“
起こらない

"と
いうのは、出来上がったダイヤグラムの

どんな部分にもこのようなものがあってはならないということである。少し

数学的な言い方をすれば、
“
部分ダイヤグラムとしてルール2-5に 挙げたも

のは含まない
"と
いうことになる。

ルール2は XYUVの どこかの面の間は切り開かないといけないが例えば

Uと Vの 間を切り開けば面 Uと Vが 重なってしまうからであり、ルール3、

4は 面 Uと Vが 重なってしまうからであり、ルール5は垂直に折り曲げてい

くことから面 Xと Vが 重なるからである。

これらのルールが直方体の展開図になるために必要なことは説明から明ら

かだろうが、これらが十分になることはこれから実際に作ったものが全て実際

に直方体の展開図になることが分かるので (読者自身で確かめてください)、

これが必要十分のルールだということも (その時には)分 かるのである。

さて、全てを尽くすことに注意しつつ、更に重複して数えず他の型の時に

も応用が利くことにも注意を払って、ダイヤグラムを書き上げていくことに

しよう。
一列に並んでいるのを連と呼ぶことにして、最大の長さの連によってダイヤ

グラムを分類しよう。上に挙げた展開図と対応するダイヤグラムにはABAB

や CAC,CBCな どの連があった。

ルール5に より連の長さは4以 下だから、長さ最大の連の長さが幾つであ

るかによって∬乙∬∬∬,∬∬型に分けよう。

まず∬y型 である。ルール8に より長さ4の 連はABABと いう連の形のも

のと思ってよく、連 ABABを 含むものを全て考えることにする。もう一つの

面 Cは この連の長さを増やす方向にはつかないので、上か下かに付くことに

なるが、ルール3、 4が あるので Cは 連 ABABの 上下に分かれて付 くこと

になる。全てを尽くせば、

C    C    C
A3AB ABttB ABA3ＢＡＢ

Ｃ
Ａ
Ｃ∬yo(■,3)型
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∬yl(■,3)型 !  X3AB Я
B8B Я BA3 Ag8B ASAcB ABR3

88AB ttBЯ
B 8BAg AcBЯ B ABAg ABttg

となる。連の中身がABABな ので、分類の名前に(■,3)が付けてある。∬yO

とfylの違いは∬70が連の軸を対称軸にして線対称であるものを集め、∬ylは

線対称にならないものを集めてあることにある。従って、三合型の時には∬yO

型のダイヤグラムの数は減らないが、∬yl型のものは半分になる。上の表示
で、∬yl(■,3)型 のダイヤグラムは二列に書いてあるが、上下のものが線対

称で写り合うように並べてあるので、三合型の時はその片方 (上の列)だ け

を選べばよいからである。

∬ス(■,3)(j=0,1)と 書いたら∬ス(■,3)型 のダイヤグラム全体の作る集

合を表わすこともあるということにしていただくと有り難い。そうすると、
∬ス(■,3)=∬L(3,■)であることが分かり、これは{五,B}という組み合わ
せだけで定まり、他の組み合わせ{五,θ},{B,θ}の場合も同等に起こりうる
のでダイヤグラムの数は∬yO型は4× 3=12で ∬yl型は12×3=36と なる。

(三合型の時は∬yO型は相変わらず 12で、∬yl型は半分の 18となる。)

連の長さの最大が3の ∬∬∬型を考える。まず、ルール8に より、その連が
ABAで あるとしてもよい。次の面を何処に付けることが出来るかを考えよ

う。連の長さを増やす方向にとれば∬y型 になってしまうので上下に付けねば

ならない。ルーノン6、 7に より、この連に直接付く面はA,Bで はいけないの

で、Cで あることになる。その付き方の全てを挙げると

る

三

ル

度

可

回

な

の
　
一
〈
「
は
　
ヽ

と

後

ル

　

方

き
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C             B
BЯ
BA RBA BRBA ABA BRBA,合 gA ttgA B8BR CBRBA cBcABA
C  BC    C  B     CI

この 10個 のダイヤグラムの中には線対称なものは一つ もな く、互いに線

対称で写 り合 うものが 5対 である。それで も∬∬∬型をもう一度分 けて、長 さ

3の 連を一つ しか含まないものを ∬∬ム型、長 さ3の 連を二つ含む ものを ∬島

型 と呼ぶ ことにすれば、次のようになる。(印刷の都合上、 4番 目のダイヤグ

ラムは回転 させてある。)

∬二L(■,3)聖I  BRCBtt BRBtt  ASA  ABЯBC   BC

Bc   c    8   8  cBc
∬∬ら(■,3):型    合

BA B8BA ABき
 合
BA   ABA cB8BA

∬∬ム(■,3)型 はス とBの 順序対 (■,3)が 異なれば異なっており、順序対

は(■,3),(■,θ),(3,■),(3,θ),(θ,■),(σ,3)の 6種類あり、4×6=24種

の異なるダイヤグラムがある。f∬ら(五,3)型 の場合は、∬y型 の場合のように

(■,3)を 取 り替えても、∬∬L(■,3)と ∬∬島(B,■)は同じではないが、順序

対を6種 類すべて替えて調べてみると、同じダイヤグラムが丁度二つずつ出

てくるので、6×6/2=18種類異なっている。(3合型の時は丁度この半分の
12+9=21種 類 となる。)

最後に ∬∬型である。これはどの連 も長 さが 2で ある場合ということにな

る。最初に考える連を ABと し、連の長さが増えないようにしようと思えば、

ルール 7に よりこの連に直接付 く面の付き方は、両側に付 く2通 りと片側に

しか付かない4通 りの 6通 りである。

C   C   C       C
AB AB  AB AB AB AB
C C       C      C

それぞれの場合、ルールに従えば、残 りの面の付き方は一通 りに定まり、

BC     CA CA     AB   BC AB

∬∬:型   A3A BCAB   BRB ciC  AgA   Cttc

となる。最初に考える連を他の 5通 りのどの連としても、延長 して得 られる
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ダイヤグラムはまったく同じだけ得られることは容易に確かめられる。従っ

て三回型なら6通 りで、三合型なら半分の3通 りということになる。

まとめると、三回型はfyO∪fyl∪∬∬ム∪」∬島∪∬で12+36+24+18+6=96

通りで、三合型なら∬70∪∬yl∪∬∬ム∪∬∬ぁ∪〃で 12+18+12+9+3=54

通りである。

同様の考え方で 1対 の面が正方形の場合、うまり正四角柱の場合を考える

ことにしよう。上のようにダイヤグラムを使って考えていく場合、等しくな

れる辺 (稜)は α=bで あるから=cで あり、面の言葉で言えば五=Bで あ

るか B=σ である。しかしヨ =θ であったとしても、辺の長さα,cの大小
そのものが問題になっている訳ではないので、α<cと 考えればダイヤグラ
ムの上では■=β の場合だと考えてもよい。数学者はこういう時、

“一般性
を失うことなく

"五 =3と 仮定できる、という言い方をするのだが。とにか

く、A=Bと 仮定 しよう。

∬y型 で (A,A)という組み合わせの時は、長さ4の 連はAAAAと なって回

転対称になる。従って二つの面 Cの 付き方が回転で不変なものはそのまま残
るが、回転で変わってしまうものは写った先のダイヤグラムと同じダイヤグラ
ムだということになり、数は半分に減ってしまう。つまり、∬yl(■,■)を回転

対称なものry10(■,■)と対称でないもの√y11(■,■)に分けると、∬y10(■,■)
の分は減らないが、∬70(■,■)と ∬y11(■,■)の分は半分に減ってしまう。

勿論 (■,θ)型 はそのまま残るので、次のようになる。

∬yo(■,■)型

∬yo(■,θ)型

Jylo(■,■)型

∬y11(■,■)型

∬yl(■,θ)型

CAttAA
A
ACAC
A

A
ACAC
A

C

8AAA

C

きAAA
A
ACAC
A

A
ACAC
A

AACAC
C
AAcAA

C
AAAA
C

A
ACAC
A

A
ACAC
A

Ａ
　
　
Ｃ

Ａ
　
　
Ａ

Ｃ
Ａ
Ｃ

Ａ
Ｃ
Ａ

Ａ
　
　
Ａ

』

ｃ

Ａ
Ｆ

ｃ
躙

AACAR
CAttAA
C

合AAA

ACAAAC A3Ax ACAAx

A賃金c ARACA ACttCA

∬∬ム型は順序対が異なれば異なるので、(■,■),(■,θ),(θ,ス)の三通 りに
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AC     CA CA     AA
A8A AttA   ARA CAC

まとめると、∬70のみが線対称なダイヤグラムなので、二回型は∬yO∪∬yl∪

∬∬ム∪∬∬ら∪∬∬で(2+4)+(4+4+12)+(4× 3)+10+4=52通 りで、二

合型なら∬yO∪∬yl∪∬∬ム∪∬∬ら∪∬∬で6+10+6+5+2=29通 りである。

最後に立方体の場合だが、勿論 A=B=Cと 置けばよい。元の分類から回転

で同じになるものが増えたことを考慮に入れると、

∬∬型

∬yO型

∬y10型

∬y11型

∬∬ム型

∬」ら型

∬∬型

AAAAA
A
A
AAAAA

A
AAAA
A

AAAAA

A
AA
AAAA

AA
AA
AA

A
AAAA
A
A
AAAA
A

AAA
AAA

AA
AAAA

A
AAAA
A

AAttA
A

AAA
AAA
A

AttAA

AttAA
A
A

会AAA
A
AAAA
A

A
AAA
AA
A
AA

AA
AA
AA

Ａ
Ａ

となる。まとめれば、一回型は∬y。∪∬yl∪∬∬■∪∬∬ら∪〃で2+(4+4)+4+4+

2=20通 りで、一合型なら∬y。∪∬yl∪∬∬ム∪∬∬f2U″ で2+4+2+2+1=11

通りである。

立方体の展開図が 11通 りであるという記述があるのはこの一合型の分類

のことである。ここまで読んできて展開図の話であることを忘れてしまった人

のために、一合型の 11個 のダイヤグラムと対応する展開図を描いてみると、

fyO型   lAAA

A

∬y10型   AAAAA

A
AAAA
A

A
AAAA
A
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∬y11型

∬∬ム型

∬∬ら型

∬∬型

となる。

Ａ
　
　
　
Ａ
　
　
　
Ａ
　
　
　
　
Ａ

Ａ
ＡＡＡ
Ａ

　

ＡＡ
ＡＡ
Ａ

　

ＡＡ
ＡＡ
Ａ

　

ＡＡ
ＡＡ
Ａ

ЯBAB Я BAB Я BAB AgAB AgAB ABЯ B
C     C     C   C     C    C

AgAB ABЯ B ABAS A3Я B AcBAg APttg
C    C    C

AAA
AAA

A
AAAA
A

AA
AAA
A

三回型から一合型までの 6種 類の場合に、上に述べたものが展開図のすべ

てであり、また同じものを重複 していないことは納得されたと思うが、重複 し

ていないことの説明が統一的でなく、場合によってX3で あったり×6で あっ

たりしていたり、退化 した場合 (二回型の時)な ど互いに異なるものの数を

導 くのが統一的ではなかったようだ。上での議論は、すべての展開図を求め

たいということに議論の力点があったのでこのような欠点が出てしまったが、

重複を許 さないようにすることに力点を置こうとするならばそのようにも出

来る。

そのために、蛇足かとも思うが、並べ直してみよう。つまり場合分けをすっ

きりさせて、指標となる面が一つだけで、数え上げたらその数を×3す れば良

いようにしたい。

まず ∬y型 は、長さ4の 連 ABABよ りもこの連につく面 Cで 名前を付けた

ら良いだろう。線対称なのが fyO型で、線対称でないのが fyl型 とするのは

前と同 じとする。

そこで

∬yO(θ)型

∬yl(θ)型

:BAB A:AB AB:B ABA:
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とすることになる。

連の長さの最大が3で あるという∬∬∬型については、場合によって様子が

異なる。長さ3の連が 1つ しかないという∬∬ム型は∬y型 と同様に、連 ABA

に直接付 く面 Cの 名前を取ることにすると、元の(A,B)型と(B,A)型の両方
の分を挙げておく必要があるので、

∬∬fl(σ):型  BЯ CBABttSA BRB8B8BЯ

Ag8B13Я
B AgAB ABAg

とすることにしよう。

長さ3の 連が二つある場合である″L型 については、同 じ様にすると退化

した場合にまた混乱が残る。一つの面の名前だけで特徴づけ、更に退化 した

場合にも同等の扱いをするためには∬∬ら型は更に二つの場合に分けねばなら

ない。IIら型は長 さ3の 連が二つある場合であったが、この二つの連が直交

する場合 ∬I12と平行な場合∬∬」3に分ける。

f∬」2型の場合は二つの連が交叉する場所にある面の名前を付けることにし、
〃f3型の場合は二つの連の中央にある面の名前を付けることにした。

fif2(σ):型  1:AC A]AC B☆
BC B☆ BC

∬∬為(θ)itt  ACttcョ   BcBACA

連の長 さがすべて 2で ある∬型の場合は、くね くね曲がっていく連が外か

ら見て最初に曲がるところにある面の名前にした。

∬∬(3):型  AgttB  ACBAB

こうすれば、面 Cの 代わりにA,Bが入ったときに異なったダイャグラムが
出来ることはすぐに分かるだろう。まとめれば、三回型は√y。(θ)∪∬yl(θ)∪
″ム(σ)∪II12(σ)∪∬ЛIθ )∪∬(θ)は 4+12+8+4+2+2=32通 りで、
Cの 替わりにA、 Bを 取ることが出来るので、全部で32×3=96と なるの
である。

三合型では、線対称なダイャグラムは∬70型だけなのでryO(θ)∪∬yl(θ)∪
∬ム(θ)∪∬∬」2(θ)∪∬∬ム(σ)∪∬∬(θ)は 4+(12+8+4+2+2)/2=4+
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(32-4)/2=4+14=18通りで、ここでもCの替わりにA、Bを取ること
が出来るので、全部で 18x3=54と なるのである。

次に、三型から一段階退化 した場合である正四角柱の場合 (A=Bと して
いる)、χ(σ)と χ(■)(X=∬ yO～ ∬ )を すべて考えれば良い。X(■ )に は

退化が起 こらず、三型の時と同 じだが、χ(σ)で は退化が起きるときがある。
χ(θ)の時は連にAAAAゃ AAAが 現れたり(IyO,fyl,″■ )、A=Bの 重な

りが起きたり(″ら)して、異なるダイヤグラムの数が半分になることがある。
また Iyl(θ)だ けは回転対称になる∬yl。(θ)と 回転対称でない (ので数が

半分に減る)∬y11(θ)と に分けるのは前の分類の仕方の時と同 じ事情である。
これらをまとめて書き上げると次のようになる。

∬yO(θ)型

∬yO(■)型

∬ylo(θ)型

fy11(θ )型

∬yl(■)型

ARAA
C

ARttA AttRA

RAAcA ttAAR

ЯttAA ttRAA

Ａ
Ｃ
Ａ
ＡＣＡＣ

Ａ
Ａ
Ａ
ＣＡＣＡ

Ａ
Ｃ
Ａ
Ａ

ＡＡＡ
　
　
ＣＡＣ

Ｃ
Ａ
Ｃ

Ａ
Ａ
Ａ

Ａ
ＡＣＡＣ
Ａ

Ａ
ＡＣＡＣ
Ａ

Ａ
ＡＣＡＣ
Ａ

Ａ
ＡＣＡＣ
Ａ

ARttA A3:A

RAcAA ttAXA

金ёAl A心
会C A6AR ACAR

AACACA AЯ
AC ARAtt ACACA

ARAcA AttAR

CARA cAAttA ACfcAACtt AttAAC ARAAc今
合Ax AgAき

AttACA☆
AC   f∬

ら(■)垂!  A:AA A:AACiCA

∬∬」亀(■):型   CAxAA CACAAA

∬∬ム(θ)型

∬∬ム(■)型

∬∬L(θ)型
A

cACA

∬∬ム(θ)型
ACAcAACttCA
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∬ (■)型

CA     AAARA CAC    ∬∬(θ)型
まとめれば、二回型は∬y。(■)∪∬yl(■)U∬∬ム(■)∪∬∬ら(■)∪∬∬為(■)∪〃(■)
と∬yo(θ)U∬ylo(θ)∪∬y11(θ)∪∬∬二〈σ)∪∬∬島(θ)∪∬∬ム(θ)∪∬(θ)とな
り、(4+12+8+4+2+2)+(2+4+4+4+2+2+2)=32+20=52通

りとなるのである。

三合型では、線対称なダイヤグラムは∬yO型だけなので、∬yO(■)∪∬yl(■)∪
∬∬」l(■)∪∬JJ2CA)∪∬∬氏〈■)∪f∬(■)と∬7o(θ)∪∬y10(θ)∪∬y11(θ)∪∬∬ム(θ)∪
〃ら(σ)∪Л「ム(θ)∪〃(θ)とを足したものとなり、その数は(4+(12+8+
4+2+2)/2)+(2+(4+4+4+2+2+2)/2)=18+11=29通 りとなるの
である。

最後に立方体の場合だが、正四角柱の場合のX(θ)型で五=θ としたもの

と一致する。書き上げてみると次のようになる。

∬yO型   1今
AA AlAA

∬∬」ltt  AAAAA A金
金AAAAAlAttA会

   ∬ ∬ら型

AlAA AlAA

AAA

∬∬為型     AAtt AAttAA

まとめれば、一回型は∬yO∪∬y10∪∬y11∪∬∬ム∪〃ら∪」∬ム∪″せ なり、
2+4+4+4+2+2+2=20通 りとなり、三合型では、線対称なダイヤグラ
ムは∬y。型だけなので、∬yo u∬y10u∬y1lu∬∬ム u∬∬ら∪∬∬為∪∬ となり、
2+(4+4+4+2+2+2)/2=11通 りとなるのである。

最後にこれを表にしておこう。

AC     CAAttA AttA

会
AAAA会

会AA ttAAAA

∬∬!型  AttAAA A会
会
A
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型 ∬yO ∬yl ∬∬∬ ∬∬ 計

三回型 4× 3 = 1 2 1 2 x 3 = 3 6 14x3=42 2× 3=6 96

三合型 4 x 3 = 1 2 6× 3 = 1 8 7× 3 = 2 1 1× 3 = 3 54

二回型 6 20 22 4 52

二合型 6 10 2 29

一回型 2 8 8 2 20

一合型 2 4 4



解説 2

問題 2 円 周上にη点を取 り、互いに線分で結ぶとき円内に最大いくつの

領域が出来るか ?

[解説]円 周の上にη個の点がある。その点を互いに結べば、その線分 と

円弧 とにより円内は幾つかの領域に分かれる。点相互の位置によっては領域

の数 も変わるだろうが、無限の領域に分かれるはずもなく、その最大値は定

まっているだろう。それをγ(η)と表わすことにしたのだった。

点の数が少ないときは、どんな風に取っても領域の数は決まっていて、γ(1)=

1,γ(2)=2,γ (3)=4=22,γ (4)=8=23,γ (5)=16=24と なる。値は倍々

になっているのだが、何故倍々になっているのかは理由が思い付かない。

理由はあるが思い付かないだけなのか、元々理由がないのか、問題を考え

ているときには中々分からないものだ。

更に点を増や して 協=6の 時の図を描けばγ(6)=31に なるようで、どの

ように線を動かしてみても領域の数は 32に ならない。しかもこの時は6番 目

の点の取 り方によっては更に領域の数が 1減 ることがある。

ηが増えてい くとき領域の数がどう変化するかは分かりにくいが、はっき

り分かるものもある。それは線分の数である。η個の点の中から2点 を選ベ

ば線分が一通 りに定まるのだから、協θ2=2(絶
~1)本
の線分がある。しか し

その交わり方によって領域の数が変わるのだから、一日で分かるというのは

難 しいのである。
一般の 2に 対 してγ(2)が求まるような気がしないかも知れないが、実は求

まるのである。求まるという信念さえ持てば、求めるのはさして難 しいこと

ではない。一般の鶴に対 して直接γ(2)を求めようとしても、交わり方の複雑

さに方針 も立たない。こういう時は帰納法である。

γ(協)の 公式が求まっているとすると、帰納法で証明するためには 質か ら

η+1に 移るとき領域の数がどう変化するかをきちんと見ることが大切であ

る。それはつまり階差数列 απ〒γ(協+1)一 γ(2)が具体的に求まればよいこ

とになる。

それを考えてみよう。協個の点 01,92,… e,9πが円周上にあって互いに結

んだ線分によって円内にγ(2)の領域が出来ているとする。新 しく点 Pを 付け

加えて、Pと 91,92,…・,Oπとをそれぞれ結んでやると幾つ領域が増えるだ

ろうか?こ んな風にしても何か分かりやすくなったようには見えないかも知

れない。確かにこれでは何ともならない、もう少し頑張らないと。
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η本の線分を一度に引こうとするからどうにもならない。1本 ずつ引いて

みよう。Pか らあるQへ 線を引く。却って難しくなったようだ。他の9Jとの

線がどう引かれているか分からないと、どうなるか分からないような気がす

る。でも本当にそうだろうか?

線分を一気に引いたのがいけなかったようだ。Pか らOJへ線を引く時、だ

んだんに伸ばしていくことにして、どんなときに領域の数が増えるのかを考

えてみる。すると、Pか ら出発 して既に引かれている線分か円周に行き当た

るときにだけ領域の数が増えることが分かる。

この考察だけで、領域の数が一通りでないことに理由も分かった。つまり、

Pか ら出て Qに 向かう線分が、既に引かれている線分達の交点を通るとき、

本来二つ増えていてもよい領域が一つしか増えないのである。それまでの線分

の交点に交わらぬようにさえすれば、その時に出来る以上の領域は出来ない。

様子が分かってきたので、厳密に述べられるように記号を用意することに

しよう。η個の点 01,92,…°,Oπの名前の付け方を決めておこう。最初の点

91は勝手に選べば良い。次の 92か らは円周上を正の方向に進むように取っ

ていく。

つまりQと 9j+1の間 (の円弧上)に は他の点 9Jはなく、円弧上をこの順

に進んでいくとき、円の内部を左手に見ているというようになっているとす

るのである。実際には順に並んでいればよく、向きはどちらでも良いのだが、

イメージを確定 しておいた方が何かと都合がよい。少なくとも思考の節約に

なる。

さて新しい点 Pを 何処に取るかだが(9π と91の間の他の点 9Jが乗つてい

ない方の円弧を取ることにしよう。そして、この円弧を∬と呼ぶことにしよ

う。他の場所でもよいのだが、その時はQの 番号をずらしてやればこの状況

になるのだから、
“一般性を失うことなく

"上
のように仮定できるのである。
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更に、Pと Qを 結ぶ線分がそれまでに引かれている線分の交点を通らない

様にすることが出来る。点 Pを少し動かせば、交点からはずすことが出来る

ということである。

これを示すために明らかなことを一つ注意しておこう。Pを 円弧∬の何処に

とっても、Pと Qと を結ぶ線分POj同志は円の内部では交わらない。これは

明らかである。これら2本 の直線はまさに円周上の点 Pで交わっているのだ

から、更に円の内部で交わるわけにはいかないのである。

この注意によって、線分PQを 引くことによって増える領域の個数は、他
の線分P9Jを 引いた前か後かには無関係であることも分かる。だからPOJを

引くことで領域がどれだけ増えるかがきちんと分かればよいことになる。

どのPQも それまでの線分の交点を通らないように出来るというこも難し

、はない。それまでの線分とはⅣ =π θ2本の線分Q9Jの ことであるが、こ

れらの交点は多くともⅣの しかないし、円の内部にある交点はそれよりずっ

と少ない。点つたからこれらの交点に引く直線の数は2×Ⅳのよりも小さい

ことになるので、その延長上に円弧∬と交わる可能性もη×Ⅳの よりも小さ

いことになる。つまり円の内部にあるすべての9,9Jの交点と、周上の点 Oた

を結んだ直線と円弧∬との交点{Rα}の個数は有限である。従って、円弧∬か
らこれらの点 Rα以外の点を取って Pと すれば良い。

領域の個数が最大になるようにしようとしているのだから、これまでの状

況は
“一般性を失 うことなく

"仮
定 してもよいのである。

さて、PQを 引くことで領域の数がどれだけ増えるかを考えてみよう。線

分PQは それまでの何本の線分及び円弧と交わるかということである。交わ

る瞬間にだけ領域の数が一つ増えるのだから。

円弧と交わるときというのは線分がQに 到着するときだから、あとは線分
PQが 横切る線分9J9たの数を求めればよい。この数を求めるには逆に考える

とよい。円周上の点二91,…・,9πはそのままに、中の線分を消してしまい、
PQだ けを引くことにする。その時何本の線分9J9たがPOjと交わるかと考え

てみよう。線分POjは円を二つの領域に分けているから、POJと交わる線分

Q19たの端点Qと 0たはその別々の領域に入っていることになる。この二つ
の領域の点は正の向きに弧PQと 弧OjPの上の点というように分けられ、弧
PQの 上にはj-1個 の点{91,…・,9`-1}、弧9jPの上には電一j個の点

{Q+1,…0,9π}がある。従って、交わる線分の個数は(j-1)(2-j)であり、
点Qに 突き当たったときにも1増えて(j-1)(屁―j)+1=1-η+j(1+2)一j2
となる。
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かくて階差の一般項 απは次のようになる。

απ =IΣ {(j-1)(2-j)+1}=
j=1

= :(η 3_3η 248絶
)=η +

呻―→+い⇒豊+⇒
2

2 (η- 1 ) (η - 2 )

( n  -  7 ) n ( 2 n  -  1 )

2 n 3 + 3 n 2 + n

+4(η-1)協}

後はこれを足せばよい。

<→=憚)+Σ%=1+計L⇒
2ぽ
4

2 = 1

= 1+       {π(η‐-1)―…2(2η……1)―卜16}〒l■
'(η
~~1){η2__52-■18}

= 1+鴇 (協
-1){(η
-2)(2-3)+12}

これが答えである。これに値を入れてみると、(計算が間違っていなければ)
γ(1 ) = 1 ,γ ( 2 ) = 2 ,γ ( 3 ) = 4 = 2 2 ,γ ( 4 ) = 8 = 2 3 ,γ ( 5 ) = 1 6 = 2 4

γ( 6 ) = 3 1 ,γ ( 7 ) = 5 9 ,γ ( 8 ) = 9 9 ,γ ( 9 ) = 1 6 3 ,γ ( 1 0 ) = 2 5 6 = 2 8 ,γ ( 1 1 ) = 3 8 5

などとなる。

勿論ここで次の公式を使っている。

〓

π

Σ

尚

η(η+ 1 )

2    ' Σ′
=

j=1

n(n  +  1) (2n  +  1)

左
j3={     }2

注意  こ の問題はよく知 られている次の問題 とはかなり違 うものである。

円周に交わるように絶本の直線を引くとき、円内に最大いく

つの領域が出来るか ?

この問題の解答も問題2と同じ様にやれば良い。見本の直線を引くときに

円内にできる領域の最大数を6(協)と書くことにすると、γ(2)の同じ様に階差
b協=C(冗+1)-6(η)を考えればよい。

しかしこの階差 bπは簡単に求まってしまうのである。最大数の領域を作る
ような配置に見本の直線を引いてあるこき、更にもう1本引いたときにも最
大を与えるような配置を選ぶことが出来る。このことを保証するには、厳密
には一般の位置の議論が必要で現代数学の言葉で言えばサード(Sald)の定理
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が必要なのだが (問題 2の 時にも実は必要だった)、そこまで言わなくとも正

しいことは納得 してもらえると思 うので省略 した。

問題 2の 時と同様、絶+1本 目の直線を引いていくとき、最初に円周と交

わった後、既に引いてある直線のどれかか円周と交差するときに領域が
一つ

増える訳で、領域の増え方は最大 協+1と なる。つまり、bη=η +1で ある。

απを求めるときは、これ自身帰納法が必要だったので、その分問題 2は 難 し

かったのである。

したがって、

η -l          π

6(協)=6(0)+Σ bj=6(0)十ΣEj=
j=O           j=1

となりこかなり簡単である。

η(η丁1){(2(2-1)+2}

1+

γ(η)は 4次 なのに、6(n)は 2次 なのが変だなと思 うセンスは大事である。

しか し考えてみれば当然で、γ(2)の時は最初にη個の点を取って結ぶのだか

ら、線分の数はπの 二
η(η
-1)で
ぁり、これだけの直線を結ぶときの最大数

く  )=1+

と同じ次数だが、4次 の項の係数も小さく、全体としてもだいぶ小さくなっ

ていることが分かる。
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TOSM推 薦図書案

TOSMグ ループとしては、数学上の疑間は現場で解決されるのがもっとも

望ましいと考えており、そういう機会のない現場の要望に答えるためにとい

うのがポス トを始めた最大の動機である。各学校の図書館 (室)に 、数学や

数学に関する図書がある程度常備されていれば、教師もまた児童
・生徒 も自

分で解決できる部分が多 くなるのではないだろうか。TOSM推 薦図書のリス

トを作るべきだと考える理由である。

しかし、そのためには書籍それぞれに大体の指導の目安なり、内容につい

てのコメントを付けたものが望ましいと思 うが、時間の制約 もあり、取 り合

えず仮の リス トを挙げておくことにする。

選んた基準 といったものは余 りない。
一種の責任の取 り方として、蟹江が

読んだことがあったり、少なくとも手に取 ったことのある書籍の中から、思

い出すまま挙げることにした。だから、重要なもの、必要なものがすべて網

羅 しされているわけではない。

面白かったものもそれほどでなかったものもあるが、その評価をしている

暇がないし、人によっては違 う評価を持つこともあるので出来るだけ多 くリ

ス トに載せることにした。初等教育に携わる人の面白い授業のための種本に

なるものや、より高度の自己教育 (児童 ・生徒にとっても教師にとっても)の

指針 となるものや、辞書代 りに使えるものやなど、玉石混清ではあるが、学

校に常備する図書の
一応の目安にはなると思 う。

並べ方は著者のあいうえお順になっている。翻訳の場合、訳 し方の違いで

同 じ著者が違 う場所に並んでいることもあるが、日本語の本を日本で買 うと

きの利便のために敢えてこの並べ方にした。

リス トにないが是非挙げておくべきだと考えられる書籍があれば、二重ポ

ス トに投函 していただけば次回の発表の際には考慮 したいと考えている。
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