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10イ国の 勢ば F作 る 力 学 グラ フーー 日本数学協会の設立 に際して

蟹江幸博

§|.は じめに:数の博物学の復権

日本数学協会が生れます.プ ロとして数学をするのでなく,受 験

のために数学をするのでなく,教 育をするためにと数学をいじるの

でもなく,た だ数学が好きだというだけが目的の団体です。

参加する動機や目的も何でなければならないというわけではない.

ただ数学が好きで,数 学することが楽しくて,分 かったら嬉しくて

人に話したくなる.聞 いてくれる人いませんか.そ ういう人の思い

が集まってできたのが日本数学協会です。

何をするところかはこれから参加する人の活動が決めて行 くので

す.入 ったら何がして貰えるのかと問うのでなく,数 学(の文化)の

ために自分に何ができるかを考えるところです。

参加する人が色んなことを提案し,色 んなことをやってみて,色

んな人が色んなことを話し合う。年に一度は集まってみる.雑 誌が

あるから投稿してみる.ボ ツになったらまた挑戦.昔 ,算 額でやっ

たように問題を出し合ったり,面 白いことが分かったら自慢し合つ

たり.地 域で小さい集まりを持つのもよし,ホ ームページで意見を

交換するのもよし,自 分にできること,し たいことを,何 でもやっ

たらいい。それを,協 会としてサポー トできるような形になればい

いと思う.

世の中には数学が好きでない人が結構沢山います.教 育の場では

それが問題視されますが,た まには,何 もすべての人が好きになら

なくてもいいじゃないかと,開 き直ってみることにしましょう.数

学が好きだと言うと変人のように見られかねない世の中で,好 きだ

ぞ ! と 言って肩でも組めるような集まりがあるのはいいことだと

思いませんか.そ れができれば嬉しいですね。

でも数学はなかなか楽しんで貰えない。他の学問なら,ア マチュ

ア愛好家がこんなに肩身の狭い思いをしてないような気がする。ど

うしてでしょうか。

蝶や トンボやカブトムシを捕まえて標本にする。化石を拾い集め

て標本にする.変 わった奴だと言われても,世 間の目には温かさが

ある.で も,数 学だと妙に冷たい。ほらこんな綺麗なと言って見せ
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ようとしても,綺 麗であることは普通の人には分からない。易しく

丁寧に説明しようとすればするほど嫌われる.揚 げ旬に,貴 方ほど

頭が良 くないので分かりませんよ, と慇懃無礼が返ってくる.

数学が好きだという人の間でも,知 識が少し違うだけで,言 葉も

通じない。数学が余 りに進歩して,今 や面白いことに行き合うには,

沢山の勉強をしなければいけないような強迫観念じみた雰囲気があ

る。で,今 や数学が好きだと言い難い。

大道芸を見せながら,数 学行脚する強者もいるが,誰 にもできる

ことではない。それに,大 道芸は数学芸なわけではない。数学文化

が大衆化するわけでもない.数 学文化は数学自体の文化でなければ

ウソだ。そういう数学はあるだろうか。

数学でも標本集めのようなことはできないか, と考えてみた.理

論化 ・体系化が進んだ数学に,今 さら標本作 りの面白さが残ってい

るだろうか。数学的な何かを集めて,標 本にして見せ合う.そ れだ

けで楽しい。そんな対象が残っているだろうか.ス ローガンとして

言えば,数 学に博物学をする余地が残っているだろうか, というこ

となのだ。

筆者はまた,長 年教育学部で算数 0数学の教師の予備軍を教えて

きた.そ して,そ の教え子たちが働 く現場の状態が劣化して行き,

それを自分たちの努力で克服できるだけの実力を付けてやることが

できなかったことに心を痛めてきた。数学の勉強をあまりしていな

くても教師になることができるように,基 準を変えてしまった文部

省を非難しても仕方がない。さらには,最 大の被害者である子供た

ちのことも考えてきた。これまでのカリキュラムとは全 く別に,教

師や外からの評価 とは関りなく,子 供たちが自分自身の興味と価値

観で,学 習が続けられ,で きれば各自で発展させられる教材はない

かとも考えてきた.近 年,そ れに一応の解答が得られたのでは,と

考えている.そ して臨床数学教育という名で,他 人の評価にも指導

制度のスケジュールにも関りのない,学 習者自身の状況に合わせた,

自己教育 としての数学教育を提唱することにした.そ して,そ れが

可能なように介助する役割を果たすためだけの 「教師」のあり方を

提唱した。この 「教師」は父兄であっていいし,地 域の年長者であ

っていいし,友 だちでいいし, もちろん教師であってもいい.そ う
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した立場からの記述は,[1]や [5]に ある。

臨床数学教育はまた,そ のために使うことのできる教材を作るこ

とと,そ の用い方が重要である.色 々な教材が候補 として考えられ,

[1]に挙げてあるが,中 でも一番有望なのが,力 学グラフである。

それはまた,数 の博物学のフィニル ドになり得るものであると考え

ることができる。本稿では,博 物学的観点を強調して,力 学グラフ

(理論)の一断面を切 り取って見ることにしたい.

§2。博物学の候補 :力学グラフ

カ学グラフは小学生にも理解でき,数 学嫌いで登校拒否を起こし

ている児童 ・生徒にも楽しいと思わせることが可能な内容を含んで

いる.そ のような提示の仕方もある.し かしそのためには,丁 寧に,

何度でも繰 り返しをいとわない記述が必要となる.残 念ながら,今

回はそれほどのページ数が確保できない。本稿の数学部分が力学グ

ラフの一断面であるとは言っても,そ れ自体ゆったり記述すれば優

に一冊の本にもなるほどの内容を含んでいて,そ れをまた小出しに

すれば力学グラフの妙味が伝わらない。仕方がないので,高 度な数

学を述べるような言葉遣いをアーカイバ として利用し,10分 の 1

ほどのサイズに圧縮することにした。

そうは言うものの,じ っくりと時間をかけ,自 分で図を描きなが

ら読み進んでいただけば,高 校生 くらいの数学の熟練度があれば,

十分どなたにでも理解して頂けるようには書いたつもりである。時

間がなく,そ れでも理解したいと思われる方は,数 学的言葉遣いや

概念に慣れた人を探して,最 初の部分だけでも翻訳して貰うことも,

一つの方法かも知れない.こ のような(数学理解のための)最初の障

害を取 り除 くということも,こ の協会の存在意義であるべきだと考

えているのだが.

さて,こ れから先は,如 何に易しいとはいえ数学である。紙 とペ

ンを持って読んで欲しい。

筆者は[5]で ,臨 床数学教育の教材例 として力学グラフを挙げて

いる.い わば,数 学に興味を持てなくなった児童 ・生徒の心に,数
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論 説

学を育てるための土壌を作るために考えたのが臨床数学教育なので

ある.き ちんとした数学を勉強するためには,ま ず何より,数 の計

算ができることであり,そ れもある程度の速さでできることである.

そのための計算練習も,そ れ自体面白いのだが,面 白いと思えるよ

うになる前に拒否反応を起こしている子供が多い.力 学グラフは計

算に付加価値を与えるものである.あ る計算をするとあるグラフが

できる.別 の計算をすると別のグラフができる。ほんの少しの違い

でも,全 く別のグラフになることもある.そ れを1つずつ採集し,

分類する。分類の仕方に数学的センスが生きる.

[5]で は加法グラフ五″(力≦9)と,■ 名を中学生用に分かりやす

い表現を使ったものの図を紹介している。本稿では,頂 点数が 10

個の場合に限って,力 学グラフのアイデアと基本的な問題を,例 を

挙げながら説明してみることにする.力 学グラフの標本というか図

鑑を作:ろうということでもある.

記号の意味は後で説明するが,グ ラフ自身はp。80～p.81と p.

88～p。91に,加 法グラフA島,乗 法グラフ〃品と2桁 の反転差 a

とその加法変形 (24島 0)′と乗法変形 に引鶴0)′を挙げておく.以 下

の記号や概念の説明は,そ の図を必ず参照し,で きれば自身でも描

いてみながら読んで欲しい.

挙げたグラフの分類に必要な最小限の言葉の準備をしよう.詳 し

くは[5],[4],[6]を 参照のこと.ま た他のタイプの力学グラフ

については,[5]で もざっと触れているが,詳 しくは[2],[4],

[6]を参照されたい.

§3.力 学グラフの基本用語:加法グラフと乗法グラフを例として

整数 υ>0に 対 して,υ 個の自然数の集合 為={グ∈N10≦ グ<υ}

を考え,そ れを頂点集合 とする有向グラフを考えるのである.為

の上の変換 /:為 →為 を考えるごとに,G(/)=(為 ,E(/))という力

学グラフが得られる。

その説明をしよう。(例は後で沢山出てくるので,グ ラフのペー

ジを参照しながら以下の説明を見てください。)

グラフは一般に,頂 点集合 yと 辺の集合 Eの 対 G=(7,E)と
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して表わされる.有 向辺は頂点を2つ 並べた (グ,ノ)で表わし,グ を

始点,プ を終点と呼び,平 面の上にグからノヘの矢印で表わすので

ある。

今の場合,頂 点集合は y=ん であり,各 グに対 し(グ,/(グ))を有

向辺としている.

すぐに分かることをい くつか述べてお く。(必ずp.80～p.81の

グラフの図を見ながら読んでください。)

有限の υに対しては,ど んな/に 対してもG(/)は 平面グラフに

なる.つ まり,辺 同士が端点以外で交わらないように,平 面上に頂

点と辺(曲線で表わしてもよい)を配置することができる.そ のとき

にすべての点が辺で結ばれているなら,Gを 連結であると言う。

連結な部分グラフで極大なものを連結成分 と言う。厳密に定義する

のは結構面倒なので,例 で納得してもらおう.加 法グラフのとき,

A10,Aち は連結グラフであり,■ %,■ 缶は連結でなく,連 結成分

の数は2で ある.ALも 連結でなく,連 結成分の数は5で ある.

また,A10は すべての頂点が 1つ の輪のように結ばれている.こ

のようなものをサイクルと言う。■%に は2つ のサイクルが,■ %

には5つ のサイクルがある。A%は 乗法グラフ〃あと全 く同じグラ

フで,10個 のサイクルがある。

サイクルに属する頂点の数 夕は,取 りも直さず/p(グ)=グ となる

最小の自然数であり,サ イクルの周期 と言う。とくに,周 期 1の サ

イクルは1点 からなり,不 動点とも呼ばれる.

加法グラフAん の定義をしておこう。■島=G(/)と なる写像 αα

=/を

αα(グ)=グ+α (mod 10)

と与えればよい。(グラフを見て確かめてください.)

加法グラフはサイクルだけからなることが分かる。αをいろいろ

と変えてもカロ法グラフは10種類しかないこともA偽=A鮒 10で
ある

ことから分かる. これはまた αα(グ)=α
α+1°

(グ)か ら分かる。

頂点の名前だけが違っていて,グ ラフの形が全 く同じときに同形

と言う。(数学的に厳密な定義は今のところ[6]に しかないが,感

覚的には図と以下の例示で納得してもらえると思う。)υ =10の 加

法グラフの同形類は4つ で,代 表系はたとえば,{A孔 lα=0,1,2,5}
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●加法グラフス島

0 -一- 1 -一‐2 -一- 3 - 4

ス1。: |      |

9 +―-8十一-7- 6 - 5

4 0 : |      |

7 - 4 - 1 - 8十 一- 5

ス7。:

ス1 0 : |      |

3 - 6 - 9 - 2 - 5

0 -一‐9 -―+ 8 -一‐7 -一‐6

4 0 : |      |

1十一~ 2 - 3 - 4 - 5

!三:>4 ili)5

!I:>8 :I:>9

11:)2 i三:>3

!Ii>6 iI:>7

A:0:

4 1 0 :

ス1 0 :

パ 0 :

と取れる。連結成分の数 θはそれぞれ,ε(A%)=10,ε (■lo)=1,

θ(■%)=2,ε (■%)=5で ,ε の値だけで分類が済む.

乗法グラフ″んの定義は,

μ
α
(グ)=グ×α (mod 10)

と与えて,ノ 品=G(μα
)とすればよい.(グ ラフを見て確かめて く

ださい。)特 に,α
O(グ

)=μ
l(グ

)≡グであり,恒 等写像に対応するので,

A%=″ おを恒等グラフという.

αをいろいろと変えても乗法グラフは10種類 しかないことも

″品=ノ 甜
Юであることから分かる.υ=10の 乗法グラフの同形類

は8つで,代表系はたとえば,{ν品lα=0,1,2,3,4,5,6,9}と取れ

る。

乗法グラフはサイクルだけからなるとは限らない。つまり,サ イ

クルにサイクルの外から来る矢印がある.そ れを記述するために,

次数を定義しよう.

力学グラフの定義から,各 頂点 グ∈ム。に対 し,グを始点 とする
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論 説

(有向)辺はただ 1つ (グ,/(グ))である.そ こで,グ を終点とする辺の

個数を グの次数 と呼び,degグ と書 く.加 法グラフのように,全 体

がサイクルなら,す べての頂点の次数は1で ある.こ ういう場合,

次数特1生Dは lЮという.次 数が 1の頂点が 10個あるという意味

である.

しかしたとえば,ノ んなら,{2,4,6,8}は周期 4の サイクル,{0}

は不動点だが,そ れらの頂点の次数は2で あり,そ れ以外の頂点の

次数は0と なっている.こ の場合のDは (05,25)と書 く.

一般に(υ=10で ないときも)

υ=Σ  deg(グ)

となっている。

しかし,次 数の様子を見なくても,乗 法グラフだけなら分類でき

る.連 結成分の数はε(ノ品)=1,σ (〃島)=10,ε (ノ品)=2,ε (ノ島)

=4,ε (ノ島)=3,ε (ノ品)=2,θ (ノ品)=5,σ (ノ品)=6と な り,1対

を除けば,σ の値だけで分類が済む。例外は,ノ んと″品だが,グ

ラフを見れば明らかに違う.そ の違いは,連 結成分の頂点数を並べ

たサイズ特性 vを 比べれば,v(ノ 品)=(2,8)と v(ノ 品)=(5,5)と

なって,分 かる.

加法グラフと乗法グラフを合せたものを分類するのには,次 数を

考えればよい。加法グラフと乗法グラフの中で,連 結成分の数 ε

とサイズ特性 vが 同じものは,恒 等グラフを除いて次の3対 であ

る.

ス1。とん4% パ0とル名λノ唱0と九偶λ

V ( 5 , 5 ) 25

ここで,25は (2,2,2,2,2)のことを意味するとする。(単に,場 所

を節約するためで,25=32と 計算してはいけません。)

上の注意から,加 法グラフに対しては,D(■品)=110であるが,

乗法グラフに対 しては,D(〃品)=(0%101),D(ノ品)=(0%52),

DO鶴 )=(05,25)となっていて,次数特性が異なるので,同型でない.

しかしこれらは,別 のものでも区別できる。(有限)力学グラフで
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は,各 連結成分には必ず 1つサイクルが存在し,2つ 以上のサイク

ルを含むことがないことが分かる。そこで,各 成分に含まれるサイ

クルの周期を並べた周期特1生pを 考えることができる.加 法グラ

フのように,サ イクルの直和になっていることは,特 性の言葉で

v=pと 表わすことができる。ノ1(α=0,5,6)に対しては,こ の2

つの特性が異なっているので,上 の3対 はそれぞれ同型でないこと

が分かる.

Aあ と″品の不変量の表をまとめておこう.(グ ラフを見ながら

確認してみてください。)ノ H,Lの 意味は次節で説明する。

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 lP   ν H   D     L

ス10 C

V = P

D=11°

1 0 1 2 1 2 5 2 1 2 1

110  10 52  10 52  25  52  10 52  10

,ν H = O C , L = ( 0 ; 1 0 )

0

1

2

3

ν 島 4

5

6

7

8

9

1 (10)
10 (1to)
2 (2, S)
4  (1 '  , 4 ' )
3  (2 ,4 ' )
2 (5 ' )
5 (2')
4  ( r '  , 4 ' )
2 (2,  S)
6  (7 '  ,2n)

(1) 1
( 1 1°) 0 1 0

( 1 , 4 )  1 2

( 1 2 , 4 2 ) 0 4

( 1 , 2 2 )  1 3

( 1 2 ) 1 2

(15)    15

(12,42)  04

(1,4)   12

(12,24)  06

09,101)ω;1)

(lЮ)① ;1の

ω
5,25)(5,5)

(lЮ)① ;10)

(05,25)(5;5)
08,52)(8;2)
①
5,25)(5;つ

(11°)ω ;10

05,25)(5;5)
(lЮ)① ;10

§4。 同型と変形 :対 称差の変形

加法グラフと乗法グラフだけでも,頂 点数 υを変えて行けば非

常に多様なものが得られるし,異 なるυのグラフを比較 した り,

変形したりすると,初 等整数論の基礎的な部分は,グ ラフの言葉で

述べることができ,証 明というより納得の提示が可能になる.そ れ

はまた別の機会にすることにして,こ こではυ=10に 限定 して,

もっと複雑な力学グラフを考えてみたい.

加法グラフや乗法グラフの場合,平 面上での図の描き方を工夫す

れば,多 様な対称′
庄を持っていることが分かる.こ のこともまた別

の機会にしよう.「複雑」なというのは,そ ういう対称性が少ない

という意味でもある.そ ういう場合,不 変量はもっと複雑なものが

必要になってくるのである。
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さて,υ=10を 一旦忘れよう.[4]で は,反 転差グラフを考えた.

桁数 力を固定して,高 々 力桁の数の上の力学グラフを考える.つ

まり,7=ム 0 と々する.″∈yに 対して,″ を力桁の数 として反転

させたもの πを考え,大 きい方から小さい方を引いたものを与え

るという写像を考えるのである。力圭1の場合には″化が得られる.

上記論文で,さ らに力=2,3,4の 場合を調べている。力=4の 場合

が元々の興味の対象であり,そ れ以外はその考察の準備として扱っ

たものである,そ の論文を読んだ人には,々=2の 場合は簡単過ぎ

て,面 白いようにも思えないかも知れない.

少し丁寧に見てみよう.y=ム 00で,″∈yは ″=10αtt b(0≦α,

b≦9)と表わされる.す るとπ=10b+α であり,問 題の写像は

グ(″)=|(10αtt b)一(10b+α)|=91α
―わ|(″ =10α+b∈ 7)

と表わされる。a=G(グ )が 2桁 の対称差グラフである。ただ,頂

点数力` 100イ固もあるグラフを扱うのは複雑過ぎるようにも思えるが,

この場合には構造を簡略化することができる.

写像の形から,グ の像は 7′={9グ10≦グ≦9}であり,グ(7′)⊂y′

である。つまり,力 学グラフG(グ)は単位時間後にy′上のグラフ

に縮小してしまうのである。このグラフをもとのグラフα グ)の導

グラフと呼び,G′(グ)と書 く。本稿では頂点数 υが 10の ときの力

学グラフに制限しての標本づ くりなので,こ の G′(グ)を単に対称

差グラフと呼ぼう.グ ラフのページに,G′(グ)の名前で挙げてある

ものである.

ψ:島∋グト→9グ∈7′は明らかに全単射で, グ
′=ρ~10グ〇夕を考え

ると,f10上の力学グラフ

G (♂)

1 - 9

|
5 - 3

-2

8/

が得られる。これは一目見て,■ o上の加法グラフでも乗法グラフ

でもないが,サ イズ特性が v=(1,9)で あることからも分かる.平

面上にどのように描いてみても,向 きを保つ対称性は得られない.

確かに対称性の度合は落ちているようだ.

6＼

＼
／
＼

ハ

じ
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ところで,一 般に頂点集合 7の 上の全単射 夕が与えられたとき,

G(/)と G(9~10/09)とは,頂 点の名前が変わるだけで,グ ラフの

形は同じになり,同 型であると言い,G(/)笙 G(ヮ
~10/09)と

書 く。

たとえば,i10笙ス10であることは,冴 0=(μお)~10ど00μ%で あること

から分かる. μ13。が全華等村て,あることは, ノイ島がサイクルの「維散不口

であることからも分かる.ま た,■ んの4つ の同型類のそれぞれの

元の個数が 1,1,4,4であることは,″ 品の成分数が 4で,サ イズ特

性が (12,42)でぁることの反映であることも分かる.

ここで 夕が全単射でないときのことを考えてみる。逆写像がな

いので,/O夕 を考えてみて,さ て,そ れに意味があるのだろうか.

意味を考える前に,名 前を付けてしまおう。名前を付ければ,考 え

るのが楽になる.そ れも数学の大きな効用の 1つである。 7上 の

変換 /,θに対 して,合 成写像 /Oθが考えられる。そこで,力 学グ

ラフ G(/Oθ)を G(/)と G(g)の積 と呼び,G(/)G(θ)と書 く.θ を

変数変換 と思えば,写 像 /の ある種の変形 と考えられる.恒 等グ

ラフ43=ノ ;は,為 上の力学グラフに対 して,こ の積に関する単

位元になっている。

加法グラフの加法グラフによる変形 A島4島 (=Attb)(加 法変形

と呼ぼう),加 法グラフの乗法変形 4島〃島,乗 法グラフの加法変形

脇 A島,乗 法グラフの乗法変形 ″命‰賓=〃 品
b)は

元の2つ のグラ

フだけを見て描いて行 くことができ,そ れなりに面白いのだが,今

回は読者に残しておくことにする.

ここでは,ど うしても計算が必要で,変 形がより意外なグラフを

生んで くれる,対 称差グラフ G′(グ)の変形を考えてみたい。一旦

y=f100の中に戻してグラフの積

G(σ)ARO=G(グ 〇端0),

G (σ)″お0= G (グOμ島0)

を考える。

焼=グ〇̀為0,   σb=グOμ島。

による■。0の像 もア であるから,そ れらの導グラフG′(焼)と

G′(″b)もまた頂点数が10の力学グラフになる.こ れをそれぞれ,

対称差グラフG′(σ)の加法変形,乗 法変形と呼ぼう。p.88～p.91

に,b≦ 20まで挙げてあるが,そ の多様さに驚く.連 結成分の数は
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変わる,サ イクルの周期は変わる,次 数の分布も変わる.な ぜそう

なるかも面白いが,こ こでは単に変わることの面白さを楽しむこと

にしよう.

頂点数が 10の力学グラフの収集 という観点からは,9を 使って

■0上で表現した方がよいが,こ こでは,計 算のチェックが容易に

できるようにこの形のままにしている.こ の形なら定義から,暗 算

でグラフのチェックも難しくない人も多いだろう。できれば,す べ

てのグラフが定義から正しく得られていることを,各 自確かめてみ

て欲しい。そうすれば,こ の簡単な計算で,こ のように複雑で多様

な世界が浮かび上がってくる驚異を味わうことができるだろう。

一目見る限りは,ど れもこれも違うグラフに見えるが,順 に見て

行けば,確 かに b≦10までは異なるものしか出て来ない。紙数の

都合上 b≦20までしか挙げていないが,原 理的には b≦99ま では

異なるものが現れる可能性がある。さて,グ ラフのままでは何が異

なり,何 が同型かは矢張り分かりにくい.

注意 :恒等 グラフに関す る上 の注意 か ら,G′(グ)=G′(硫)=

G′(尻)となっている。

そこで,前 節で行ったように力学グラフの不変量を求めてみる。

まず,b≦ 10までの表を書いて,そ の説明をすることにしよう。

ε,V,P,Dの 説明は前節でしたが,加 法変形 G′(焼),0≦b≦10は

b=2,8以 外はσ,v,Pの 値だけで区別される。G′(磁)と α(涜)は

グラフを見れば確かに違うが.次 数特性 Dは 同じである.そ こで,

最大高さ特性 ノHを 考える.そ の説明をしよう。

どんな連結力学グラフ G(/)に も1つ だけサイクル Cが あり,

頂点 υの高さをmin{力≧01/力(υ)∈C}と する.(サ イクルに属する

頂点の高さは0で あり,サ イクルに属さない頂点については何回/

で動いたらサイクルに落ち込むかという数を表わしている。)連 結

力学グラフの最大高さを,頂 点の高さの最大値とし,一 般の力学グ

ラフに対しては,連 結成分ごとの最大高さを並べたものとするので

ある.た とえば,カロ法グラフ〃んの場合はサイクルだけからなる

ので,0を 連結成分の数 θだけ並べたものになり,そ れをOCと表

わすのである.

G′(磁)と G′(涜)の最大高さ特性 〃Hは 異なっており,力 学グラ
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フとして異なっていることが分かる.

乗法変形 G′げ b),0≦b≦10はすべて θ,v,Pの 値だけで区別さ

れる.ま た,G′(焼),G′げ b),0≦b≦10の間では自明なもの以外は,

G′(磁)と G′(″6)以外はε,v,Pの値だけで区別される.こ の対に

対しては,ノ Hも 一致しているが,次数特性Dが 異なっていて区

別できる.

G′(焼),G′(″b),0≦わ≦10は,た だ 1つ の例外を除いて,加 法グ

ラフや乗法グラフのどれとも同型ではない.そ の例外は G′げ b)で,

9に よって″島と同型になる。対称性の度合が変形によって上がる

不思議さは,分 かってしまえば当たり前だが,今 回は宿題にしてお

こう.

v  lP    ν lHl

G′(αb)

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

b

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1

2

2

2

1

4

2

2

2

4

6

( 1 , 9 ) ( 1 , 5 )

( 5 , 5 ) ( 1 2 )

( 1 0 )   ( 1 )

(3,7)   (12)

(1,9)  (12)

(3,7)  (1,2)

( 4 , 6 )   ( 1 2 )

(3,7)  (1,3)

( 1 0 )   ( 1 )

(22,6)  (12,3)

( 1 0 )   ( 2 )

( 0 , 1 )

( 3 , 3 )

(6)

( 2 , 4 )

( 0 , 4 )

( 2 , 2 )

( 3 , 3 )

( 2 , 2 )

(5)

( 1 , 1 , 1 )

(4)

( 0 4 , 1 2 , 2 4 )

( 0 4 , 1 2 , 2 4 )

( 0 4 , 1 2 , 2 4 )

( 0 4 , 1 2 , 2 4 )

( 0 4 , 1 2 , 2 4 )

( 0 4 , 1 2 , 2 4 )

(04,12,24)

(04,12,24)

(04,12,24)

(05,25)

(04,12,24)

D

解;6)

(0;1の

( 4 , 1 5 ; 1 )

( 4 , 2 , 1 , 1 ; 2 )

( 4 , 2 , 1 , 1 ; 2 )

( 4 , 3 ; 3 )

( 4 , 2 , 2 ; 2 )

( 4 , 2 ; 4 )

( 4 , 2 , 1 3 ; 1 )

( 5 ; 5 )

( 4 , 2 , 1 , 1 ; 2 )

V   P    ν lHl

( 1 0 )  ( 1 )   ( 1 )

( 1 , 9 )  ( 1 , 5 )  ( 0 , 1 )

(3,7)  (1,3)   (2,4)

( 1 , 9 )  ( 1 , 3 )  ( 0 , 3 )

(10)   (1)     (4)

( 1 2 , 4 2 ) ( 1 2 , 4 2 )  ( 0 4 )

( 1 , 9 )  ( 1 2 )   ( 0 , 4 )

( 1 , 9 )  ( 1 , 2 )  ( 0 , 2 )

(5,5)  (1,3)   (2,1)

( 1 2 , 4 2 ) ( 1 2 , 2 2 ) ( 0 2 , 1 2 )

( 1 2 , 2 4 ) ( 1 2 , 2 4 )  ( 0 1 0 )

(oe ,  101)

(on  ,  P  ,24)
(on  ,  1 '  , 2n )

( o t ,  1 u  , 2 r , 3 t )
(ou ,  1 ' ,2n)

(1 to  )
( o t ,  1 t , 2 ' )

(06 ,  1 t ,  B t )

(ou ,  1 ,  , 2 t ,  3 t  )
( o n , P  , 2 n )

(1 to )

( 9 ; 1 )

( 4 ; 6 )

( 4 , 2 , 1 , 1 ; 2 )

( 3 , 2 , 1 ; 4 )

( 5 , 2 , 1 , 1 ; 1 )

(0;10)

( 3 , 2 , 2 , 1 ; 2 )

( 6 , 1 ; 3 )

( 4 , 1 , 1 ; 4 )

( 4 ; 6 )

(0;10)

郵ξ生≠攻[化=vol.0′no。1

G′(ab)



●2桁の対称差の加法変形

鉄のG
M＼
二〕>“―郎

7 2 /  1
36

18〈

81

O←

0← 5 4く

   0 6←

7 2←G′(αl):

θ′
(α2):

σ′
(α3):

G′(α4):

G′(α5):

G′(α6):

C′(α7):

G′(α8):

↑

３６

１

１

４５
↑

７２

１

１

２７

↑
６ ３

↑

５４

‐

１

９

↑↑

∩

Ｕ

54→ 36→ 27=9← 18〈

36

|

/＼

７２

　

　

　

　

　

８‐

↑
　
　
　
　
　
　
　
↑

↑
　
　
　
９
１
１
１８
‐
‐
２７

ａ

ｖ

ぃ

一

い

６３
　
　
　
　
　
Ａ
ほ
〕
）

↑↑

Ｏ

　

　

Ｏ

７２

　

　

　

８ ．

　

　

　

　

　

　

　

７２

０

　

　

　

↓

72

|  |
18← 54← 36← 45

↑

↑
　
　
　
　
　
　
　
　
　
↑

↑
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
↑

Ｏ

　

　

Ｏ

↑
６３１
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８．
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４
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Ａ
ほ
〕
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４

Ｏ
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8 1

4 5→ 0→ 9→ 札 → 5 4 = 1 8← 3 6〈

堅G′(島)

G′(αlo):

G′(αll):

G′(α12):

G′(α1 3 ) :

G′(α1 4 ) :

G′(α1 5 ) :

σ′
(α16):

θ′
(α17):

G′(α1 8 ) :

G′(α1 9 ) :

/54

＼
63

1/45

0←

0← 5 4く

 ←

1 8＼

6 3

1

/＼
72→ 27← 45← 81

↑

　

　

３６

邦

／

／

特

‐８

　

　

↑

い

＼

＼

判

↓

　

　

７２

Ａ
Ｖ

0 6←

7 2

0 8←

0← 9

0 7←

0← 63

↑
　
　
　
↑

‐８

４

１

９

↑
　
　
　
↓

０

　

　

６３

↑

∩

Ｕ
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07←
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Ｖ
　
８．―
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７２

７２
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２７

↑
　
　
　
　
　
　
　
　
↑
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‐
司
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０

　

０

↑
　
　
　
　
　
　
　
　
　
３

／
＼
８

・
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８

　

　

　

８

　

　

　

７

　

　

　

　

　

４

］　
　
∩／ヽ
４５　
】＼

一一
　

　

／
＼

　

４
／

２７

　

　

　

　

　

　

　

３６

↓
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
↑

３ ６

　

　

↑

54← 45  笙 θ′
(α8)

36-→ 09← -27く ←-18

36-→〉9く←-81

/＼
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← 9
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G′(α20):
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８‐ハ
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３

　

　

　

　

　

３６

疇　　　　　年

い　　　　　粋

８ ． ‐ ８

い

↓

●2桁の対称差の加法変形

θ′
(α) =θ

′
(αl )

G′(α2 ) :

G′(α3 ) :

G′(α4):

G′(α5):

G′(α6):

θ′
(α7):

G′(α8 ) :

G′(α9 ) :

G′(αl o ) :

θ′
(αl l ) :

A 
5a\  

? - -81 \

Ut nlr*rz/63- 
18

,,/ T
↑↑

Ｏ

　
Ｏ

３ ６

／

一

‐
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〇

Ａ
は
Ｗ
）
９
　
　
Ａ
は
騨
）

← 18← 81

２７

　

５４

１

１
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６３

1 8 -―‐8 1

1 1
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36-―‐72

1 1
63-54

/81
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２７　　　中　　　６３　　　年

５４Ａ
一
］

２７〓
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〇
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Ｏ
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ト
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63
＼

9 - 7 2＼

|
3 6 - 4 5 / 1 8 - 2 7    C

望G′(α)

5 4 / ∫1 1
9‐■〉54     45

＼/ |
81‐一〉18く←-36く←-27←

'
72く←-63

G′(α1 2 )

θ′
(α1 3 ) :

G′(α14):

G′(α1 5 ) :

θ′
(α1 6 ) :

G′(α17):

θ
′
(α18):

G′(α1 9 ) :

O←

8 1

Ａ
Ｖ

Ａ
Ｖ

/18

0 6←

9〈

 I I

∩
Ｕ

Ａ
Ｖ

/＼
54-■〉9‐一〉18く←-45く←-27

↑
　
　
　

・

　

↑

偽
Ｕ

７
“
　

５４
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ぬ

Ｖ

　

／
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↑
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＼

Ｏ
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／
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Ｈ
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Ｈ
い
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↑
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| |
6 3 1二5 4← 1 8← 9← 3 6← 2 7

← 9

← 5
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表の残 りのLは 寿命特1生と呼ぶもので,さ らに細かい情報を反

映するものである.頂 点 υに対し,あ るπ∈Nで ,υ∈/α(7)(0≦

α≦π-1)か つ υ¢ノ(7)を 満たすものがあるとき,2を 頂点 υの

寿命 と言い,ノ(υ)=2と 書 く.ま た,そ のような 2を 持たない頂

点の寿命は無限であると言い,ノ(υ)=∞ と書 く。

そこで,L=#{υ ∈yl′(υ)=グ}(1≦グ≦∞)とおく。Lは (Ll,L2,

… ;L∞)と並べて書いたものである。ただし,有 限寿命を持つもの

は有限なので,LJは 十分大きな グ(<∞ )に対しては0に なるので,

その分は省略して書いている.ま た,サ イクルの和のようにL∞=

υのような場合は,有 限寿命の頂点のないことを強調 して (0;υ)

と書いている.

他にも不変量はあるが,今 回扱うような力学グラフでは必要がな

いだろう.

11≦b≦20について,不 変量の表を以下に挙げておく.

ν Ш     D

G′(αb)

11

12

13

1 4

G′( a b ) 1 5

16

17

18

19

20

(鋤

( 0 , 1 )

( 0 , 3 )

( 0 2 , 3 )

( 0 2 , 1 1 , 2 1 )

( 4 )

( 1 , 4 )

( 0 , 2 , 3 )

( 1 , 1 , 2 )

( 1 , 1 )

( 0 1 , 1 8 , 2 1 )

( 0 4 , 1 2 , 2 4 )

( 0 3 , 1 5 , 2 1 , 3 1 )

( 0 4 , 1 3 , 2 2 : 3 1 )

( 0 3 , 1 4 , 2 3 )

( 0 5 , 1 1 , 2 3 , 3 1 )

( 0 4 , 1 2 , 2 4 )

( 0 4 , 1 2 , 2 4 )

( 0 6 , 2 3 , 4 1 )

( 0 5 , 2 5 )

( 1 9 ; 1 )

(4;6)
( 3 , 1 , 1 , 1 ; 4 )

( 4 , 2 , 1 ; 3 )

( 3 , 1 ; 6 )

( 5 , 2 , 1 , 1 ; 1 )

( 4 , 1 , 1 , 1 ; 3 )

( 4 , 2 , 1 ; 3 )

( 6 , 1 ; 3 )

( 5 ; 5 )

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

b

2

2

2

3

1

2

2

2

1

2

(1,労(1,つ
け,助 (12)
(5,o(1,の

椰,4,o(12,勾

( 1 0 )  ( 1 )

( 3 , 7 )  ( 1 , 2 )

( 3 , 7 )  ( 1 2 )

( 4 , 6 )  ( 1 , 3 )

( 1 0 )  ( 1 )

( 2 , 8 )  ( 1 , 3 )

( 1 0 )  ( 1 )

( 1 , 9 )  ( 1 , 5 )

( 1 , 9 )  ( 1 , 3 )

( 1 , 1 , 8 ) ( 1 3 )

(1,1,2,6) (13,31)

( 1 0 )    ( 1 )

( 2 , 8 )  ( 1 , 2 )

( 1 , 4 , 5 )  ( 1 3 )

( 2 , 4 , 4 )  ( 1 3 )

( 2 , 8 )  ( 1 , 4 )

(0,1)04,12,24)
(1,5)o4,12,2つ
0,1)① t 12,24)
P,2,1)①

4,12,2つ

(→ 04,12,2つ
(2,o o4,12,2つ
(2,o o4,12,24)
(3,1)Q4,12,2つ
解) ①

5,25)

(1,勾(05,1,22,3)

ν llll

解;6)

解,1 , 1 , 1 , 1 ;勾

餡,1 , 1 , ;→

解,2;→

解,2, 1 , 1 , 1 ;勾

解,2, 1 ; 3 )

解,2, 1 , 1 ;勾

解,1, 1 ;の

(5, 2 , 1 , 1 ; 1 )

(5,1;→
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グラフを見て気がつ くことを挙 げてお く.G′(グ) 2 G′(涜1 )だか

らといって, もう 11足して α(め2)としても同型にはならない.

G′(グ)笙G′(ふ2)だからといって, もう12倍してG′(″24)として

も同型にはならない.G′(尻4)には何と周期7のサイクルが現れる.

G′(尻0)笙〃島が分かる.G′(″10)笙〃品を思い出せば,G′(尻0)を

計算したくなり,そ れが″品に同型であることを知れば,α (″10α)

笙″″
~α

と予想したくなる。さて,正 しいでしょうか.こ れも宿題

にしよう.

§5。おわりに

加法グラフと乗法グラフは1桁の計算,対 称差の変形は2桁 の計

算,そ れでこんなに複雑で面白い。数の世界には隠されている構造

がどれほどあることか.

今の日本の教育政策の状況下では,こ のことから,「だから3桁

も計算をすれば十分なのだ」という本末転倒の議論が起こりかねな

い.

こんな簡単な作業でこんなに複雑で精細な構造がある。なら,次

はどうなるのだろう? そ う思って貰いたい.

実は,筆 者は未熟のまま力学グラフを世に問うことを恐れていた.

曲解されたり,捻 じ曲げられたりすることが恐かったのだ.し かし,

[5]と本稿を書 くことになって,書 くべき時期が既に来ているよう

な気がしてきた.い まだ未熟な状態ではあるが,大 学生は言うに及

ばず,中 学生や高校生にも力学グラフを語ってきた経験も増えて,

提示の方法にも工夫ができるようになってきた.

本稿では記述をコンパクトにするために,随 所に無理があり,数

学にあまり慣れていない人には読みにくかったと思う。しかし,内

容的には小学生にも理解できるものが大半である.こ こで約束する

というのもおかしなものだが,誰 でも理解でき,さ らに自分で力学

グラフの世界を広げて行 くことを可能にするような本を,必 ず書 く

と言っておこう.

日本数学協会が目指すことは,日 本数学協会などなくともよいよ

うな数学文化が日本に根づくことである, と筆者は考えている。数
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学 を愛す る人が本当に多 くいて,協 会が健全 に発展す るような ら,

何 も恐れ ることはない.
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