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要 約

本研究は、これまで平面幾何で学習 してきた基本的な図形の性質

が、球面上においても成 り立つか どうかを調べることを通 して、図

形の理解の様相 を明 らかにす ることを 目的 としている。方法 として、

念頭操作や実験 。実測な どの具体的操作活動 を重視す る。本稿では

3つ の直線で作 られ る領域 (三辺形 ;以 下で使用す る三角形は三辺

形 とい う意味で用いる)を 扱 つた授業 について考察 している。その

結果、球面上における最短の道を延長 して大円がかけた としても、

球面上における大円が直線であることの認識 には至 りに くいこと、

球面にできた三角形 を三角形 と認 めるものの、平面上での認識が極

めて深 く印象に残 り、球面上での概念形成 に大きな影響 を及ぼす こ

と、すなわち生徒が最初に学習 した概念 は、きわめて強い固定観念

となることなどが明 らか となつた。

1.研 究の 目的 と方法

小学校以来、平面における図形の性質を学習 しているが、それ らの性質には平面だ

か らいえること(平 面でな くてもいえるこ とがある。例 えば、「三角形 の内角 の和が

180°である」ことは、ユーク リッ ド幾何では成 り立ってぃるが、「1つ の直線 に対 して

垂線がかける」 ことは、球面幾何でもいえる。生徒は、平面 とい う条件 を意識 して、

平面における図形の性質を理解 していることは少ない。 このことは、平面の図形の性

質の認識が本質的に育成 されていないことを示 している。空間における図形の性質は、

その図形が存在す る空間に依存す る。 この ことの認識は、空間思考 を行 う上で極 めて

重要なことである。本研究では Ist v a n  L 6 n a r t ( 1 9 9 6 ) ( 1 )の研究を参考 とした。Ist v a n  L ` n a r t

本稿は、平成 15年度～平成 1 6年度科学研究費補助金 (基盤研究( C ) ( 2 ) )研究成果報告書 『数学教
育における空間思考の育成の視座か らの図形 ・空間のカ リキュラム開発研究』、平成 17年 3月 、

p p e 1  6 0‐1 6 9の 「球面上の図形一平面上の図形 との比較を通 して一」の研究の一部である。
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( 1 9 9 6 )の研究は、平面上の図形 と球面上の図形を比較的に取 り扱 うことによって、球

面上の図形およびその空間の理解を目的 としている。本稿では、これまで平面幾何で

学習 してきた基本的な図形の性質が、球面上においても成 り立つか どうかを調べるこ

とを通 して、図形の理解の様相を明らかかにすることを目的とする。方法 として、念

頭操作や実験 。実測などの具体的操作活動を重視する。

そのために授業では、以下の 5点 の内容を指導する。

① 2点 を決めれば直線は決まることがわか り、球面においては大円になること

② 2直 線の交点は、平面においては 1点であ り、球面においては 2点 で交わること

③ 平面においては平行線が存在 し、球面においては平行線が存在 しないこと

④ 2直 線に共通する垂線は、一般的に平面では存在 しないが、球面では必ず存在する

こと

⑤ 平面における三角形の内角の和は 180°であり、球面における三角形の内角の和は

180°より大きく540°より/Jさヽいこと

本稿では特に、3つ の直線で作 られる領域 (三辺形 ;以下で使用する三角形は三遺

形 とい う意味で用いる)を 扱つた授業 (本時)に ついて考察する。

2。 指導計画 (全6時 間)

指導の流れを大きく3つ に分け、それ らを展開 I(本 単元全体に関わる導入)、展開

Ⅱ (直線に関わる指導領域)、展開Ⅲ (三角形に関わる指導領域)と した。これ らの 3

つの展開の指導内容は以下のようである。またこの授業は選択授業で行つた。指導時

間は校時の 5限 目・6限 日と続いているため、それを 1回分とし全部で 3回 分 とした。

展開 I〔 導入〕

展開 Ⅱ 〔直線〕

直線

2直 線の交点の数

平行線

垂直 ・垂線

展開Ⅲ 〔三角形〕

3直 線で作 られ る領域

直角三角形 (本時)

三角形 の内角の和

3.使 用教具

ワークシー ト (プリン ト)9枚 (内容 は資料参照)、プラスチ ック製の球面模型 (外

径 16。8c m )、ホ フイ トボー ド用カラーペ ン、淵のついた柔 らかい塩化 ビニール製 の半

球 (内径 17 c m、授業では直線ハ ッ トと呼ぶ)

時本

　

．
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4 .対 象生徒

1年 生 2人 、2年 2人 、3年 2人 (計 6人 )

5。 これまでの授業の流れ

[プリン ト1]か ら [プリン ト7]の 学習で、平面 と球面における直線、2直 線の交点

の数、平行線、垂直 ・垂線 について学習 を している:す でに、以下のことをま とめ と

して確認 している。

[プリン ト1]球 面にはその独 自な性質があること。

[プリン ト 2]直 線 は、平面にお いては左右 に延び るが、球面においては一周 してつ

ながる大 円となること。大円で切 るとその切断面は球の中心を通 ること。大円は無数

あること。

[プリン ト3]2直 線でできる交 点 の数は、平面,では 1つ 、球面では 2つ あること。そ

の 2つ の交点は球の中心に対 して反対側であ り、 この関係 をもつ 2つ の点を対極点 と

い うこと。,

[プリン ト4]平 行線 は、平面で は存在す るが球面では存在 しない こと。

[プリン ト5]赤道 と経線が 90。で交わることを利用 して、垂直な 2直 線がかけること。

[プリン ト6コ垂直 ・垂線につい て、平面では、2直 線が平行の ときは共通な垂線が存

在す るが、2直 線が平行でない ときは存在 しない。球面では、2つ の大円に共通な垂線

が必ず存在す ること。

[プリン ト
・
7]3直 線が作 る領域 の数 は、平面では ブ、6、4の 3通 り、球面では 8、6

の 2通 りあること。

6.実 際に行なわれた授業

以下が、実際に行われた授業の様子の概略である。授業の流れを作つていつた生徒

の発言や活動およびそれに対する教師の示唆や他の生徒の反応を中心にかいている。

1年生の 2人 を la、lb、2年 生の 2人 を2a、2b、3年生 2人 を 3a、3bとする。(ま

とめ)は 、教師の授業のまとめを生徒が板書したものである。

[第二 回 目](2 0 0 4。12。7)の 後 半 か ら

[プリン ト7]

(問 1)最 初に出た分 け方は、次 の 2通 り (5人 (図 1)、1人 (図 2) )で あつた。

[図 11la,lb,2a,2b,3a [図 2]3b
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そ こで、次のよ うな分 け方 もあることを説明 した。

[図31

(問 2)球 面は容易 に領域 に分 けることができた。

[図4 ]

[図 5]               [図 6]             [図 7]

(まとめ)平 面では 7、6、4の 3通 りあるが、球面では 8(図 5、図 6)、6(図 ケ)の

2通 りである。

[第 三 回 目](2 0 0 5。1. 2 5 )

前回の復習 を兼ねて、3本 の直線 を引き三角形 を作 ることか ら始めた。前回確認 し

た 2種 類 (8 (図 8)、6(図 9) iの2通 り)が 再びでた。新 しくできた面に番号をかか

せ面の数 を確認 した。

次 に、反対側 に同 じ形 が あ る こ とを意識 させ るた め、作 つた面の中で、 同 じ面 の形

の ところに同 じ色 を付 け させ た。 3bは 、8つ の面 を作 つて はいたが、そ の 中の 6つ の

面 が互 い違 い に同 じ形 が並 ん でい るよ うにか いたた め、2つ のグル ープ に分かれ て し

まっていた。

[図 81 lb,la,2a,3a [図 913b,2b
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また 6つ の面の とり方は、8つ の面の とり方の特殊型であることを確認 した。

しか しこの段階では、まだ球の対称性 を認識 していない と判断 し、その指導の準備

として適度な大きさの三角形 をかかせ、その中の 1つ の三角形に注 目させた。その三

角形の異なる 3つ の角度に異なる記号 (〇、△、 ×)を 、同 じ角度 には同 じ記号をつ

るよ う指示 した。 しか し、その三角形 と反対側 にできる三角形が合同であることに気

づいていない様子だつたので、反対側 の三角形に同 じ角度があるのではないか とい う

示唆 を行 つた。す るとす ぐさま、laか ら 「反対側 にできる三角形 は同 じ面積である」

とい、う発言が返つてきた。一方 3bは 、内角の和が 180°を越 えていることに気づき、「こ

こにできている三角形 は三角形ではない」 と、強い 口調で主張 した。 この意見は重要

な意見 と考え、後で じっ くり扱 うこととし、 とりあえず、同 じ角度 に同 じ記号をつけ

させ ることに し、全員正 しく記号がつ けられているかの確認 を行 つた。

次は長 さについて確認を行なつた。同 じ長 さには同じ記号をつけるように指示 し、

教師指導型で行なった。そして最初に対象 とした三角形 と反対側にできる三角形は長

さ角度 ともに同じだか ら、反対側にできる三角形 とは合同になることを確認 した。こ

の確認は先程の laめ意見である 「反対側にできる三角形が同じ面積である」を裏付け

るためのものでもあつた。 さらに対象 としなかつた残 りの三角形に関しても、それぞ

れ反対側にできる三角形 とは合同であることをt異 なる色を塗ることによつて確認 し

た。この 2つ の三角形の対称性は、後に行な う三角形の内角の和が 180°以上であると

い う証明の理解に重要な役割を果たすことになる。

(まとめ)8つ の領域ができる。反対側にひつくり返つてびつた り重なる 1組 の三角

く形ができる。形 ・面積が同じ三角形が 4組 できる。

ここで先程の 3bの発言「ここにできている三角形は三角形ではない」を取 り上げた。

再度 3bに先程の発言について尋ねると、「三角形ではない。平面にすると三角形に

ならない、か
｀
けない。180°にならない」 といい、球面にできる三角形を三角形 として

受け入れがたいものとして捉えていた。

すると 1五より、[図10]が示 された。

l区1 1 0 1  l a

教師側 か ら、考 えるべき方向を示すために、「これ (図 10 )が 三角形か どうかを考

えれば よい ことになる」 と、生徒の意見をま とめた。そ してこのことを解決す るため

には、「三角形 とは何か」 とい う定義に立ち戻る必要があることを確認 した。

そ して生徒 に 「三角形 とは何か」 と尋ね ると、「内角の和が 180°である」「辺が 3つ

ある」「頂点が 3つ ある」とい う答 えが返 つてきた。生徒 は定義 と性質の区別がついて
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いない。そ こで 「小学校の とき最初三角形 とはどんな形 と習いま したか」 といい直 し

た。 しか し生徒 はそのことを忘れていて応 え られなかったので、今度 は 「三角形 をか

きま しょうといわれた ら、小学校 の ときはどのように しま したか」 と誘導的な質問に

切 り換 えた。す ると、3つ の線 をかいて作 つた とい う内容の発言が返 つてきた。その

発言
・
を提えて、三角形の定義-3直 線 で囲まれた図形を三角形 とい う一 を確認 した。

それでも 3bは 「(球面にできる直線 は)曲 がうているか ら直線でない」 といい、球面

にできている三角形 は三角形 とは認 め られない と主張 した。この主張に対 して教師は、

大 円を直線 と見 ることに納得 していないから だ と判断 し、三角形 を構成 している直線

について、「結局は三角形 を作づている直線 が問題 になって くるね」と考えるべき方向

を示唆 した。そ して、「直線 とは何か」とい う定義に関わる質問を した。この質問に対

しては、3bも 含 め全員が、直線 は 2点 を最短距離で結ぶ線 であることは認 めた。この

承認か ら、球面にできる最短距離 は大 円になるか ら、球面における大円を直線 と考え

なければな らない ことを再確認 した。 このよ うに、順序立てて考 えてい くと、三角形

の定義から、球面に作られた形は三角形であると認めなければならないと説明した。
しぶしぶ3bは、球面にできた三角形を三角形と認めたものの、それでも3bは「許さ
れへん」と不満 げであった63bの 「許 されへん」 とい う発言は、最初の認識が極 めて

深 く印象に残 り、後 の概念形成 に大 きな影響 を及ぼ していることを示 している。

その後は、先ほどの定義と性質の混同について整理を行つた。

(まとめ)三 角形の定義 :Jつの直線で囲まれた図形

内角の和が lJo。(性質)

辺が3つある (性質)

頂 点が 3つ あ る (性質 )

この活動を通 して、「二月形とは何か」を考えるためには、きらにそのもととなる
「直線とは何か」を考えなければならないという経験した。この論証の考え方は、具

体的操作活動の中で創発された内発的動機によるものであって、生徒は自らの課題や
その課題を解決するための方法を提えていくことができた。具体的操作活動の重要性
が認められる。

[プリン ト8]

(問 1)1通 りしかないことはす ぐさま理解 した。

直衡″|〕しかいざ寺■移礼1・

[図 1113a
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(問2)球 面では、まず以下に示す 2通 り (直角が 1つ (図 12)、直角が 2つ (図 13) )

が出た。

直角が 3つ できる場合がなかつたので、教師のほ

示 した。最初はできない と思 うていた生徒 もしば ら

うからその場合を考えることを指

くしてかくことができたI図14]。

次の時間の予告 として、直角が 1つの場合を利用 して三角形の和が 180°より大きく

なること、直角が 3つ ある場合を利用 して三角形の和が 270°より大きくなり540°より

小さくなるらしいことを軽 く触れておいた。

(まとめ)平 面では直角は 1つ しかない。球面では直角が 1う、2つ 、3つ の場合があ

る。

3bの、意見 (こだわ り)に よつて、 この第 3回 目の授業は、「三角形 とは何か」、「直

線 とは何か」 とい う図形の認識 に関わる重要 な思考を可能に し、論証や空間概念の基

本 に大きく関わつた。

7。 ま とめ と考察

本時の授業における図形の理解の様相 として、次の 5点 が確認できる。

・球面上における最短の道 を延長 して大円がかけた としても、球面上における大円が

直線であることの認識 には至 りにくい こと

・球面にできた三角形 を三角.形と認めるものの、平面上での認識が極めて深 く印象に

残 り、球面上での概念形成 に大きな影響を及 ぼす こと (例えば、内角の和が 180°よ り

大きい三角形は納得 しがたい こと)

[図 12] [図 13]

[図 14]
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0最 初 に学習 した概念 は、きわめて強い固定観念 となること

・図形 の定義は視覚的に理解 されていること

・定義 に立ち戻つて考 えた りかいた りす ることの必要性や、定義が物事 を考えてい く

ときの根本 になることの理解 は難 しい こと

また上記以外に、具体的操作活動 と関連 して次の 3点 が確認できた。
・念頭操作が難 しくなって くると、思考 している図を球面上にかき込む具体的操作活

動へ と移 ること

。具体的操作活動を行い、 自分の考えを一定まとめ られた後は、球面上にかかれた特

殊な場合だけでな く一般的な場合 も想定 し、再び念頭操作で考えること
・念頭操作や実験 0実 測な どの具体的操作活動 を行 うことによって、疑問や葛藤、教

師や他 の生徒か らの説明を受 けての考え直 しなどの様々な思考ができるよ うになるこ

と

[引用 0参 考文献]

(1)Istvan Lё nart(1996)。 」√ο″‐E“σ′Jグθα″И′ッ̀″′zrgs οκ′力̀ιご“ど″′:ッヵara r f″ッes′なα′Jο″SJ″P′α″ar α“グ

シλθ″Jεα′Gθθ″arry.Key Curriculum Press

この授 業で使 用 した ワー クシー ト (プ リン ト)の 課題 は、 この本 に載 つてい る問題 を引用 し、そ

れ に修正 を加 えた もので ある。

国内においても 『数学教室』No , 3 1 2、1 9 7 8年 H月 号では、黒田俊朗氏の球面幾何の授業報告が

のせ られているが、そこでは高校生を対象 としてぉ り、球面幾何を教えることが中心 となってい

る。               .

資料 (ワータシート)

展 開 I〔 本 単元全体 に関わ る導入〕

[プリン ト1 ]

熊は何色ですか ?

あなたは、つぎのなぞなぞに出会つたことがあ りませんか。挑戦 してみよう。
1頭 の熊がね ぐらを出発 して、1 0 0キロメー トル南に歩きます。

休憩 した後、西に向きを変えて真つ直ぐ 10 oキロメー トル歩きます。
その後再び向きを変えて、北に向かいます。

驚いたことに、熊は元のね ぐらに戻ることがわか りま した。 この熊は何色ですか ?

〔点 ・直線に関わる指導領域〕

[プリン ト2 ]     =

球面上に直線を引くことができますか ?

平面上でも、球面上でも、点は最 も単純な形です。

(問 1 )平 面上の 2点 を結ぶ最も単純で最短の道をかきなさい。

(問2 )球 面上の 2点 を結ぶ最 も単純で最短の道をかきなさい。

(問3 )こ れ らの 2つ の道 を延長すると、それぞれ どんな形になるか

述べなさい。
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[プリン ト3 ]

2直 線は共通点をい くつもつことができますか ?

平面上で、または球面上で、異なる 2直 線が交わる

で出会 う。

(問 1 )平 面上の 2直 線の交点を調べなさい。

(問2 )球 面上の 2つ の大円の交点を調べなさい。

それ らは 1点 以上

[プリン ト4 ]

平行線を考えてみよ う。

(問 1 )平 面上で平行線を考えてみよう。

(問2 )球 面上で平行線を考えてみよう。

[プリン ト5 ]

球面上で、垂直な直線はどのよ うになっていますか ?

平面上で、および球面上で、垂直な直線 を調べなさい

(問 1 )平 面上で垂直な 2直 線を作図 しなさい。

(問2 )球 面上で圭直な 2直 線を作図 しなさい。

[プリン ト6 ]

2直 線のどちらにも垂直な直線は何本あ りますか ?

ある直線が他の2直線のどちらにも垂直ならば、その直線はそれらの2直線
に共通な垂線です。

(問 1 )平 面上で、2直 線に共通な垂線を調べなさい

(問2 )球 面上で、2つ の大円に共通な垂線 を調べな さ い

展開Ⅲ 〔三角形に関わる指導領域〕

[プリン ト7 ]

3つ の直線が交わるとき、 どんな領域をつ くることができますか ?

(間 1 )平 面上で、3直 線によつてできる領域を調べなさい。

平面をいくつの領域に分けますか ?

(問 2 )球 面上で、3つ の大円によつてできる領域 を調べなさい。

球面をい くつの領域に分けますか ?

[プ リン ト8 ]

三角形 は直角 を一つ以上 もつ こ とがで きます か ?

あなたは直角三角形の性質をすでに学習しました。
(問1)幸面上で、直角を一つ以上もつような三角形を構成できますか。調べなさい。
(問2)球面上で、直角を一つ以上もつような三角形を構成できますか。調べなさい。

[プ リン ト9 ]

三角形 の内角 の和 はい くらです か ?

三角形 の内角の和 は、いつ も同 じです か ?

(問 1 )平 面三角形 の内角の和 を調べ な さい

(問 2 )球 面三角形 の内角 の和 を調べ な さい
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