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こ の 論文 は ラ マ ヌ ジャ ン グラ フ の構成に つ い て考察した結果で ある . 1 章で は D a N id o ff
,
S a r n a k

,

V al e tt e に よる具体的なラ マ ヌ ジ ャ ン グラフ の 構成に つ い て まとめた . 有限 で連結な k - r eg u l a r グ

ラ フ X の , 全 て の 非自明な固有値 p が 糾 ≦ 2 肺 7 を満たすとき, X をラ マ ヌ ジ ャ ン グラ フ と

い う. G を群とする . S を空 で な い G の 部分集合と し, S = S
~ 1

が成り立 っ とす る. 演 ,点の 集合

V - a
,

辺 の 集合 E - (( x
, y) : x

, y ∈ G で y = x s と なる s ∈ S が存在する) で で きるグラ フ

Q( a
,
S) をケ - リ ー グラ フ と い う. 以下 の グラフ を考える. ただ し, こ こ で S P , りま1 .3 節 で 定義す

る集合で ある.

(雷) - 1 の羊き の
, S p ,q に関する P S L 2(q) の ケ

-

リ
ー

グラフ

X P 'q - g( P S L 2(q) ,
S

p ,q)

と, (苦) - : 1 の とき の
, ち,q に関す る P G L 2'q' の ケ

-

リ
ー

グラ フ

X P 'q
- Q(P G L 2(q) ,

S
p ,q)

t

は, 抄+ 1)
- r eg u l a r の グラ フ で あり

, p
8

< q
の ときに つ い て は, ど の 2 頂点も何本か の 辺 によ っ て

つ なが っ て い る連結グラ フ で ある こ とが示され て い る. また, ラ マ ヌ ジャ ン グラ フ で あり
,

の とき, 大きな gi rth と大 きな彩色数を持 つ 良 い グラ フ で ある こ とが示され て い る .

= 1

2 章で は これ の 頂点 の 群を位数4 の 部分群で左 か ら割 っ たも の に つ い て考察 して い る,
つ まり こ

こ か ら は , 鳳長 の 集合 v を群に 限らず集合と し
,
鳳長 の 集合 V には右か ら群 G が作用 して い ると

す る.

(雷) - 1 の とき, Z P ,q を S
p ,q

に関する 町 P S L 2(q) の ケ - リ ー グラ フ とする･

Z P ' q
- Q( H ＼P S L 2(q) ,

S
p ,q) I

(雷) ニ ー 1 の とき, Z P , q を S p , q
に 関す る 町 P G L 2(q) の ケ

-

リ ー グラ フ とす る一

Z P ' q
- Q( H＼P G L 2(q) ,

S
p , q) ･

こ の グラ フ は頂点推移的で は な い が, 也 + 1) -

r eg ul a r で ある こ とに は変わりはなく ,
X P , q の 連結

性 が p
8

< q
の ときに示 せ た の に対 し て , Z P , 9 で はp > 5

, p
7

< q の とき,
ただ し

, p
7

< q ≦p
8 に

つ い て は 3 , 5 ,
l l

,
1 7 , 2 9 , 4 1 以外 の とき に

, 連結で ある ことを示す こ とが で きた . また, ル
ー プが

な い Z P ,り こ対 し て , p > 5
, p

8
< q を満たす奇素数 p , q で, ラ マ ヌ ジャ ン グラ フ で あり, 良 い グラ

フ で あると い う こ とを示す こ とが で きた.
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序文

こ の 論文 は ラ マ ヌ ジ ャ ン グラ フ の構成 に つ い て 考察 した結

果 で あ る ･ 1 章 で は D a vid o ff , S a r n a k
,

V al ett e[1】に よ る具

体的なラ マ ヌ ジ ャ ン グラ フ の 構成に つ い て まと めた .
こ こ で

い う グラ フ とは , 右 の ような頂点と, 辺 からな るもの で あ る .

グラ フ X の 全て の 頂点から同じ k 本ず つ 辺 が出て い る と き,

グラ フ X は k - r e g u l a r で あ ると い う. 右 の 例は 2 - r e g u l a r の グ

ラ フ で あ る .

定義 o . o . 1 . 有限で連結な k - r e g u l a r グラ フ X の
,

全 て の 非

自明な固有値 p がI p[ ≦ 2 杯 7 を満たすとき ,
X を ラ マ ヌ

ジ ャ ン グラ フ と い う.

[

∵…

G を群とする . S を空で な い G の部分集合と し
, S = S - l

が

成り立 つ とす る . 頂点 の 集合 v - G
,
辺 の 集合 E - (( I

, y) ‥ x
, y ∈ G で y

- x s と なる s ∈

s が存在す る) で でき るグラ フ Q( G
,
S) をケ

-

リ
ー グラ フ と い う･ 以 下 の グラ フ を考える ･

た だ し, こ こ で S
p ,q

は 1 ･3 節で定義する集合 で あ る ･

(
p

i) - 1 の とき の
,

S
p ,q

に関する P S L 2( q) の ケ
-

リ
ー

グ ラ フ

X P ,q - Q( P S L 2(q) ,
S

p ,q)

と
, (冒) - 1 1 の と き の , S

p ,q
に関する P G L 2(q) の ケ

-

リ
ー グラ フ

X P ,q - Q( P G L 2( q) , S p , q)

は, ( p + 1) - r e g u l a r の グラ フ で あり
, p ≧ 5

, p
8

< q の と き に つ い て は
,

ど の 2 頂 点も何

本 か の 辺 に よ っ て つ なが っ て い る連結グラ フ で ある こ と が示 され て い る . また , 全 て の

v i ,
Vj ∈ V で α( v i) - Vj となるグラ フ X の 自己 同型写像 α が存在する とき, 頂点推移的で

あ ると い うが
,

こ の グラ フ は頂点推移的なグラ フ で あ る . そ して , X P ,q の , あ る頂点か ら

同 じ頂点 - と つ なが る道 の 数 に つ い て , 以下 の 公 式が作 られ た .

定理 0 . 0 . 2 ( ト レ
ー

ス 公 式) . k - r e g ul a r で連結なル ー プが な い 単純 グラ フ を X とす る ･ そ

の 頂点 の 集合 を V とす る . 全て の m ∈ N U ( 0) で

∑ ∑ f m - 2 ,
,
x

- (k - 1)
x ∈V O ≦r ≦写

た だ し, U m は m 次の チ ェ ビ シ ェ フ 多項式
,

すなわ ち,
m ∈ N U ( 0) で U

m ( c o s O) -

si n( m + 1)0/ si n O を満 たす式である . こ の 公式に対 し て
,

ラ マ ヌ ジ ャ ン 予想 を使う こ と に

より, p ≧ 5
, p

8
< q を満たす奇素数 p , q で q が十分大 き い とき ,

グラ フ X P ,q は
,

ラ マ ヌ

ジ ャ ン グラ フ で ある こ と が示 された . そ して こ れ が D a v id o 圧, S a r n a k , V a l ett e[1] に よる

具体的なラ マ ヌ ジ ャ ン グラ フ の 例 で ある . また , こ こ で仮 定にな っ て い る p
8

< q は X P ,q

の 連結性 と単純性 を示すもの で あり, 連結で単純 なグラ フ で あ れば こ の 範囲で なくとも成

り 立 つ . ま た , あ る頂点から同 じ頂点に戻る ,
い く つ か の 辺 で で きた道をサ ー

キ ッ トと い
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うが , そ の 中で最小 の もの を g irt b と呼ぶ . さらに
, 隣接 した 2 点が同 じ色に な らな い よ

うに塗り分 けるとき に必 要な色の 数の 最小値を彩色数と い う. 当然 ,
辺 が増 えれ ば彩色数

は大きく なるが , g i rt h は大きく ならな い
. む しろ小 さくな っ て しまうこ ともあ る .

以 下 の グラ フ は X
3

,
5

,
x

3
,
l l

,
x

5
,
1 1

の グラ フ で あ る . どれ も連結 グ ラ フ で あり, ラ マ ヌ

ジ ャ ン グラ フ でもあ る .

x
3

,
5

の グラ フ : gi rt h は 6

1 V



X
3

,
1 1

の グラ フ : gi rt h は 9
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x
5

,
1 1

の グラ フ : g irt h は 6

近年, 情報化社会 の 発展 によ り
,

より良 い 通信網が望 まれて い る . 通信 の途絶え にくさ

だ けを考 えれ ば, どの 2 地点も つ なが っ て い れ ば 一

番良 い と い え る .
こ れ は, グラ フ で い

えば, 任意の 2 頂点が隣接 し て い る完全グラ フ と い う こ とで あ る . 同じ頂点数 で あ れば,

こ の 状態が
一 番彩色数が大き い . しか し

, 現実に考える と, こ れ で は経済面 で の負担が大

きくなる . 逆に経済面だ けを求め
,

ひ と つ の 経路です べ て の 地点をカ バ ー しようとす ると,

一 本 の線で なけれ ば, 最初 の 例の ような形 になる. こ の グラ フ はサイ ク ル グラ フ で
,

同 じ

頂点数で あれ ば, こ の 状態が
一

番 gi rt h が大き い . しか し こ れ で は経路が少 なすぎ
,

ど こ

か で トラブ ル が起 こ れば
, そ の 先 の 通信が途絶え て しま う可 能性が 高 い . 良 い 通信網は ,

こ の 2 つ の 相反す る面 を最大限に持ち合わせ る通信網で あると い うこ と で あ る . こ れは ,

V l



つ ま り, 大き な gi rt h と大 きな彩色数 をあわせ持 つ グラ フ を作る こ とと 同意 で あ る. 1 9 5 9

年に E r d 6 s に より
,

こ の ようなグラ フ が存在す る こ とは示 され て い る .
こ の ようなグラ フ

を良 い グラ フ と 呼ぶ . グラ フ X P ,q は , p , q が p
8

< q , p ≧ 5 を満たす奇素数 で
, (壁

q) I
- iJ

の とき, 大き なgi rt h を持ち
,

大き な彩色数を持 つ . つ まり
,

こ の 条件 の グラ フ X P ,q は 良

い グラ フ で あ る . 2 章か らは別 の 良い グラ フ で あり, ラ マ ヌ ジ ャ ン グラ フ で あ る グラ フ を

構成す る こ とに つ い て 考察を行 っ た .

2 章 で新た に作 っ た グラ フ Z P ,q の 頂点は X P , q の 頂点 P S L 2(q) ,
P G L 2( q) を 2 . 1 節で 定義

す る位数 4 の 部分群 H で 左 か ら割 っ た も の で あ る. こ の 章か ら次の ようなグラ フ をケ
-

リ ー グラ フ と い うこ と にす る. G を群とする . S を空で な い G の 部分集合 と し
,

S = S - 1

が成 り立 っ とす る . 頂点の集合 V には G が右か ら作用 して い るとする . 頂点の集合 V と

辺 の 集合 E - (( I
, y) : I

, y ∈ V で y - x s と なる s ∈ S が存在する) で で き る グラ

フ Q( V
,
S) をケ

-

リ
ー グラ フ と い う こ と にする ･ (冒) - 1 の とき , Z P , q k S

p ,q
に関す る

H ＼P S L 2( q) の ケ
-

リ
ー グラ フ とする ･

Z
P 'q

- Q( H ＼P S L 2(q) ,
S

p , q) ･

(冨) ニ ー1 の とき, Z P ,q を S
p ,q

に関する 町 P G L 2(q) の ケ
-

リ
ー

グ ラ フ とす る ･

Z P , q - Q( H ＼P G L 2( q) ,
S

p ,q) ･

つ ま り
, 頂点 の 集合 は H ＼P S L 2(q) ,

H ＼P G L 2(q) で あ り, こ れ は どちらも群 で はな い ･ ま

た ,
こ の グラ フ は頂点推移的で は な い . そ の た め に, X P , q で は頂点 の 集合 に対応す る群

の 単位元 に つ い て の み 考えれば良か っ た と こ ろが, そ れ だ け で はすまず, 様 々 なケ
ー

ス に

つ い て 考え る必要が で き た ･ しか し
, (p + 1) - r e g u l a r で あ る こ と には変わ りは なく

,
定理

2 .2 . 6 で は , X P , q の連結性が p
8

< q の とき に示 せ た の に対 し て ,
Z P ,q で は p ≧ 5 , p

7
< q

の とき ,
ただ し, p

7
< q ≦p

8
に つ い て は p が 3

,
5

,
l l

,
1 7

,
2 9

,
4 1 以外の とき に

,
連結で あ

る こ と を示す こ とが で きた . また ,
ル ー プがな い Z P , q に対 して , X P ,q 同様 に, あ る頂点か

ら同 じ頂点 - と つ なが る道 の 数に つ い て 以 下 の 公式が できた ･ た だ し
,

s Q l(p
m

) ,
S Q 2( p

m

)

は 1 .3 節 , 3 . 1 節で 定義する数 で あ る .

定理 0 . 0 . 3 ( Z P ,q の ト レ
ー

ス 公 式) .
ル ー

プ がな い Z P ,q で卜打＼Vl - n とお き
, p , q を p ≧

5 , p
8

< q を満 たす奇素数とす る .

q + 1

2(q - 1)

2(q + I)

と おく･ 全て の m ∈ N U ( 0) に対 し

x ∈H ＼V O≦r ≦m / 2

P
_
q

里

q

P
_

q

P
_

q

- 1 か つ p ≡ 1 ( m o d 4) の と き)

- 1 か つ p ≡ 3 ( m o d 4) の と き)

ニ ー 1 か つ p ≡ 1 ( m o d 4) の とき)

- - 1 か つ p ≡ 3 ( m o d 4) の とき)

n 3

2: ∑ f - - 2 r
,
I

-

芸s
Q l( p

m

) '言c v s
Q 2( p

m

) ･

v ii



こ の 公式に対 し て , ラ マ ヌ ジ ャ ン 予想を使う こ とに より , p >
_

5 , p
8

< q を満たす奇素数

p , q で
,

ル ー

プが な い Z P , q が ラ マ ヌ ジ ャ ン グラ フ で ある こ と を示す こ とが で きた ･ また, こ

こ で仮定にな っ て い る p
8

< q は X P ,q の 連結性と単純性を示す も の で あり
,

X P , q が連結 で

単純 あれ ば
,

こ の範囲で なくとも成り立 つ . 以 下に図示 した 3 つ の グラ フ Z
3

,
5

,
z 3

,
l l

,
z

5
,
l l

は連結 グラ フ で あり, ラ マ ヌ ジ ャ ン グラ フ で もあ る . た だ し, Z
3

,
1 1

の グラ フ は ル
ー

プ を

持 つ
. また

,
こ の グラ フ の 頂点は, 先に紹介 した 3 つ の グラ フ の頂点の 群を , 位数 4 の 部

分群 H で左 か ら割 っ た集合 で あ る .

z
3

,
5 の グラ フ : gi rt h は 4

V lll



z
3

,
1 1

の グラ フ : ル
ー

プ があ る例 .

1 Ⅹ



z
5

,
1 1 の グラ フ : g irt h は 3 .

ま た 2 . 2 節 で は
, p , q が p ≧ 5

, p
8

< q を満たす奇素数 で あ ると き
,

ル
ー

プ が な い Z P , q

は 大きな gi rt h を持 っ こ とが , 3 .2 節で は同 じ条件下 で( 里

q) = 1 の と き , 大 きな彩色数 を

持 つ こ とも示せ た ･ 特 に, 頂点数が 1/ 4 にな っ て い るにもかか わ らず
, g irt b の 評価は 1/ 2

に しかならなか っ た こ と と, 彩色数の 評価は X P ,q と 同様の も の が得 られ た こ と は, 成果

の 1 つ で あ る . こ こ か ら,
ル ー

プ がな い Z P , q は , 頂点推移的 で な い グラ フ で あり なが ら
,

- 1 か つ p ≧ 5
, p

8
< q の とき, 良い グラ フ で あ ると い う こ と を示す こ とが できた .

最後に , こ の 論 文 を書くに あた りお 世話にな っ た たく さん の 方 に感謝 の 意を表 した い .

グラ フ の サ ー キ ッ ト の 個数 の 確認に有用なプ ロ グラ ム を作成 し て く れ た , 藤田幸 司氏 に,

Ⅹ



また , 授業だ けで なく , 院生生活全体を支え て く ださ っ た三 重大学教育学部数学教室 の 先

生方や鈴木事務官に , そ し て 誰より, 未熟な私 を ,
こ の ような論文 が書け るま で に ご指導

くだ さり, す ばら し い A p p e n dix を書き添え て くだ さ っ た指導教官 で あ る露峰先生 に, こ

の 場をお 借り して 心 か らの 感謝 を伝 えた い .
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1 グラ フ X P ,q

こ の 章で は D a v id o fr
, S a r n a k , V a l ett e に よ る[1] で述 べ られ て い る こ と に つ い て ま と

め る .

1 . 1 グラ フ

頂点 の 集合 V と
,

辺 の 集合 E か ら なる グラ フ X - ( V
,
E ) に つ い て 考 え る ･ V -

( v l ,
V 2 ,

. . .

,) を グラ フ X の 頂点 の 集合 とす る ･ こ の 時 , A - ( A id) を グ ラ フ X の 隣接

行列と い う . た だ し
,

こ こ で

A ij
- ( v i と v

j を つ な ぐ辺 の 数)

とす る . い く つ か の 辺 が つ なが っ たもの を道と呼び ,
X の 任意の 2 頂点が道で つ なが っ て

い ると き
,

そ の X は連結 で あ ると い う. 全て の 隣接点 を つ な ぐ辺 が 1 本ず つ しか な い と

き ,
X は単純 で あ ると い う. 1 本の 辺 が

,
ある頂点か ら同じ頂点に戻る とき

,
それ を ル ー

プと い う. また , 全て の 頂点が , 隣接する 2 点を同 じ色 で塗 らな い ように 2 色 で塗り分け

られ るとき ,
そ の グラ フ を 二部グラ フ と い う. 全て の v i ,

Vj ∈ V で α( v i) - Vj と なるグラ

フ X の 自己同型写像 α が存在する とき , 頂点推移的 で あ ると い う.

定義 1 ･ 1 ･ 1 ･ k ≧ 2 を整数とす る ･ 全て の 即i ∈ V で ∑v
j ∈V

A ij
- k の と き

,
グラ フ X は

k - r e9 ul a r で あ ると い う･

グラ フ X を n 個 の 頂点 の 有限グラ フ とする . X の 隣接行列 A は
,

重複を許 して n 個 の

実固有値 を持 つ . こ の 固有値 を小 さ い 方か ら

p o ≦ p l ≦ ･ - ≦ 〃n 1 1

とす る . A の 固有値 の 集合 を X の ス ペ ク トル と い う. ま た
,
k - r e g u l a r の グ ラ フ の 隣接行

列 の k と なる固有値 を自明な固有値 と い う. 二部 グラ フ の ときは - k も自明な 固有値 と い

う. こ こ で X - ( V
,
E ) の 頂点の 集合 V の 部分集合 F の 境界 ∂F を F の 元 と V - F の 元

を つ な ぐ辺 の 集合 と定義す る .

定義 1 . 1 . 2 . グ ラ フ X の 等周定数 を

h( X) - i n f
l∂Fl

m i n(L FI ,[ V - F[)
: F ⊆ V

,
0 < L F[

と定義す る . X が有限で n 個 の 頂点の とき
､

こ れ は次の ように言 い 換 え られ る .

h( X ) - m in F C V . 0 < l F

こ の 等周定数に よ っ て
, 次の 定義をす る .

定義 1 . 1 . 3 ･ ( X m ) m ≧1 を m → + ∞ の ときI V ml → + ∞ とな る有限で連結 で ル ー プ の な い

k -

r e g u l a r の グラ フ の 族とする . あ る E > 0 が存在 して , 全て の m ≧ 1 で h( X
m ) ≧ E と

なるとき , ( X m) m ≧1 をf a m ily of e xp a n d e r s と い う･

1



f a m ily of e x p a n d e r s に つ い て は, 次の こ とが証明され て い る .

命題 1 ･ 1 ･ 4 ･ ( X
m) m ≧1 を m → + ∞ の と きfV m[ → + ∞ となる有限で 連結 で ル ー プ の な

い k -

r e g u l a r の グラ フ の 族 とす る ･ ( X m) m ≧1 が fa m ily o f e x p a n d e r s で あ る こ と と, ある

E > 0 が存在 して , 全て の m ≧ 1 で k - FL l( X
m ) ≧ E と なる こ と は同値 で あ る .

こ の k -

〃1( X m ) を ス ペ ク ト ル ギ ャ ッ プ と い い
,

ス ペ ク トル ギ ャ ッ プが大き い ほ ど, 質 の

良い f a m ily o f e x p a n d e r s で ある と い う･

定義 1 . 1 . 5 . 有限で連結なた- r e g u l a r グラ フ X の , 全て の 非自明な固有値FL がl〃t ≦ 2 抑 て

を満 たす とき , X をラ マ ヌ ジ ャ ン グラ フ と い う.

( x
m ) m ≧1 を m ぅ + ∞ の ときIV ml ) + ∞ となる k - r e g u l a r で ル ー プ の な い ラ マ ヌ ジ ャ ン

グラ フ の 族とする . こ の 族は
,

ス ペ ク トル ギ ャッ プが大き い , 質の よ い fa m ily of e x p a n d e r s

となる .

定義 1 . 1 . 6 . 連結グラ フ X の 最小 の サ ー キ ッ ト の 長 さを gi rth と い い g( X ) で表す. サ
ー

キ ッ トが な い とき は グラ フ X を t r e e と い い
, g( X ) - + ∞ とする ･

命題 1 ･ 1 ･ 7 ･ ( X
m) m ≧1 を m → + ∞ の と きIV

ml ) + ∞ と なる有限で連結で ル ー

プ の な い

k - r e g u l a r の グラ フ の 族とする ･ k ≧ 5 の とき , 次 の 式が成 り立 つ
･

g( X
m ) ≦ 2 + 2 l o g k _ 1l V

m 卜

( x m) m ≧1 を m → + ∞ の と きIV m い + ∞ と なる有限 で連結 で ル ー プ の ない k - r e g u l a r

の グラ フ の 族 とす る . あ る定数 C > 0 で g( X
m) ≧ ( C + o(1)) lo g k - ll V

m[ と なる とき,

( X
m) m ≧1 は大きなgi rt h を持 つ と い う･ こ こ で o(1) は m ぅ + ∞ の とき, 0 になる量 を

示す .

定義 1 . 1 . 8 . グラ フ X の 隣接す る 2 点を別 の色 で塗る とき, す べ て の頂点を塗り分 ける の

に必 要な最小 の 数 を彩色数と い い
, x( X ) で表す ･

彩色数に つ い て次の こ とが示 され て い る .

命題 1 . 1 . 9 . X を有限 で ル
ー

プ の な い k - r eg u l a r の 連結 グラ フ とす る ･ 頂点数を n 個 とす

ると,

x( X ) ≧
m a x(I p lf ,l p n - ll)

'

さらに ,
X が 二部 グラ フ で ない ラ マ ヌ ジ ャ ン グラ フ の とき ,

x( X ) ≧
k ､作

/
【

ヽ
J

2 ノ㌃= 7 2

( x
m ) m ≧1 を m → + ∞ の ときIV

ml ) + ∞ となる有限で連結で ル ー プ の な い k - r e g ul a r の

グラ フ の族とする. こ こ で は, 任意の E > 0 に対して 定数 C
E
が存在 し, x( X

m ) > C
E( k

l/ 6 ~ど

)
が成り立 つ とき

,
グラ フ X は大きな彩色数を持 つ と い う.
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定義 1 .1 . 1 0 . G を群とする . S を空 でな い G の 部分集合と し, S = S - l
が成り立 つ とする.

頂点 の 集合 V - G , 辺 の 集合 E - (( I
, y) : I

, y ∈ G で y
- x s と な る s ∈ S が存在する)

で で きる グラ フ Q( G
,
S) をケ

-

リ
ー グラ フ と い う ･

ケ
-

リ
ー

グ ラ フ に つ い て
, 次 の こ とが示 され て い る .

命題 1 .1 . l l . G を群 とする . Q( G
,
S) をI Sl - k の ケ

-

リ
ー グ ラ フ とす る ･

( a) Q( G
,
S) は単純で k - r e g u l a r の 頂点推移的なグラ フ で あ る ･

(b) Q( a
,
S) に ル ー プが な い こ とと , 1 ≠S は 同値で ある ･

( c) Q( G
,
S) が連結 で あ る こ とと, S が G を生成する こ と は同値 で あ る ･

大き な彩色数 を持ち, 大きな g irt b を持 つ グラ フ を良 い グラ フ と い うこ と にする . こ の

ような グラ フ が存在する こ と は, 1 9 5 9 年に E r d6 s フうミ確率論的な方法 で 示 して い るが , 具

体例ま で は与え られ なか っ た . 1 9 8 8 年, P h illip s , S a r n a k に よ っ て
, 頂点 を P G L 2(q) ま

たは P S L 2(q) に したケ
-

リ
ー

グラ フ を作る こ とで , ラ マ ヌ ジ ャ ン グラ フ の 具体例が構成さ

れた . こ の ラ マ ヌ ジ ャ ン グラ フ の
一

部が
, 良 い グラ フ で あ る こ とが示 され て い る .

1 . 2 四 元 数

1 .3 節 で P hillip s
,

S a r n a k によ っ て構成され た ラ マ ヌ ジ ャ ン グ ラ フ の 具体例に つ い て 述

べ るた め の 準備 をす る . まず ル ジ ャ ン ドル記号

(
p

6) -〈
o

l l ?p

k ≧ 2
,
n ∈ N で

(
里

q) を次 の ように定義す る .

が q で割り切れ るとき)
が q で割り切れず p が m o d q で 平方剰余 の とき)

が q で割り切れず p が m o d q で 平方非剰余 の と き) .

r k( n) -〈( x o ,
･ ･

k - 1

･

,
x k - 1) ∈ Z : ∑ x

%

? - n

i = 0

とす る .

命題 1 . 2 . 1 . 任意 の E > 0 に対 して r 3( n) - O
E( n

l/ 2 + E

) で あ る .

定理 1 ･ 2 ･ 2 (J a c o bi の定理) ･ n を正 の 奇数とす る ･ こ の とき
,

r 4( n) - 8 ∑dl n
d で あ る ･

Ⅱ( Z) を整数 を係数とす る四元数 の 集合とす る . あ る四元数 α - a o + a li + a 2j + a 3 k

とお く ･ ノ ル ム を N (α) - a呂+ a亨+ a萎+ a書と し, ノ ル ム が奇数 の と き
,

そ の 四元数 は

奇数 で あ る と い い
,

ノ ル ム が 偶数の ときはそ の 四元 数を偶数 と い う. また , αo が奇数 で

α1 ,
α 2 ,

α3 が偶数 , また は αo が偶数 で α1 ,
α2 ,

α 3 が奇数 で あ ると き
,

そ の 四 元数は強奇数で

あ ると い う. こ の とき , ( a o ,
a l ,

a 2 ,
a 3) ∈ Z

4
を強奇数 を作る組と い う.

α ∈ Ⅱ( Z) で
, ノ ル ム が 奇素数の べ き乗 の も の を考え る . つ まり, 奇素数 を p と し, α -

a o + a l l + a 2j + a 3 k とおく と
,

N ( α) - a呂+ a芋+ a書+ a喜 - p
k

となる α ∈ H( 2:) の 集合に

つ い て考 える ･ 定理 1 ･ 2 ･2 より, a呂+ a亨+ a召+ a… -

p は 8( p + 1) 個 の整数解を持 つ ･ こ

の 整数解の組 み合わ せ は , ノ ル ム が p の整 四元数 α - a o + a li + a 2j + a 3 k に対応する .

p ≡ l ( m o d 4) の と きは, 1 つ の a i が奇数で , 残り の 3 つ は偶数 となり, p … 3 ( m o d 4)
の と きは , 1 つ の a i が偶数 で

, 残り の 3 つ は奇数 とな る . こ の
, 唯

一 の 奇数ま た は偶数
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となる係数 を a
%

9 とす る ･ E α で a? ≠ 0 の と き
,

E α と して 8 個 の 四元数が 考え られ るが
,

a o と し て aP を持 つ も の だけに絞 る ･ a
%
9 - o の とき は

, p ≡ 3 ( m o d 4) に限られ る ･
こ の

とき
,

∈ を四元 数の 単数とする と
,

αo
- 0 にな る 四元数 を作る こ と が で き る . こ の とき ,

而 ニ ーE α だか ら , どちらか 1 つ に絞 る . する と
,

a o に唯
一

の 奇数ま たは偶数 がく るも の

で
,

a呂+ a至+ a弓+ a喜 -

p をみたす も の は p + 1 個あ る こ とが分か る ･ こ の と き, 対応す

る四元 数 α は

α ≡ 1 ( m o d 2) ,
また は α ≡ i + i + k ( m o d 2)

となる . こ の 対応する四元数 の 集合 を S
p

とおく と, S
p

には aP > o の も の は い つ も, α と

夜 が 両方入 り, aP - o の もの は い つ も α だ けしか 入 らな い ･
つ まり S

p
は次 の ようなノ ル

ム が p の 強奇数 の 集合 で あ る .

S
p

- ( α 1 , 軒 ,
･ ･ ･

,
α

s , 両 ,β1 ,
-

,βt) ･

た だ しα - a o + a ll + a 2j + a 3 k , β - b l i + b 2j + b 3 k ∈ Ⅲ( A) ,

α 病 - P ,
? - p ( 1 ≦i ≦ s

,
1 ≦j ≦ t) ,

2 s + i -

p + 1 ･

定義 1 ･ 2 ･ 3 ･ α 麻 布 αi , P
,
? (i - 1

,
-

,
a

, i - 1
,

-

,
i) を含ま な い S

p
の 元 の 積 を S

p
上 の

既約 ワ ー ドと い う.

次 の こ と も分か っ て い る .

定理 1 . 2 . 4 . k ∈ N , α ∈ H ( Z) が N (α) - p
k

を満 たすと き
,

α は
一

意的な因数分解 α -

∈p
r
w

m
を持 つ

. ただ し こ こ で は , E は N ( A) の 単数 ,
w

m は S
p

の 長さ m の 既約 ワ
ー

ドの こ

と を指す .

命題 1 . 2 . 5 . K を標数が 2 で はな い 体 とする . x
2

+ y
2

+ 1 - 0 と なる x
, y ∈ K が存在す

ると き, 写像

¢ : Ⅱ( K ) う M 2( K ) ,

4 ,( a o + a l l + a 2j + a 3 k) -(
a o + a l こr + a 3 y - a l + a 2 + a 3こr

- a l y - a 2 + a 3 X a o - a l X - a 3 y

は 同型写像 になる .

q 個 の 元 の 有限体を F
q
と し, F

q
の 0 で な い 元 で で き る乗法群 を F

q

X
とする ･ こ れに つ い

て
, 以下 の こ と が分か っ て い る .

命題 1 ･2 ･ 6 ･ F
q

X
は 呈宕 個の 平方剰余を持 つ

･

定理 1 . 2 . 7 . p ∈ N を奇素数 とする ･ こ の と き , p ≡ l ( m o d 4) で あ る こ とと , 一1 が F
q

X

内で平方剰余で あ る こ とは 同値 で あ る .

命題 1 .2 . 8 . q を奇素数とすると , x
2

+ y
2

+ 1 - 0 となる ような x
, y ∈ F

q
が存在する ･

最後 に, 次の ような Ⅱ( Z) の部分集合 A
'

を定義 して おく ･

A
'

- ( α ∈ Ⅲ( Z) : α は強奇数 ,
N ( α) は p の べ き乗) ･ ( 1)

明 らか に S
p

⊂ A
'

となる ･

系 1 . 2 . 9 . α ∈ A
'

で N ( α) - p
k

と なるも の は全て ,

一 意 的な因数分解 α - 士p
r

w
m

を持

つ . た だ し こ こ で は ,
r ∈ N で , w m は S p

の 長さ m の 既約 ワ
ー

ドで k - 2 r + m とする ･
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1 . 3 グラ フ X P , q と Y P ･q

p , q を異な る奇素数とする ･ H ( Z) の 元 の 係数 を法 q で r e d u cti o n する写像 7
-

q
: 班( Z) →

H ( F
q) を作る ･ 命題 1 . 2 .8 より x

2
+ y

2
+ 1 ≡ 0 ( m o d q) となる x

, y ∈ Z が存在する の で
,

こ の ような整数を選ぶ と, 命題 1
･
2 ･ 5 の 同型写像4,

q
‥ Ⅱ( F

q) → M 2( F
q) を作る こ と が で き

る . こ の 写像は次 の 2 つ の 性質を持 つ
.

( a) α ∈ Ⅱ( F
q) で N ( α) - d et 4 ,

q( α) で ある ･

(b) α ∈ Ⅱ( F
q) が α - 百 を満たすと き

, 4 ,
q( α) は ス カ ラ

ー 行列 で ある ･

今, N ( α) ≠0 ( m o d q) となる α ∈ H ( Z) で 4,
q( T

q( α)) は G L 2( q) に属す る の で
, 次 の 準同

型写像

p : G L 2(q) う P G L 2( q)

を考え ると, そ の 核は ス カ ラ
ー 行列 か らなる部分群 になる . こ こ で

S
p ,q

- ( p ｡ 4 ,
q

｡ T
q)( S

p)

とおく ･ する と
,

S
p ,q

は P G L 2(q) の S
pl q

l
- s

p , q
となる部分集合 で あ る ･

命題 1 ･ 3 ･ 1 ･ q > 2
､作 の とき

, l S
p , ql

-

p + 1 ･

命題 1 ･3 ･ 2 ･ A ∈ G L 2(q) とする ･ p( A) ∈ P S L 2( q) と(
垂
㌍) - 1 は 同値 で あ る ･

以上 の 2 つ の 命題 よ り, 次の ケ
-

リ
ー グラ フ を作る .

(冒) - 1 の とき, S
p , q

は P S L 2(q) に含まれ る ･ こ の と き
,

X P ,q を S
p ,q

に関す る P S L 2(q)

の ケ
-

リ
ー グラ フ とす る .

X P , q - Q( P S L 2( q) ,
S

p , q) ･

(冒) - 1 1 の と き ,
S

p , q
は P G L 2( q 卜 P S L 2( q) に含まれ る ･ こ の と き

,
X P , q を S

p ,q
に関

する P G L 2(q) の ケ
-

リ
ー

グラ フ とす る.

X P 'q
- g( p G L 2(q) ,

S
p ,q) ･

次に, 新たに Y P , q と い うグラ フ を作る ･ 式(1) の集合 A
′
の 元 α , βで

, 次 の 同値関係 α - β

を つ く る .

α - β : p
m

α - ±p
n

βとなる m
,
n ∈ N が存在す る .

α ∈ A
′
の 同値類 を[α] と書き, 同値類 の 集合 を A - A

′

/ - と書く ･ こ の とき , 商写像 を

f : A
/

ぅ A

F ( α) - [ α]

とす る .

命題 1 . 3 . 3 . ( a) A は群 で ある .

( b) ケ
-

リ
ー

グラ フ Q( A
,
I( S

p)) は(p + 1) - r e g u l a r の t r e e で あ る ･
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T
q

: 班( Z) う Ⅱ( F
q) は A

l

を Ⅲ( 2:) の乗法 の 逆元 が あ る部分群 Ⅲ( Z)
×

に写 す･ Ⅲ( A)
×

の

中心部分群 を Z
q

とする;

Z
q

- ( α ∈ Ⅱ( A)
×

: α - 夜) I

α
,β ∈ A

/

で α - β の と き
,

T( α) ~1
7

-

(β) ∈ Z
q

だか ら
,

7- ‥ A
'

→ H ( F
q)

×
か ら

, 群準同型

Ⅲ ‥ A ぅ 叫F
q

X

)/ z
q

が作れ る ･ こ の 写像の核 k e r Ⅲ
q
を A(q) と書き ,

Ⅲ
q

の像 を商群 A / A(q)
と 同

一

視す る こ とにす る.

補題 1 .3 ･ 4 . A(q) - ([α] ∈ A : α - a o + a li + a 2j + a s k , a l ≡ a 2 ≡ a 3 ≡ 0 ( m o d q)) .

また , T
p ,q

- ( Ⅲ
q

｡ f )( S
p) とする と, 命題 1 ･3 ･ 1 より

, q > 2
､ 序 の とき , L T

p , ql - p + 1

が成 り立 っ ･ こ こ で , グラ フ Y P ,q を T
p ,q

に関する A/ A(q) の ケ
-

リ
ー グラ フ とする ･

Y P 'q
- Q( A/ A( q) ,

T
p ,q) ･

命題 1 ･3 ･ 3
, 命題 1 ･ 1 ･ 1 1 より

, q > 2
､序 で グ ラ フ Y P , q は(p + 1)

- r eg u l a r の 連結グラ フ で あ

る こ と が分か る ･ こ こ で , 4 ,
q

: Ⅱ( F
q) → P G L 2(q) は Z

q
を G L 2( q) の ス カ ラ

ー 行列 に写す･

こ れは
, p : G L 2( q) う P G L 2( q) の 核 になる の で , 同型写像

β‥ H( F
q)

×

/ Z
q

｣ P G L 2( q)

を作 る こ とが で き る .
つ まり

, 次 の ような可換図式が成 り立 つ
.

s
p

｡ A
, ち Ⅲ( F

q)
× 曳 G L 2( q)

f J J J p

A P 3
+ 叩 q)

×

/ Z
q

4
, p G L 2( q)

こ の Y P ,q に つ い て
, 次 の こ とが成り立 つ

.

命題 1 ･3 ･ 5 ･ q , 2 ㍉ とする ･ g( Y P , q) ≧ 2 lo g p q で あ る ･ 特 に(冒) ニ ー1 の と き は ,

g( Y P ,q) ≧ 4 l o g p q
- l o g p

4 で ある ･

こ れ を使 っ て X P ,q と Y P ,q の 関係 に つ い て次 の こ とが示 され て い る . ただ し
,

こ れ以 降

I Xf は グラ フ X の 頂点数 を表す ･

定理 1 .3 . 6 . p ≧ 5 とす る . q > p
8

の とき, X P ,q は連結 グラ フ で
,

Y P ,q と同型 で ある . つ

ま り ,
グ ラ フ X P ,q は連結な(p + 1)-r e g u l a r グ ラ フ で あ る ･ ま た

,

(
p

i)

= 1 の とき
,

X P ,q は 二部 グラ フ で はなく
,

g( x p ,q
) ≧言lo g pI X P ,q

l ･

ニ ー 1 の と き
,

X P ,q は 二 部グラ フ で,

g( x p ,q
) ≧芸lo g pI X P ,q

l - l o g p
4 ･

x ∈ V で
,

x か らy
- の

, 引き返 し の な い 長 さl の 道 の 数を fl
,
I

, y
と おく･ 特 に x -

y の と

き fl
,
x と書く ･ U m を m 次 の チ ェ ビ シ ェ フ多項 瓦 すなわ ち, m ∈ N U ( 0) で U m ( c o s O) -

si n( m + 1) 0/ si n O を満たす式とす る .
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定理 1 . 3 . 7 ( ト レ ー ス 公 式) . k- r e g u l a r で連結 なル
ー

プが な い 単純 グラ フ を X - ( V
,
E ) と

す る ･ 全て の m ∈ N U ( 0) で

x; v ｡菜箸

ん- 2 r
,
x

- (k - 1, %g u
-(

P j

頂点推移的なグラ フ で は
,

ど の 頂点か ら の 道の 数も変わ らな い の で , I - y の ときは ど

の 頂点 に つ い て もfl で表す こ とにする . す ると
,

上 の 定理 は次の ように書き換え られ る ･

系 1 . 3 . 8 . X - ( V
,
E ) を頂点推移 的で n 個 の 頂点 を持 つ

, 有限 で連結 なル
ー

プ が な い

k - r e g u l a r の 単純 グラ フ とす る･ こ の とき
,

全て の m ∈ N U ( 0) で

n - 1

n ∑ f m - 2 ,
- (k - 1) 写∑ u m

0≦r≦晋

次に 下 の ような 二次形式を導入す る .

FLj

Q l( I . ,
X l ,

X 2 ,
X 3) - X岩+ q

2

( x亨+ x…+ x喜) .

ま た , m ≧ 0 で次 の ようにおく .

s
Q l(p

m

) - l(( I . ,
x l ,

X 2 ,
X 3) ∈ Z

4
: Q l( x o ,

X l ,
X 2 ,

X 3) - P
m

,

( ∬o ,
∬ 1 ,

∬ 2 ,
∬ 3) は強奇数 を作る組)卜

こ こ で
,

m が偶数 の とき , ま たは p ≡ 1 ( m o d 4) の とき は ,
x o が奇数 で x l ,

X 2 ,
X 3 は偶数

に 限られ る の で
, 次 の ような二 次形式 を考えれ ば良 い

.

Q
1

1( I . ,
X l ,

X 2 ,
X 3) - X呂+ 4 q

2

( x亨+ x召+ x喜) I

こ の とき, s
Q

,

1
( p

m

) は 二次形式 Q
'

l
の p

m

を表現す る仕方の 個数 で あ る ･

s
Q l(p

m

) と道の 数 に つ い て
,

次 の 補題が成り 立 つ ･

補題 1 .3 . 9 . p , q を p ≧ 5
, q > p

8
を満たす奇素数とす る ･ m ∈ N U ( 0) で

s Q l(p
m

) - 2 ∑ f m - 2 ,
･

0 ≦r≦晋

こ れ らを使 っ て
, 次の X P ,q に つ い て の 定理 , 系が示 され る .

定理 1 . 3 . 1 0 . p , q を p ≧ 5
, q > p

8
を満たす奇素数とす る ･ 0 < E < 1/ 6 を満 たす実数 E で

十分大 きな q に対 して , X P , q の 全て の非自明な固有値 p は

1 pl ≦ p
言+ E

+ p喜一E

を満 たす . こ の と き の X P , q の 族は fa m ily of e x p a n d e r s で ある ･

系 1 . 3 . l l . p , q を p ≧ 5
, q > p

8
を満たす奇素数 とす る .

満たす実数 E で十分大きな q に対 し て ,

x( X P ' q) ≧
p + l

p
i + E

+ p
; - E

(雷) - 1 の とき, 0 < E < 1/ 6 を

よ っ て , X P ,q は 上 の 系の 仮定を満たすとき, 良 い グラ フ で あ ると い える . ラ マ ヌ ジ ャ ン

予 想を使うと , X P , q は ラ マ ヌ ジ ャ ン グラ フ で あ る こ とも示す こ とが でき る .
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2 グラ フ Z P , q

2 . 1 グラ フ Z P , q と D P ,q

定義 1 . 1 .1 0 でケ
-

リ
ー グ ラ フ の 頂点 の 集合は群と した が

,
こ こ か らは頂点 の 集合 を群に

限らず, 頂点推移的 で な い グラ フ を考え て いく. G を群 とす る . S を空で ない G の 部分集

合と し
, S = S - l

が成 り立 っ とする . 頂点の集合 V には G が右か ら作用 して い るとする .

頂点の集合 V と辺 の集合 E - (( I
, y) : I

, y ∈ V で y
- x s と なる s ∈ S が存在す る) で

でき るグラ フ g( V
,
S) をケ

-

リ
ー グ ラ フ と い う こ と にす る. 今, K を Ⅲ( Z) の 単数 の 集合を

する .
つ ま り K - ( 士1

,
士i

,
士j ,

土k) とする ･ p , q を奇素数 とす る ･ 1 ･ 3 節の 写像 を使 っ て ,

H - ( p ｡ 4 ,
q

｡ T
q)( K )

とおく . こ の とき , ケ
-

リ
ー グラ フ Z P ,q を次 の ように定義す る .

(冨) - 1 の と き ,
Z P ,q k S

p ,q
に関する 町 P S L 2(q) の ケ

-

リ
ー

グ ラ フ とす る ･

Z P ,q
- Q( H ＼P S L 2( q) ,

S
p , q) ･

(
p

6) - 1 1 の と き ,
Z P , q k S

p ,q
に関す る 町 P G L 2(q) の ケ

-

リ
ー グラ フ とする ･

Z P ,q
- Q( H ＼P G L 2(q) ,

S
p ,q) ･

次に
,

グ ラ フ D P ,q を考 える . p を奇素数とす る .

O
'

- ( α ∈ Ⅲ( A) : N ( α) -

p
m

)

とおく . こ の とき
,

A
'

- ( α ∈ H ( A) : α は強奇数 ,
N ( α) は p の べ き乗) で O

l
- A

'

u i A
'

u

j A
'

u k A
'

( 直和) と書 け る ･ こ の O
l
上 で 1 ･ 3 節に あ る同値関係 - を定義する ･

α - β : p
m

α - 士p
n

βと なる m
,
n ∈ N が存在す る ･

α ∈ o
'

の 同値類 を[α] ,
同値類の 集合 を 0 - 0

'

/ - と定義す る ･ そ の 商写像も 1 ･3 節と 同

様 に

f : O
l

ぅ 0
,

f ( α) - [ α]

と定義す る . 互 い に異なる四元 数の 単数 E
,
6 と任意 の[α] ∈ A で

, [ E Ck] ≠[6 a] だか ら
,

0 - A u i A u j A u k A ( 直和) が成 り立 つ
･

命題 2 .1 . 1 . ( a) 0 は群 で ある ･

(b) Q( 0
,
I ( S

p)) は 4 つ の 連結な成分 を持 つ ･ そ の 各 々 は(p + 1) - r e g ul a r の t r e e で 同型 で

あ る .

証明. ( a) α ∈ 0
'

とす る. α 百 - 百 α -

p
m

- 1 より, [ α] 1 1
- [司 が成 り立 つ

･

( b) β, 7 ∈ S
p

とす る ･ α - βの とき, α - β を意味する の で , l f ( S
p)[ -

p + 1 で あ る ･

定理 1 . 2 . 4 よ り, α ∈ 0 は α - E P
r
W m と書ける . ただ し こ こ では ,

E は Ⅱ( Z) の 単数 ,
w m
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は S
p

の 長 さ m の 既約 ワ
ー

ドとする ･ E ≠ 土E
l
の と き, E( S

p
の 元 の 積) ゅ e

l

( S
p
の 元 の積)

だか ら
,

式(1) の 集合 を使 っ て
,

f ( 0
′

) - 7 ( A
l

) u f(i A
'

) u f (j A
′

) u f (k A
′

) ( 直和)

が成 り立 っ
･ 命題 1 ･3 ･3 より

, ケ
- リ

ー グラ フ Q( I ( A
'

) ,
I ( S

p)) は連結 グラ フ で あ る ･ ま

た
, [ E a] - [ E W m] だ か ら, [ E] を始点と して , 全て の f ( ∈A

l

) の 元 は[E] と S
p

の既約 ワ ー

ドの積 で書ける の で
, Q( I( E A

'

) ,
I ( S

p)) も連結で Q( I ( A
'

) ,
F ( S

p)) と同型 で あ る･ よ っ て
,

Q( I ( E A
'

) , F ( S
p)) は連結 で はな い が , 同型な 4 つ の t r e e か らなる グラ フ であ る ･ □

1 ･ 3 節 の 写像 T
q

は O
'

を H ( Z)
×

に写す･ H ( F
q) の 中心 部分群 Z

q
で α

, β ∈ 0
′

の と き ,

α - β とす ると T
q( α) l l

T
q(β) ∈ Z

q
が成り立 つ か ら

, 準同型 Ⅲ
q

‥ 0 → H( F
q)

×

/ Z
q
が 作れ

る ･ こ の とき の 核 k e r Ⅲ
q

を 0(q) と書くと
,

像 は 0 / 0(q) と 同
一

視 で き る ･

補題 2 ･ 1 ･ 2 ･ E を 土1 以外 の 四元数 の 単数とす る ･ x E を Ⅲ
q([x

E]) - Ⅲ
q([E]) を満たす A

I
の

元 とす る . こ の とき , 次が成り立 つ
.

0(q) - A(q) ∪[i x i] A(q) ∪[j x j] A(q) ∪[k x k] A( q) ･

証明. E ∈( 士i
,
士j ,

士k) とする . まず, 左辺 の 集合が右辺 の 集合を含む こ とを示す ･ [β] ∈ 0

とする ･ [β] ∈ A( q) の ときは , [β] ∈ 0(q) で ある ･ [β] ∈[ e x
E] A( q) の と きは

,
α ∈ A(q) で

[β] - [∈x E α] と書ける ･

Ⅲ
q([β]) - Ⅲ

q([ E X E α])

- Ⅲ
q([ E]) Ⅲ

q([ E]) Ⅲ
q([α])

- Ⅲ
q([α])

だか ら[β] ∈ 0( q) で ある ･ よ っ て ,

0( q) ⊃ A(q) ∪[i x i] A(q) ∪[j x
3

･

] A( q) ∪[k x k] A(q) ･

逆に
, β ∈ 0(q) とす る･ こ の とき, T

q(β) ∈ Z
q
だからβは b l ≡ b 2 … b 3 … 0 ( m o d q) ,

b o ≡ 0

( m o d q) を満 たす. β ∈ A
'
の とき は, 明らか に[β] - A( q) が成り立 っ

･ β ∈ E A
'

の ときは
,

α ∈ A
′

でβ - E α とな る も の が ある .

Ⅲ
q([β]) - Ⅲ

q([ E Ct]) - Ⅲ
q( E) Ⅲ

q( α) - [1] 0(q)

だか ら, Ⅲ
q([α]) - [ E] 0(q) で なけれ ばならな い ･ よ っ て , あ る[α

′

] ∈ A( q) で[α] - [ x
E][ α

′

]
と書け る ･ す なわ ち, [β] - [E Cr] - [ E][ x

E][ α
′

] ∈ A(q) が い え る の で
,

0(q) ⊂ A(q) ∪[i x i] A( q) ∪[j x j] A(q) ∪[k x k] A( q) ･

[コ

次に 0/ 0( q) 上 の 同値関係 - を考 える .

[ α] 0( q) - [β] 0(q) :[ E][α] 0(q) - [ E
'

][β]0( q) となる四 元数 の 単数E
,

E
'

が存在す る ･
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( Ⅲ
q

｡ f )( K ) - K
′

とす る ･ こ の とき, 商写像 を

p : H ( F
q)

×

/ Z
q

→ K
'

＼叫 F
q)

×

/ Z
q

と定義す ると
, (p ｡ Ⅲ ｡ f )( A

'

) - ( p ｡ Ⅲ ｡ f )( E A
'

) が成り立 っ
･ (p ｡ Ⅲ ｡ f )( A

'

) - G
q

とす

る ･ 1 ･3 節 と同様 に T
p ,q

- (Ⅲ ｡ f )( S
p) と し

,
グラ フ D P , q を T

p , q
に 関する G

q
の ケ

-

リ
ー

グラ フ とす ると
,

D P ,q - Q( G
q ,

T
p ,q) で あ る ･ 命題 2 ･1 ･ 1 よ り

,
G

q
の 元 は T

p , q
の 元 の 積 で

書け て
,

D P ,q は( p + 1) - r e g ul a r の 連結 グラ フ となる ･ ( p ｡ 4 ,
q

｡ T
q)( K ) - H だか ら 1 . 3 節

の βよ り, 次 の 同型写像が でき る .

c , : K
'

＼( Ⅲ( F
q)

×

/ Z
q) → H ＼P G L 2( q) I

よ っ て , 次 の ような可 換図式が成立す る.

s
p

⊂ o
′ ち H( f

q)
× 曳 G L 2(q)

3
> p G L 2(q)

f J

o P 3
+ 叩 q)

×

/ Z
q

e
' K

′

＼叩 q)
×

/ Z
q

ち H ＼P G L 2(q)

グラ フ Z P , q に つ い て 次 の こ とが い える .

命題 2 ･1 ･ 3 ･ ( a) q > 2
､ 序 とする ･ Z P , q は X P ,q に長さ 4 の サ

ー キ ッ トがな い と き , (p + 1) -

r e g u l a r の 単純グ ラ フ で ある .

(b)(冒) ニ ー1 で あ るか
,

または(冒) - 1 か つ S
p ,q

の 元 に H の 元 と 共役な 元が な い こ と

と
,

Z P , q に ル ー プ がな い こ とは同値 で ある .

( c) Z P ,q が連結 で あ る こ と と
,

V - H ( S
p ,q) が成り立 つ こ とは 同値 で あ る ･

(d)(冒) ニ ー1 の と き , Z P ,q は 二 部グラ フ で あ る .

証明･ (冒) - 1 の と き V - P S L 2(q) , (冒) ニ ー 1 の とき V - P G L 2( q) とす る ･

( a) l S
p ,qf -

p + 1 より
, ( p + 1) - r e g u l a r は明らか で ある ･

グラ フ が 単純 で あ る こ と を示すた め に, x
, y ∈ V を つ なぐ多重辺 が ある と仮 定す る .

s l ≠ s 2 とな る s l ,
S 2 ∈ S

p ,q
で , H x s l

- H y ,
H x s 2

- H y , と書 ける ･ よ っ て
,

H x s l -

H x s 2 が成り立 っ
･

つ ま り e ∈ H で x s l
- E X S 2 と なるもの があ る ･ x - E X S 2 S{

1
となる の

で , 元 の 式 に代入 する と x s l
- E E X S 2 Si

1 1
s 2 と なり,

s I S
2
- I

s I S
2
1 1

- 1

と な っ て , 長 さ 4 の サ
ー キ ッ トが な い こ とに矛盾す る . よ っ て グラ フ Z P , q は単純グラ フ で

あ る .

(b) 対偶 を示 す･ H x ∈ H ＼V に ル
ー プ があると仮定す ると ,

s ∈ S p ,q
で H x s - H x と書け

る . よ っ て E ∈ H で x s - E X となるも の が存在する .

ニ ー1 の と き
,

S
p , q

⊂ P G L 2(q) - P S L 2( q) か つ H ⊂ P S L 2( q)

1 0



より, 矛盾 で あ る .

(冒) - 1 の とき,

s - x - 1
E X

だ か ら, β と ∈ が共役 であ る .

逆に S P ,q の 元 s が H の 元 E と共役 で ある とす ると , x ∈ V で x s - E X と書け る . こ の と

き ,
H x s - H E X - H x だ か ら, Z P , q に ル

ー

プが あ る こ と になる .

( c) z p ,q が連結 で ある こ とと , 任意の H ＼Ⅴ の 元が , H ＼V の 単位元と道 で つ なが っ て い る

こ とは同値で ある . 今 z P , q が連結とすると
, 任意の x ∈ V に対 し H x - H s I S 2 - . S

n とな

る s i ∈ S
p ,q (i - 1

,
2

,
･ ･ ･

,
n) が存在する ･ こ の とき, h l X - h 2 S I S 2 - S

n
と なる h l ,

h 2 ∈ H

が存在する . よ っ て , I - hT
l
h 2 S I S 2 - S

n ∈ H ( S
p ,q) だ から, V ⊂ H ( S P ,q) ･ V ⊃ H ( S p ,q)

は 明らか だ から, V - H ( S
p ,q) で ある ･

逆に , V - H ( S
p , q) と する と , 任意 の x ∈ V が h ∈ H

,( s I S 2 - S n) ∈ ( S
p ,q) で x -

h( s I S 2 . . . S n) と書 ける ･ だか ら,
H x - H ( s I S 2 - S

n) となる s I S 2 - S
n

∈ S
p , q

が存在す

る の で , 連結とな る.

(d)(冒) - J の と き ,
S

p ,q ⊂ P G L 2(q) - P S L 2(q) よ り明らかで あ る ･

次の 節で , Z P ,q が連結 グラ フ で ある こ と を示 すた めに
,

以 下 の こ と を述 べ て おく .

補題 2 . 1 . 4 . q を奇素数とする .

( a) q ≡ 1 ( m o d 4) とす る ･ こ の とき,

l(( a
,
b) ∈ F…‥ a

2
+ b

2
- w )l -

(b) q
-- 3 ( m o d 4) とす る ･ こ の とき ,

l(( a
,
a) ∈ F冨‥ a

2
+ b

2
- w )I -i

2q - 1 ( w - 0)

q
- 1 ( w ≠0)

'

1 ( w - 0)

q + 1 ( w ≠0)
●

証明 ･ ( a
,
b) ∈ F冨の組み合わ せ の 総数は q

2
あ る ･

( a) の と き
,

a
2

+ b
2

- o とす ると , a
2

ニ ーb
2
だか ら, こ の ような( a

,
b) ∈ F冨の 組み 合わ

せ の総数は 2(q
- 1) + 1 - 2 q

- 1 で あ る ･ よ っ て, 和が 0 にならな い ( a
,
b) ∈ F冨の組み合

わせ の数 は q
2

- ( 2 q
- 1) - (q - 1)

2
である . つ まり , 和が あ る 0 で な い 数 になる組み合わ

せ の 数は(q - 1)
2

÷(q - 1) -

q - 1 と なり, 示 せ た ･

(b) の とき, a
2

+ b
2

- o となる の は( a
,
b) - ( 0

,
0) の ときの み で ある ･ こ こ か ら( a) と同様

に分か る .
□

系 2 .1 . 5 . q を奇素数 とす る . w ≠0 とする .

( a) q … 1 ( m o d 4) とす る･ こ の と き,

l(( a
,
b) ∈ F冨: a

2
+ b

2
- w )( -

ill

吐二_ リ
_

-

'

2

( q - 1)
2

2



( b) q ≡ 3 ( m o d 4) とする ･ こ の とき,

l(( a
,
a) ∈ F…: a

2
+ b

2
- w )I -

証明. a
2

+ b
2
≠ o とすれ ば

a
2

･ b
2

-(

q
2

- 1

2

q
2

- 1

2

平方剰余 ( c a s e 1)

平方非剰余 ( c a s e 2)

で ある .

補題 2 . 1 .4 か ら,
a
2

+ b
2

が c a s e l の 場合と ,
c a s e 2 の場合 の数が等 しけれ ば主張は成 り立

つ
. c a s e l と c a s e 2 の 組み 合わせ の数が 同 じで あ る こ とを背理法で示す. まず, c a s e 2 の

場合が 0 通り であ るとする . こ の とき, α
2

+ 1 は平方剰余と なる . こ れ は
,

α の 次の 数が

必ず平方剰余 の 元 で ある こ と を示 し, 繰 り返す と, F
q

の 元 が全て平方剰余で ある こ と に

なる の で , 命題 1 . 2 .6 に矛盾す る. よ っ て , 少なくとも 1 つ は α
2

+ ♭
2

が平方非剰余となる

( a
,
b) の 組が存在す る･ こ こ で

,

一 般に

( a
2

+ b
2
)( c

2
+ d

2
) - ( a c

- b d)
2

+ ( a d + b c)
2

が成り立 つ の で , a
2
+ b

2
を平方非剰余とすると, 平方非剰余の 組と, 平方剰余の組 に 1 対

1 対応 が作れ る . よ っ て , c a s e l と c a s e 2 の 組み合わせ の 数は等 し い . □

補題 2 . 1 . 6 . q を奇素数とする . こ の と き

l(( a
,
b

,
c

,
d) ∈ F芸‥ a

2
+ b

2
+ c

2
+ d

2
- o)I - q( q

2
+ q

- 1) ･

証明.

1(( a
,
b

,
c

,
d) ∈ F芸‥ a

2
+ b

2
+ c

2
+ d

2
- o)i

q - 1

- ∑l(( a
,
b

,
c

,
d) ∈ F芸‥ a

2
+ b

2
- α

,
c
2

+ d
2

ニ
ー

α)l
(l ∵ = 0

q - 1

- ∑
α = 0

〈i

l(( a
,
b

,
c

,
d) ∈ F3 : a

2
+ b

2
- α)l x l(( a

,
b

,
c

,
d) ∈ F芸‥ c

2
+ d

2
- - α)l

(2 q
- 1)

2
+ (q

- 1)
2

× (q - 1) (q ≡ 1 ( m o d 4))

+ (q + 1)
2

x ( q
- 1) (q = 3 ( m o d 4))

-

q
3

+ q
2
- q ･

補題 2 . 1 . 7 . q を奇素数 とす る ･ ( a) q ≡ 1 ( m o d 4) とする ･ こ の とき ,

J(( a
,
b

,
c) ∈ F言: a

2
+ b

2
+ c

2
- w )I -

1 2

q
2

q( q + 1)

q( q - 1)

( w - 0)

;∈蔓F
'

1,

[コ



(b) q ≡ 3 ( m o d 4) とする . こ の とき
,

F(( a
,
b

,
c) ∈ F雷‥ a

2
+ b

2
+ c

2
- w )I -I

q
2

q( q
- 1)

q( q + i)

証明. ( a) の 場合 に つ い て 考 える . まず

l(( a
,
b

,
c) ∈ F…: a

2
+ b

2
+ c

2
- o)I

q - 1

- ∑I(( a
,
b) ∈ F冒‥ a

2
+ b

2
- - c

2

)I
c = 0

- ( 2 q
- 1) + ( q

- 1) ×( q
- 1)

-

q
2

が成り立 つ
. すると

d o ∈ IF
q

X
を と る ･

( w - 0)

:E董F
'

1,

- 1 の とき ,

-

w も平方剰余な の で, d呂 ニ ー

w を満 たすような

l(( a
,
a

,
c) ∈ F…: a

2
+ b

2
+ c

2
- w )[

- L(( a
,
a

,
c) ∈ F…‥ a

2
+ b

2
+ c

2
+ d呂- o)1

6i 7
f(( a

,
b

,
c

,
d) 鴫 d ∈ F

q

X

: a
2

+ b
2

+ c
2

+ d
2

- o)I

6i 7
(I(( a

,
b

,
c

,
d) ∈ F芸: a

2
+ b

2
+ c

2
+ d

2
- o)F - I(( a

,
a

,
c) ∈ F3 : a

2
+ b

2
+ c

2
- o)け

た(q
3

+ q
2
1 q - q

2

)

-

q(q + 1) .

が成り 立 つ
･ (冨) - - 1 の とき, 平方剰余の 数は , (q

- 1)/ 2 だ から
,

a
2

+ b
2
･ c

2
が平方

非剰余になる組み 合わせ の 数は

1

冊 -
6 j

x q( q ･ 1) - q
2

- q
3

一芸(q
- 1) q(q ･ 1) - q

2
-芸q(q

- 1)
2

で あ る ･ 平方非剰余 の数も(q - 1)/ 2 だ か ら
,

l(( a
,
b

,
c) ∈ F…: a

2
+ b

2
+ c

2
- w )[

( q - 1)/ 2

- q( q - 1)

･喜q(q
- 1)

2

13

が成り立 つ .



(b) の 場合 に つ い て考え る . まず

F(( a
, b ,

c) ∈ F…: a
2

+ b
2

+ c
2

- o)l
q - I

- ∑F(( a
,
b) ∈ F

q

2
: a

2
+ b

2
ニ ーC

2

)F
c = 0

- ( 2 q
- 1) + ( q + 1) x ( q - 1)

-

q
2

が成り立 っ - の場合も(冨) ニ ー 1 の とき , - w は平方剰余で あ る の で , ( a) と同様 の 計

算で

l(( a
,
b

,
c) ∈ F…‥ a

2
+ b

2
+ c

2
- w)l -

q( q + 1)

が示 せ る . こ こ か ら(;) - 1 の と きも同様に分か る .

以 上 の こ とか ら , 次 の 命題 を示す.

命題 2 .1 . 8 . B を(
0 1

- 1 0

β A) とす る . こ の とき次 の

)ヽ
･■

-

＼
ヽ

..........
_

□

と共役 な P S L 2( q) の 元 とする ･ C v ( B) - ( A ∈ V : A B -

と が い える .

p ≡ l ( m o d 4) の と き
, l C p s L 2( q)( B )l -

q
- 1 ･

p ≡ 3 ( m o d 4) の とき, r C p s L 2( q)( B)l -

q + 1 ･

p ≡ l ( m o d 4) の とき, I C p G L 2( q)( B )l - 2(q - 1) ･

p ≡ 3 ( m o d 4) の とき, l C p G L 2( q)( B )I - 2(q + 1) ･

証明･ β -( -

0

1りと して示す ･ A -( a

a

…a

a

;) ∈ V と おくと,

(……a

a

:)( -

o

1 り- α( _

o

1 り( a

a

2

0

a

a

;)
で ある . こ れ が成り立 つ た め には ,

- a l
= α a 2 7 - a 3

= -

α a o ?
a O

= α a 3 ?
a 2

= - α a l

を満 たす必 要が あ る . よ っ て α - 土1 だ から, α = 1 の とき , α =

α ニ ー1 の とき , α -(
a o a l

α1
~

α0)
まずはIC p s L

2( q)( B )J に つ い て 考える

となる .

αo (1 1

~α1 α0

となり,

c p s L 2( q)( B , -〈( -

a

: 1 a

a

:) : aZ ･ af - 1) ∪〈( a

a

: 二｡) : a o

2
･ aヲ - - 1〉(2)

1 4



で あ る . p ≡ l ( m o d 4) の ときを考える . 系 2 .1 . 5 と命題 1 . 2 . 6 より
,
平方剰余は(p - 1)/ 2

個あ る の で
, そ の 内 a岩+ a至 - 1 に なるも の

,
つ ま り式(2) の 右辺 の 前 の 集合を満 たすも

の の 数は
,

( q - 1)
2

.
q - 1

2 2

-

q l l

だ か ら
, q - 1 通 りで あ る . こ れ は, 式( 2) の 右辺 の 後 の集合 の と きも同様 で あ る ･ よ っ

て , a呂+ a至 - 士1 となる組み合わせ は, 2(p
- 1) 通 り あ る こ と が分か っ た ･ こ こ で

,
写 像

(( a o ,
a l) 二 a岩+ a至 - 1) → P S L 2(q) は 2 ‥ 1 で 写 る の で , l C p s L 2( q)( B )I -

p - 1 が成 り立

つ .

次に p ≡ 3 ( m o d 4) の と きに つ い て も . 系 2 . 1 .5 と命題 1 . 2 . 6 より ,
上 と同様 の 議論 で

I C p s L
2( q)( B )l - q + 1 が分か る ･

l C p G L 2( q)( B )l に つ い て 考える ･

c p G L
2( q,( B , -〈( _

a

2 1 ::) : a呂+ -〉∪〈(≡: 二｡) : a岩+ af i O)
q

- 1)
2
通 り あ:( ･

)
る

で あ る ･ p ≡ l ( m o d 4) の と き, 系 2 .1 . 4 よ り a呂+ a誓≠o を満 たすも の は

る ･ しか し今 ,
C p G L

2( q)( B ) の 行列 の 形は( _

a

a? 1 …こ) と(
a o a l

a l
- a O

に書 け る . a
2

+ b
2
が 平方剰余と平方非剰余の どちら にもな る可能性 が あ

の 2 種類 の 形

. ま た , 写像

(( a o ,
a l) : a呂+ a芋≠o) う P G L 2( q) は 2 : 1 で 写 る ･ さらに

,
P G L 2(q) 内で は

,
ス カラ ー

倍 した 行列 は 同 じ元 とみ なせ る . 以 上 4 点の こ とか ら,

(q
- 1)

2
× 2 × 2 ÷ 2 ÷( q - 1) - 2(q - 1)

とな り
, l C p G L

2( q)( B )L - 2(p
- 1) が成り立 つ

･

次に p ≡ 3 ( m o d 4) の とき
,

系 2 . 1 . 4 よ り a岩+ a芋≠ o を満 たすも の は q
2

- 1 通 り ある ･

よ っ て 上 と同 じ議論 でIC p G L 2( q)( B )I - 2( p + 1) が分か る ･ 口

系 2 . 1 . 9 . 四 元 数 の 単数の 集合 K に対 し 6 ∈ K - ( 士1) と し
,

E 6 ∈ H を 6 の 像 とする ･

C v (

(冨)
(

p

6)
(冨)
(冨)

E 6) - ( a ∈ V a E 6
- E 6 a) とする ･

1 か つ p ≡ 1 ( m o d 4) の とき, l C v ( E 6)l -

q - 1 ･

- 1 か つ p ≡ 3 ( m o d 4) の とき , I C v( E 6)I -

q + 1 ･

- 1 1 か つ p … 1 ( m o d 4) の と き , l C v ( E 6)I - 2( q
- 1) ･

- - 1 か つ p … 3 ( m o d 4) の と き
, I C Y ( E 6)l - 2( q + 1) ･

次 の ような集合 Ⅳ を考え る;

W - (( c l ,
C 2 ,

C 3) ∈ F…
c亨+ c…+ c…

) - 1) ･ (3)

補題 2 ･ 1 ･ 1 0 ･ 四 元数 の 単数 の 集合 K に対 し6 ∈ K - ( 士1) と し
,

E 6 ∈ H を 6 の 像とす る ･

こ の とき ,

( c li + c 2j + c 3 k : ( c l ,
C 2 ,

C 3) ∈ W )/ Z
q

- ( y ∈ 0/ 0( q) : y は E 6 と共役な元)

1 5



で ある .

証明 . 四元数の 土1 でない単数 の 像は互 い に共役な の で
,

どれか 1 つ に つ い て 示せば, 全て の

j = 1 でな い 単数 の 像で成り立 っ
･ よ っ て 6 - j と して 示す ･ x ∈ 0/ 0(q) で y - x ~1

Ⅲ
q(【j]) I

とする ･ x
′

, y
′

∈ 0
/

を Ⅲ
q([y

l

]) - y ,
Ⅲ

q([ x
'

]) - x を満たす四元数 とす る ･ x
′

- b o + b l i +

b 2j + b 3 k とお くと ,

Ⅲ
q([y

'

]) - Ⅲ
q([ij x])

- Ⅲ
q([( 2b l b 2 + 2 b ob 3)i + (b呂- b至+ b召+ b…)i + ( 2b 2b 3

- 2 b lb o) k])

∈( c l i + c 2j + c 3 k : ( c l , C 2 ,
C 3) ∈ W )/ Z

q

が成 り立 っ . よ っ て ,

( c li + c 2j + c 3 k ‥( c l ,
C 2 ,

C 3) ∈ W )/ Z
q

⊃ ( y ∈ 0/ 0( q) : y は E 6 と共役な元)

が い え る . こ こ から
, 集合 の 元 の個数が等 し い こ とが示 せれ ば, 集合 が

一

致す る こ とが 示

せ る .

系 2 .1 . 9 よ り
,

i:I -
I

:

;
t

i

f

!

(
p

i)
(

p

i)
(

p

i)
が分か っ て い る .

- 1 か つ p ≡ 1 ( m o d 4) の とき,l C v ( E 6)I -

q - 1 ,

- 1 か つ p ≡ 3 ( m o d 4) の とき,f C v ( E 6)I - q + 1 ,

- - 1 か つ p ≡ 1 ( m o d 4) の とき ,l C v( E 6)I - 2( q
- 1) ,

- - 1 か つ p ≡ 3 ( m o d 4) の とき
,l C v ( E 6)l - 2( q + 1) ,

ーV, -( q3
q( q

2

- 1)
2

q(q
2

- 1) :E董∃≡l
'

1,
. ゆえに ,

F( y ∈ 0/f7(q) : y はE 6 と共役な元)l ニ ーVl/l C v ( E 6)l

l( y ∈ 0 / 0( q) ‥ y は ∈6 と 共役 な元)J -〈≡ 二三≡∴三:;て
で あ ると分か る .

一 方, 補題 2 . 1 . 7( a) より, q … 1 ( m o d 4) の とき ,

l(( a
,
b

,
c) ∈ F…: a

2
+ b

2
+ c

2
- w )[ - q(q + 1) ((;) - 1)

で ある ･ 平方剰余の 元 の 数は(q - 1)/ 2 個, F Z
q[ -

q
- 1 だか ら,

F( c l i ' c 2j ' c 3 k : ( c l ,
C 2 ,

C 3) ∈ W )/ Z
qf - q( q ' 1) ×

旦ニユ
÷(q l l) -

2

が成 り立 っ
･ また補題 2 . 1 .7(b) より, q … 3 ( m o d 4) の とき ,

I(( a
,
b

, c) ∈ F…‥ a
2

+ b
2

+ c
2

- w )l -

q(q
- 1)

1 6
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で あ る . よ っ て
,

上 と同様に

I( c li + c 2j + c 3 k ‥( c l ,
C 2 ,

C 3) ∈ W )/ Z
qJ -

q( q - 1) × 旦二王
÷( q - 1) -

2

が成 り立 っ
. よ っ て

, 集合 の 元 の 個数が同 じ で あ る こ と が示 せた .

q(q - 1)

D P , q に つ い て 次 の 命題を示す.

命題 2 . 1 . l l . p
2

< q とす る .
こ の とき , D P , q は多重辺 を持た な い ･

証明. x
, y ∈ 0/ 0( q) を つ なぐ多重辺 が ある と仮定す る ･

t l ≠i 2 となる t l ,
t 2 ∈ T

p ,q
で , K

I

x i l
- K

'

y ,
K

′
x t 2

- K
'

y , と書ける ･ よ っ て , K
'

x i l
-

K
'
x t 2 が成り 立 つ .

E ∈ K
'

で 加1
- E X i 2 と なるも の が ある ･ x - E X t 2 tT

1
と なる の で ,

元 の 式 に代入 する と x t l
- E E X t 2ti

1 1
t 2 となり

,

i l t2
J
t li 2

- 1
- 1

とな っ て , Y P ,q に長さ4 の サ
ー

キ ッ トがある こ とになる . と こ ろが
, 命題 1 . 3 . 5 より g( Y P , q

) ≧

2 lo g p
q で ある の で p

2
< q の 範囲 で は g( Y P ,q) > 4 で あ り長 さ 4 の サ

ー キ ッ トは持た な い ･

よ っ て
,

こ の 範囲で は 多重辺 を持た な い .
□

命題 2 ･ 1 ･ 1 2 ･ p < 2 J 5 とす る ･ (
P

i) - 1 か つ p ≠3 ( m o d 8) , また は(冨) ニ ー1 ならば,

D P ,q は ル ー

プ を持 た な い .

証明 . K
'
d o に対応する頂点に ル ー

プがあるとす る. D P ,q は ケ
-

リ
ー グラ フ だか ら

,
K

′
d o t -

K
l

d o と な る t ∈ T P ,q が存在する . こ の とき ,
6 ∈ K

'
で d o t - 6 d o と書ける ･ あ る α ∈ S

p

で i - Ⅲ([α]) となる とす ると
,

d ot - a d o ,

d o Ⅲ([α]) - a d o ,

Ⅲ([α]) - d
.

J
6 d o

と変形 で き る . 補題 2 . 1 . 1 0 より

Ⅲ([α]) ∈( c li + c 2j + c 3 k ‥ ( c l ,
C 2 ,

C 3) ∈ W )/ Z
q

だ か ら
,

α ∈(β - b o + (b l + c
l

l)i + (b 2 + cら)i + (b3 + c
1

3) k ∈ A
'

b o = b l = b 2 = b 3 ( m o d q)) ･ (4)

つ ま り a l ≡ 0 ( m o d q) (l - 0
,
1

,
2

,
3) を満た す a l ∈ Z で α - a o + ( a l + c

l

l)i + ( a 2 +

c
1

2)i + ( a 3 + cら)k と書ける ･ た だ し こ こ で , c
'

1 ,
Cら,

c
1

3
は 0 ≦ c

'

l ,
C
1

2 ,
C
1

3
< q の 整数 で

, 法 q

で r e d u cti o n す ると c l ,
C 2 ,

C3 になるも の で ある ･ α ∈ S
p
だ か ら N (α) - p とな る ･ しか し

,

p < 2
､作 で あるか ら , a l ≡ 0 ( m o d q) (I - 0

,
1

,
2

,
3) を満 たす al は 0 しか な い ･ よ っ て

,

1 7



α - c
'

l
i ･ c

1

2j ･ c
'

3
k と書ける ･

つ まり, c
/

1

2
+ c

/

,

2
+ c

/

3

2
- p で あ る ･ よ - て

, (冒) - 1 で

あ る ･ α は強奇数 だか ら ,
c
'

l ,
C
'

2 ,
Cらは奇数で あ り

, p ≡ 3 ( m o d 4) で あ る こ とが分か る ･

G a u s s の 定理 に より , p ≡ 7 ( m o d 8) の 特は ,
c
1

1

2
+ c

1

2

2
+ c

1

3

2
- p と書ける c

l

l ,
C
1

2 ,
C
'

3
は存

在 しない こ と が分か っ て い る . また同 じく, p ≡ 3 ( m o d 8) の 時は c
'

1

2
+ c

'

,

2
+ c

'

3

2
-

p と

書ける cl ,
c
'

2 ,
Cらが存在する こ と が分か - て い る ･ つ まり, (冒) - 1 か つ p - 3 ( m o d 8)

の 時 の み ,
こ の 形 で書ける t □

命題 2 ･ 1 ･ 1 3 ･ p
2

< q を満 た し
, (冒) - 1 か つ p ≠3 ( m o d 8) , ま た は(冒) ニ ー1 とす る ･

こ の とき, g( D P ･q
) ≧ . o g p q で ある ･ 矧 こ(冨) - 1 1 の と き

, g( D P ,q
) ≧ 2 l o g p q - l o g p

2

で あ る .

証明･ g( D P , q) - g とおく ･ K
'

y o ,
K

′

y 1 ,
-

,
K

'

y g
- K

′

y o を D P , q の 長 さ g の サ ー

キ ッ ト

の 頂点に 対応す る元 とする . D P ,q は ケ
-

リ
ー グラ フ だか ら, K

′

y i
- K

′

y o t l i 2 - ti (1 ≦

i ≦ g) と な る ような i l ,
t 2 ,

- ･

,
t
9

∈ T P , q が存在す る ･ K
'

y oi l i 2 - t
9

- K
'

y g
- K

'

y o

より, y oi lt 2 - t
g

- 6 y o と なる 6 ∈ K
′
が存在す る ･ よ っ て 6 y oi lt 2 - i

g
- y o だ か ら ,

y o i lt 2 - t
9
t lt 2 - t

g
-

y o が なりた っ
･ こ こ で y o は 1 ･3 節 の グ ラ フ Y P ,q の 頂点に対応す

る元 だ か ら, こ の式 は グラ フ Y P ,q 上 の 長 さ 2 g の サ ー キ ッ トを あらわ して い る . よ っ て
,

2 g ≧ g( Y P ,q
) だ か ら定理 1 ･3 ･5 よ り

,
2 g -

, 2 l o g p q が成 り立 っ ･ また
,

同様 に(
P

6) ニ ー 1

の ときは , 2 g ≧ 4 l o g p q - l o g p
4 が成り立 っ

･ 口

系 2 ･ 1 ･ 1 4 ･ p
2

< q とす る ･ (冒) - 1 か つ p ≠ 3 ( m o d 8) ,
また は(冒) ニ ー1 の と き,

L O P , qI ≧誓で ある ･ 特に(
P

6) - - 1 の とき , P p ,ql ≧留 で あ る ･

証明 . 命題 1 .1 . 7 よ り
!

g( D P 'q
) ≦ 2 + 2 lo g pi D P ' qt ,

l o g p q ≦ 2 + 2 l o g pI D P ' q
l ,

去lo g p q
- 1 ≦lo g p[ D P ,q

i ,

去lo g p
p
l ≦l o g p[ D P , ql ･

よ - て
, l D P ,ql ≧誓 で あ る･ (冒) ニ ー1 の とき

,

g( D P 'q) ≦ 2 + 2 l o g p P p 'ql ,

2 l o g p q - l o g p
2 ≦ 2 + 2 l o g pI D P 'q

F ,

l o g p q
一芸lo g p

2 ≦lo g p[ D P , q
l ,

芸l o g pi ≦lo g pl D P , q
[ ･

よ っ て , l D P ,qF ≧留 が成り立 っ
･

1 8
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2 . 2 グラ フ Z P ,q の 連結性と 大きなgi rt h

まず
,
前節で作 っ た グラ フ Z P ,q が連結グ ラ フ で ある こ と を示 す. そ の た めに い く つ か の

準備をす る .

定義 2 .2 . 1 . 群 G が ある正規部分群 N を持 ち
,

そ の N と G / N が 両方ともア
- ベ ル 群で

あ ると き, 群 G をメ タ ア
- ベ ル 群と い う.

次 の 命題が[1] で紹介され て い る ･

命題 2 . 2 . 2 . q を素数とする . H を P S L 2(q) のI HL > 6 0 を満たす真部分群とする ･ こ の と

き, H はメ タ ア - ベ ル群 で ある .

命題 2 .2 . 3 . 群 G で 飢 , g 2 ∈ G の 交換子 を[g l , g 2] -

g l g 2 g r
l

g 2
1 1

と表す こ と にす る･ こ の

と き ,
G が メ タ ア

- ベ ル群 で あ る こ と と, 全て の g l , g 2 , g 3 , g 4 ∈ G で[[g l , g 2] ,[g 3 , g 4]] - 1

で あ る こ とは 同値 で あ る.

また , D e s c a rt e s が 予想し
,
D u b o u is によ っ て 1 9 1 1 年に証明された次 の 定理が

, G r o s s w a ld[2】
に紹介され て い る .

定理 2 . 2 . 4 . p を

3
,
5

,
l l

,
1 7

,
2 9

,
4 1 ( 5)

以外 の 奇素数とす る . こ の と き , p は a ,
b

,
c

,
d ∈ Z - ( 0) で

, p - a
2

+ b
2

+ c
2

+ d
2

と書

け る .

こ こ か ら次 の 系を導く .

系 2 . 2 . 5 . p , q を奇素数と し
, p < q とする . ま た p は( 5) 以外で あ るとす る ･ 6 ∈ K - ( 士1)

と し
,

E 6 ∈ H を 6 の 像とする ･ g
l
を

,
S

p
の 元 の 中か ら選び

, g
- (4 , ｡ p q

｡ T
q)(g

'

) とする

と
, g

- l
≠ E 6g E 6 が成り立 つ .

特 に p … 3 ( m o d 4) の とき
,

全て の g ∈ S
p , q

で g
1 1

≠ E 6 g E 6 が 成り立 っ ･

証明 . p ≡ l ( m o d 4) の とき, p が a
,
b

,
c

,
d ∈ Z - ( 0) で , p - a

2
+ b

2
+ c

2
+ d

2
と書けると

す る ･ 係数 a l ≠ 0 (I - 1
,
2

,
3

,
4) で ♂

′
- a o + a li + a 2j + a 3 k を(4, ｡ p q

｡ T
q)(g

'

) -

g とな る

S
p

の 元 とす る ･ g
~1

≠ E 6g E 6 と T
q(6

7
) ≠ T

q( 土6 g
1
6) は同値 で あ る の で

,
7

1

q(6
7
) ≠ T

q( 士6g
'
6)

を示す .

i g
'

i - i( a o + a l l + a 2j + a s k)i - ( a oi
- a l + a 2 k - a 3j)i - -

a o - a li + a 2j + a 3 k ･

･
q(房) - T

q(士6 g
1
6) が成り立 っ と して 矛 盾を導く ･ T

q(6
7
) - T

q(6 g
1
6) で あ るとす ると

, p < q

より
,

a o
- 0 か つ a 2

- 0 か つ a 3
- 0 を満たす必 要が あ る ･ また , T

q(6
7
) ≠ T

q(
- 6g

'

6) で

あ るとす ると
,

a l
- 0 を満たす必要が ある ･ 前者 の 場合 は g

l

∈ s
p

に矛 盾す る ･ 後者 に つ

い て は, p ≡ 3 ( m o d 4) の と き, a o が偶数 で a l ,
a 2 ,

a 3 は 奇数 だか ら, 矛盾す る ･ p ≡ l

( m o d 4) の とき, g
l

を, 係数 a l ≠0 (l - 1
,
2

, 3 ,
4) で タ; - a o + a li + a 2j + a 3 k と書け る

S
p

の 元 の 中か ら選ん で い る こ と に矛盾する ･
口
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こ れ らの命題と 定理 を用 い て
,

次 の 定理 を証 明する .

定理 2 .2 . 6 . p , q を p ≧ 5
, q > p

7
を満たす奇素数 で あ るとする . た だ し, q が p

7
< q ≦ p

8

の ときは , p は(5) 以外 で ある とす る. こ の と き ,
Z P , q は連結 グラ フ で D P ,q と同型なグラ

フ で あ る .

証明 ･(雷) - 1 の と き V - P S L 2( q) , (冒) ニ ー1 の と き V - P G L 2(q) とする ･ p
8

< q

の と き , 定理 1 .3 . 6 よ り X P , q が連結だか ら Z P ,q は連結で ある . よ っ て p
7

< q ≦ p
8 の と

き を示す ･ D P ,q は連結 グラ フ だか ら, 命題 2 ･1 ･ 3 よ り 0 / ∩( q) - K
′

(T
p ,q) が成り立 つ

･ だ

か ら, β( 0/ 0( q)) - β( K
'

( T P ,q)) - H (S p , q) で あ る ･ Z P ,q が連結で あ る こ と を示すた めに

H ( S
p ,q) - V を示 した い

･ B
p ,q

- P S L 2(q) ∩β( 0/ 0( q)) とお く ･ B
p ,q

- P S L 2(q) で ある

こ とと ,
H ( S p ,q) - V で ある こ と は同値で ある ･ よ っ て , B

p ,q
- P S L 2( q) を示す ･ 命題

2 ･ 2 ･ 2 よ り
, l B

p , ql > 6 0 で B
p ,q

が メ タ ア
- ベ ル 群 で なけれ ば良い ･ 系 2 ･1 ･ 1 4 より

,

l G
q[ -去lO/ 0(q)[ ≧

4 , 逆 -

p
2

v 6 , 3 0 ･

P P

つ まり
, l O/ 0( q)l > 1 2 0 だ か ら

, [P( 0/ 0(q))I > 1 2 0 と なりIB
p ,ql > 6 0 が分 か る ･ 命題

2 ･ 2 ･3 よ り, g l , g 2 , g 3 , g 4 ∈ B
p , q

で[[g l , g 2] ,[g 3 , g 4]] ≠ 1 となるも の が あ る こ と を示 す･

(冒) - 1 の と き
,

H ( S
p ,q) の 元 か ら次 の ように g i (i - 1

,
2

,
3

,
4) を選 ぶ ･ g

'

1
を

,
係数

a l ≠ 0 (I - 1
,
2

,
3

,
4) で gl - a o + a ll + a 2j + a 3 k と書 ける S

p
の 元 の 中か ら選 ぶ ･

g l
- (4 , ｡ p q

｡ 7
-

q)( g
l

l) とする ･ E 6 ∈ H を四元 数 の 単数 6 の像 と して
, 9 2 , g 3 , g 4 を次 の よ

うにと る .

g 2
= E ig l ? g 3

= Ej g l ? g 4
=

g 1 ･

こ の 選 び方で ,

[[g l , g 2] ,[g 3 , g 4]】 - [[g l , e ig l] ,[Ej g l , g 1]]

-

g l Ei g l g l
- 1

g 1
- 1

E i Ej g l g l g l
- 1

Ej g 1
- 1

E i g l g l g l
- 1

E ig 1
- 1

g l Ej g l g 1
- 1

g 1
- 1

E
3

･

- g l Ei g l
1 1

E i Ej g l Ej g l
1 1

E i g l E i Ej g l
1 l

ei

こ こ で
, 系 2 ･2 ･ 5 よ り E i9 ｢

1
E i ∈ S

p ,q ,
Ej 打

1
Ej ∈ S

p ,q
で , E i g l

- l
e i ≠ g l

L l
, E

,

･

g l
1 1

Ej ≠g l
- 1

だ か ら こ の 交換子 は S
p , q

上 の 長さ 6 の 既約 ワ
ー

ド で ある と分か る ･ しか し命題 2 ･ 1 ･1 3 よ

り, g( D P , q
) ≧l o g p( q) > l o g p p

7
- 7 だから,

D P , q の サ
ー キ ッ トは 7 よ り大き い ･

つ ま り,

[

(
g l , g 2] ,[g 3 , g 4]] ≠ 1 ･

冒) - - 1 の と き , 柁 0 で な い 係数 a i (i - 1
,
2

,
3

,
4) で h - a o + a ll + a 2j ･ a 3 k と書け

る S
p

の 元 の 中か ら選ぶ ･ E 6 ∈ H を四元数の 単数 6 の像 と して
, g l , g 2 , g 3 , g 4 を次 の よう

にと る .

g l
- h

2

, g 2
-

g 3
- E i h

2

) g 4
- Ej h

2
･

2 0



こ の 選び方 で
,

[[g l , g 2] ,[g 3 , g 4]] - [[g l ,
E ig l] ,[Ej g l , g 1]]

- h h E i h h h -
1
h -

1
h - 1

h 1 1
E i E i h h Ej h h h 1

1
h 1 1

E ih
- l

h - 1
Ej E i

x h h h h h -
1
h - 1

E i h
- 1

h - 1
Ej h h E i h h h 1

1
h - 1

Ej h -
1
h - l

e i

- h h E i Ej E i h
- l

h -
1
Ej Ei h h E ih

- 1
h -

1
Ej

h h E i E
j
h -

1
h - l

e i

- h h Ej h -
1
Ej Ej

h -
1
E
j

E i h E i E i h E ih
1 1

h - 1
Ej h Ej Ej h Ej E i h

- 1
E i E i h

- l
e i

)(こ こ で
,

こ の 交換 子 は ど

q

- 1 の ときと同様で , S
p , q

上 の 長さ 1 2 の 既約 ワ ー

ドで あ ると

分か る ･ しか し命題 2 ･ 1 ･1 3 より
, a( D P ,q) ≧ 2 l o g p( q) - l o g p

2 ≧ 1 4 - l o g p
2 > 1 3 だか ら,

D P ,q の サ ー

キ ッ トは 1 3 より大 き い . つ まり, [[g 1 , g 2] ,[g 3 , g 4]] ≠1 ･

よ っ て
,

Z P , q が連結 グラ フ で ある こ と が示 せ て
,

Z P , q と D P , q は 同型で ある ･ □

命題 2 .1 . 3 , 2 .1 . 1 1 より , 次の 系がす ぐ分か る .

系 2 . 2 . 7 . p , q を p ≧ 5
, q > p

7
を満たす奇素数 で ある とする ･ た だ し

, q が p
7

< q ≦ p
8

の と きは , p は (5) 以外 で あるとする ･ こ の とき
,

Z P , q は 多重辺 を持 たな い ･

命題 2 .1 . 1 2 より次の 系が成り立 つ こ とも分か る .

系 2 . 2 . 8 . p , q を p ≧ 5
, q > p

7
を満たす奇素数 で あ るとす る ･ た だ し

, q が p
7

< q ≦ p
8

の とき は
, p は( 5) 以外 で ある とす る ･ こ の と き , (冒) - 1 か つ p ≠ 3 ( m o d 8) ,

ま たは

(
p

i) = - 1 ならば,
Z P , q は ル ー プを持 たな い

.

こ れ ら の 系と命題 2 .1 . 1 3 より
,

Z P ,q の gi rth に つ い て 以 下 の 評価 が で き る こ とがすぐに

分か る .

系 2 . 2 . 9 . p , q を p ≧ 7
, q > p

7
を満たす奇素数 で あ る とす る ･ ただ し, q が p

7
< q ≦ p

8

の と きは , p は(5) 以 外で あ るとする ･ (雷) - 1 か つ p ≠ 3 ( m o d 8) ,
また は(

P

i) ニ ー1

を満た すとす る ･ こ の とき g( Z P ,q) ≧ l o g p q で あ る ･ 特 に(冒) ニ ー 1 の と き , g( Z P , q) ～

2 lo g p q - l o g p
2 で あ る ･

また
,

こ れ か ら
,

次 の 系も証明 でき る .

系 2 . 2 . 1 0 . p , q を p ≧ 5
, q > p

7
を満 たす奇素数 で あ るとする ･ ただ し

, q が p
7

< q ≦ p
8

の と き は, p は (5) 以 外で ある とす る ･ (冒) - 1 か つ p ≠ 3 ( m o d 8) の とき, g( Z P ,q) ～

喜l o g p
8l Z P ,ql で ある ･ 特 に(冨) ニ ー1 の とき , g( Z P , q

) ,
- g l o g p[ Z P , q[ ･ 喜l o g p

2 で ある ･

(冒) - 1 の とき
, l Z P ,ql - 甲弾 - 甥』

≦誓だ か ら
, q

3
≧ 8l Z P , q卜 系 2 ･ 2 ･ 9

g( z p , q
) ≧l o g p q

-吉lo g p q
3
≧吉lo g 8l Z P ･ q

ト

2 1



(冒) ニ ー1 の と き
, l Z P ,ql -

里等 姐 - 幣 ≦誓だ か ら
, q

3
≧ 4l Z P , ql ･ 系 2 ･ 2 ･9 よ り

,

g( Z P 'q
) ≧ 2 lo g p q - l o g p

2

-言lo g p q
3
- l o g p

2

･言l o g p
41 Z P ,q( -- l o g p

2

-言lo g p[ Z P , ql ･吉lo g p
2 ･

[コ

こ の こ と か ら, p , q が上 の 系の 仮定を満たすと き は ,
Z P ,q は大 きな g irt h を持 つ と い う

こ と が分か っ た .

2 2



3 頂点推移的で ない ラ マ ヌ ジャ ン グラ フ

3 . 1 頂点推移的で ない f a m ily o f e x p a n d e r s と良 い グラ フ

こ の 章 で は奇素数 p を固定 し て 考え る . q は奇素数 とする . ま た(f/

'

) = 1 の とき V

p s L 2( q) , (冨) ニ ー1 の と き V - P G L 2( q) とす る ･ Z P ,q の 頂点数 を n とする ･ そ の 隣接

行列 の 固有値 を

FLo
-

P + 1 ≧FLl ≧ p 2 ≧ - ≧ u n - 1

とする ･ fl
,
x

, y
を X P , q の 頂点 x か ら y

- の
, 引き返 しの ない 長さl の 道 の 数とす る ･ X P ,q

は頂点推移的な グラ フ な の で ! 特 に x -

y の とき fl と書く こ と にす る ･ f m
,
x を Z P ,q の 頂

点 x か ら始ま り, x で終わ る引き返 し の な い 長さ m の 道 の 数 とす る . 定理 1 . 3 .7 よ り, 各

m ∈ N U ( 0) で

∑ ∑
x ∈V O≦r ≦写

チ- - 2 r
,
x

- (k - 1, ?!* -(
が成 り立 っ

.

1 .3 節 にあ る ような ト レ
ー

ス 公式を ,
Z P ,q に つ い て 考え る . そ の た め にまず,

1 .3 節 の 二 次

形式に加 え て
, 新 た に次 の ような二次形式を導入 する .

( c l ,
C 2 ,

C 3) ∈ lγ に対 し

Q ( c l
,
｡ 2

,
C 3)( x o ,

X l ,
X 2 ,

X 3) - X岩+ ( x l + c
/

I)
2

+ ( x 2 + cら)
2

+ ( x 3 + c
I

3)
2

･

た だ し こ こ で , W は式(3) で定義され た も の で
, c

l

l ,
C
1

2 ,
C
1

3 は 0 ≦ c
1

1 ,
C
1

2 ,
C
1

3 < q の整数 で
,

法 q で r e d u cti o n す ると c l ,
C 2 ,

C 3 になるも の で ある . さらに次 の 二次形式も導入す る .

Q 2( x o ,
X l ,

X 2 ,
X 3) -

q
2

x呂+ 4( x亨+ x…+ x…) .

また , m ≧ 0 に対 し次の ようにおく.

s Q ( c
l ,

C
2 ,

C
3 ,
( p

m

) -I(( x o ,
x 1 ,

X 2 ,
X 3) ∈ Z

4
: Q ( c l ,

C 2 ,
C 3)( x o ,

X l ,
X 2 ,

X 3) -

P
m

,

x o ≡ x l ≡ X 2 ≡ X 3 ≡ 0 ( m o d q) ,

( x o ,
x l + c

l

l ,
X 2 + c

1

2 ,
X 3 + c;) は強奇数を作 る組)l ･

s
Q 2( p

m

) -l(( x o ,
x l ,

X 2 ,
X 3) ∈ Z

4
‥ Q 2( x o ,

X l ,
X 2 ,

X 3) -

P
m

)I .

こ の と き
, 次 の命題が成り立 つ

.

命題 3 ･ 1 ･ 1 ･ m が偶数 の と き
､

s
Q 2(p

m

) - ∑( c l
,
C 2

,
C 3) ∈ W

S
Q ( ｡

1 ,
C
2 ,

C
3 ,( p

m

) で ある ･

証明･ c
l

l ,
Cら,

c
1

3
は 0 ≦ c

l

l ,
C
'

2 ,
C左< q の 整数 で

, 法 q で r e d u cti o n す ると c l ,
C 2 ,

C 3 になるも

の で あ るとす る .

∑ s
Q ( ｡ 1 ,

C 2 ,
C 3,(p

m

) - ∑ l(( x o ,
x l ,

X 2 ,
X 3) ∈ Z

4
: Q ( c l

,
C 2

,
C 3)( x o ,

X l ,
X 2 ,

X 3) - P
m

,

( c l ,
C 2 ,

C 3) ∈ Ⅳ ( c l ,
C 2 ,

C 3) ∈ Ⅳ

x o … x l ≡ X 2 ≡ X 3
≡ 0 ( m o d q) ,

( x o ,
x l + c

l

l ,
X 2 + c

1

2 ,
X 3 + c;) は強奇数 を作る組)l

2 3



の右辺 に 関 して
, 今 , m が偶数で あ るか ら, ( c l ,

C 2 ,
C 3) ∈ F言- w で こ の 集合を満たすも

の は存在 しない
. よ っ て ,

∑ s Q ( c
l ,

C
2 ,

C
3 ,
(p

m

) - ∑ l(( x o ,
x l ,

X 2 ,
X 3) ∈ Z

4
: Q ( c l ,

C 2 ,
C 3)( x o ,

X l ,
X 2 ,

X 3) - P
m

,

( c
l ,

C
2 ,

C
3) E W ( c1 ,

C 2 ,
C 3) E F

q

3

x o ≡ x l ≡ X 2 ≡ X 3 ≡ 0 ( m o d q) ,

( x o ,
x l + c

l

l ,
X 2 + c

1

2 ,
X 3 + c

'

3) は強奇数 を作る組)L

- I(( x o ,
x l ,

X 2 ,
X 3) ∈ Z

4
‥ x岩+ 4( x亨+ x…+ x…) - p

m

,
x o ≡ o ( m o d q))I

- I(( x o ,
x l ,

X 2 ,
X 3) ∈ Z

4
‥ q

2
x呂+ 4( x至+ x…+ x…) -

p
m

)I

- s Q ,(p
m

) .

[コ

定理 3 . 1 . 2 ( Z P ,q の ト レ ー ス 公 式) . l H ＼Vl - n と お き
, p , q を p ≧ 5

, p
8

< q を満 たす奇

素数 とする ･ (
P

6) - 1 か つ p ≠3 ( m o d s) , ま た は(冨) ニ ー 1 を満 たすとする ･

q + 1

2(q
- 1)

2(q + 1)

2

q

P
_
q

P
_

q

P
_

q

- 1 か つ p … 1 ( m o d 4) の とき)

- 1 か つ p ≡ 3 ( m o d 4) の とき)

- - 1 か つ p ≡ 1 ( m o d 4) の とき)

ニ
ー 1 か つ p ≡ 3 ( m o d 4) の とき)

とお く . 全て の m ∈ N U ( 0) に対 し

∑ ∑ 辛- - 2 r
,
x

-芸s Q l(p
-

) ･言c v s Q 2(p
-

) ･

x ∈ H ＼V O ≦r≦m / 2

証明. 定理 2 . 2 .6 より
,

Z P , q と D P ,q は同型なグラ フ な の で
, 同

一

視 し て 考え る .

K
'
d o ,

K
'

d l ,
. . .

,
K

'

d l を D P ,q の K
'

d o から始まり, K
′

d l で終わ る , 引き返 し の な い 長さl の

道の頂点に対応する K
′

＼叫 F
q)

×

/ Z
q

の 元とする ･ 命題 2 ･ 1 ･1 3 より, K
'
d h

- K
l

i oi l - i h ( h -

1
,
2

,
. . .

,
i) と な る t l ,

t 2 ,
-

,
tl ∈ T P ,q が存在す る ･ あ る αh ∈ S p ( h - 1

,
2

,
-

,
i) で

,

L h
- Ⅲ

q([α h]) と なる とすると , 引き返 しが な い 道 だ か ら
, [α1][α2] ･ ･ ･[ α l] Eま 0 内の長 さ

l の 既約 ワ
ー

ドで あ る . K
'

d o か ら始ま り長 さl の 道 で K
′

d o に も どるとす る . こ の とき,

K
'
d ot lt 2 - tl - K

'
d o だ から,

6 ∈ K
'

で d o t l t 2 - tl
- 6 d o と書 け る .

e a s e l : 6 - ( p ｡ Ⅲ
q

｡ f)( 土1) の と き ･

上 の 式は X P ,q の d o に対応する頂点か ら do に対応す る頂点 - の 長さl の 道を あらわす. X P ,q

内 の あ る頂点か ら同 じ頂点に戻 る, 長 さl の道 の 総数は 4 n fl で あ る . Z P ,q の 1 つ の 頂点に

対応す る X P ,q の 頂点は 4 つ あ る の で
,

Z P , q の あ る頂点か ら同 じ頂点に戻る長さl の 道の

数は
,

n fl で あ る .

c a s e 2 ‥ 6 ≠( p ｡ Ⅲ
q

｡ f )( 土1) の と き ･

d o i l t 2 - tl - a d o ,

d o Ⅲ
q([α1][α 2] ･ ･ ･[αl]) - a d o ,

Ⅲ
q([ α1][α 2] . . .[ αl]) - d

.
1 1

6 d o ･

2 4



7 ∈ A
'

で Ⅲ
q([7]) - d

o
- 1

6d o とおく と
, [ α1][α2] ･ - [αl] ∈[ 7] A(q) で あ る ･ こ の 時 , 補題

2 .1 . 1 0 より

Ⅲ([7]) ∈( c li + c 2j + c3 k : ( c l ,
C 2 ,

C 3) ∈ W )/ Z
q

だか ら
,

7 ∈(β - bo + (bl + c
'

l)i + (b 2 + c
1

2)i + (b 3 + c
1

3) k ∈ A
′

:

b o
= b l

= b 2
= b 3 ( m o d q)) .

ただ し
,

こ こ で
,

c
l

l ,
Cら,

c
1

3
は 0 ≦ c

l

l ,
C
1

2 ,
C
'

3
< q の 整数で, 法 q で r e d u cti o n す ると c l ,

C 2 ,
C 3

になるも の で ある . こ こ で , ある x
- 1

6 x に対 して ( c l x ,
C 2 x ,

C 3 x) ∈ W が決ま る ･ a o
… a l …

a 2
… a 3 ( m o d q) となる a o ,

a l ,
a 2 ,

a 3 で , N ( α) -

p
m

と な る α - a o + ( a l + c I x)i + ( a 2 +

c 2 x)i + ( a 3 + c 3 x) k ∈ A
'

を考 える ･ α は あるl に対 して , S
p

の 長さ m
- 2 r の既約 ワ

ー

ド

w m _ 2 , で α - i p
l
w m _ 2 r と因数分解で き る . こ の とき

, [ α] - [ w m - 2 ,] ∈[7] A(q) で あ る ･

逆 に[7] A( q) 内の 長さ m - 2 r の 既約 ワ ー ド w を考える と
,

α - 士p
l

w の 2 つ の 四元数が で

き る . よ っ て
,

L( α ∈ A
'

‥ N ( α) -

p
m

, [α] ∈[T] A( q))l - 2 ∑ f m - 2 ,
,
I

,
6 x

･

0 ≦γ≦m / 2

次に
, あ る( c l ,

C 2 ,
C 3) ∈ W に対 し て

, Q ( c
l ,

C
2 ,

C
3)( x o ,

X l ,
X 2 ,

X 3) - P
m

か つ
,

x o ≡ x l ≡

x 2 ≡ X 3 ( m o d q) を満たすも の で
, ( x o ,

x l + c
'

l ,
X 2 + cら,

x 3 + c
1

3) が 強奇数 を作る組 になる

ような( x o ,
x l ,

X 2 ,
X 3) ∈ Z

4
をとる ･ ただ し こ こ で

,
c
l

l ,
C
1

2 ,
C
1

3
は 0 ≦ c

l

l ,
C
/

2 ,
C
1

3
< q の整数で ,

法 q で r e d u c ti o n す ると c l ,
C 2 ,

C 3 になるもの で ある . 四元 数 α
′

を α
′

- x o + ( x l + c
'

1)i +

( x 2 + c
'

2)i + ( x 3 + c
/

3) k とす ると, こ の α
′
は A

'
の 元 で

,
こ の 同値類 は[7] A(q) に属する ･

だ か ら , ( c l ,
C2 ,

C 3) ∈ Ⅳ に対 し

s
Q ( c

l ,
C
2 ,

C
3,
(p

m

) - [( α - X o + ( x l + c
'

l)i + ( x 2 + c
1

2)i + ( x 3 + c
1

3) k ∈ A
'

:

N ( α) -

p
m

,
x o ≡ x l ≡ X 2 … X 3 ( m o d q))I ･

よ っ て , s
Q ( c l ,

C 2 ,
C
3)
(p

m

) - 2 ∑.≦r ≦m / 2 f m - 2 r
,
I

,
6 x

が成り 立 つ
･ ゆえに,

∑ ∑ チ- - 2 r
,
x

- n ∑ f - - 2 r +左 ∑ ∑ ∑ I - - 2 r
,
x

,
6 x

x ∈ H ＼V O≦r ≦m / 2 0 ≦r ≦m / 2 6 ≠( p ｡ Ⅲ
q

o f )( 士1) x ∈ V o ≦r ≦m / 2

-芸s Q l(p
m

' +左･芸
6i(p . n; ,,( 士1, I; v

s
Q c

l x
,
C
2 訂

,
C
3 x
'p

m

'

-芸s
Q l(p

m

' ･吉
6≠( p . H; I,( 士1)

C v

( c
l ,

C≡, ∈ W

Q c l
,
C 2

,
C 3( p

m

'

-

盲
s Q l(p

-

) ･言c v s Q 2(p
-

) ･

n

[コ

定理 1 .3 . 7 より
,

U
m

を m 次 の チ ェ ビ シ ェ フ 多項式とす ると
,

z p ,q の ト レ ー ス 公式 の 左 -
- /

駕u
-(義)

25



と なる ･ こ こ で
, 複素数 の 集合 C の部分集合 O

p
- [i l o g ､ 作,

0] ∪[0
,
7T] ∪[7T

,
7T + i lo g ､序]

を導入す る ･ O
p
か ら ト(p + 1) , p + 1] - の 写像 を z → 2

､序 c o s z で定義す ると 1 対 1 対応

と なる . i - 0
,
1

,
…

,
n - 1 に対 し･ Oj

(:]

'

)
ある

り ､

に
,
O o

- i l o g ､序 で あ る ･ また,

フ だか ら, O
n - 1

- 7, + i l o g ､序 で

チ ェ ビ シ ェ フ 多項式 U
m

の 定義 よ

∑ ∑
x ∈H ＼V O≦r≦m / 2

∈ O
p

をIJj
- 2

､ 作 c o s Oj となる唯
一

の 元 とす る ･ 特

ニ ー1 の とき は
,
命題 2 . 1 . 3(d) よ り Z P ,q は 二部 グラ

n - i

f m - 2 ,
,
x

-

P
m / 2

∑
j - 0

n - 1

-

p
m / 2

∑ u m ( c o s oj)
j - 0

n - 1

- p
m / 2

∑
j - 0

si n( m + 1) O
j

s in O
j

(6)

となる . Z P ,q が ラ マ ヌ ジ ャ ン グラ フ で あるた め には , 全て の 非自明な固有値 p でI pl ≦ 2
､作

を満た さなく て は な らな い ･
つ まり

, (
P

i) - 1 の と きは j ≠ 0
･ (雷) - - 1 の とき は

j ≠ 0
,
n - 1 で Oj は実数か つ Oj ∈[0

,
7T] を満た す こ と を示 せ ばよ い ･ しか しラ マ ヌ ジ ャ ン

グ ラ フ で あ る こ と の証明は次節にお い て お い て
,

こ こ で はまず
,

あ る条件 の p , q に対す る

Z P ,q の 族が f a m ily of e x p a n d e r s で ある こ とを先 に示 す.

補題 3 . 1 . 3 . q を奇素数とす る . a
,
b を q で割 り切 れ な い 整数 とする . こ の と き ,

a
2

≡ b
2

( m o d q
2

) ならば,
a ≡ 土b ( m o d q

2

) で あ る ･

証明 . a ≠ 士b ( m o d q
2

) と して
, 対偶を示す.

a -

q
2
a l + a 2 ,

b -

q
2
b l + b 2 とお く. こ こ で ,

a l ,
b l は それ ぞ れ a

,
b を q

2
で割 っ た商,

a 2 ,
b 2 は そ の と き の 余り で ある . よ っ て

,
0 < a 2 ,

b 2 < q
2

で , 仮定 より a 2 ,
b 2 は q の 倍数

で はなく
,

a 2 ≠b 2 か つ a 2 ≠q
2

- b 2 とする . こ の と き,

a
2
- b

2
- (q

2
a l + a 2)

2
- (q

2
b l + b 2)

2

-

q
4

( a誓- b冒) + 2 q
2

( a l a 2 - b lb 2) + ( a… - b…)

が成り 立 つ . こ こ で , q
4
( a亨I b芋) + 2 q

2

( a l a 2 - b lb 2) … 0 ( m o d q
2

) だか ら
,

k ∈ N U ( 0)

で a書
- b∃ -

q
2
k と し て矛盾 を導く･ 左辺 を因数分解す ると,

a… - b∃ - ( a 2 + b 2)( a 2
- b 2)

と なる . こ こ で 仮定 より ,
a 2 ≠ b 2 ( m o d q

2

) だか ら a 2 - b 2 ≠ 0
, q

2
で あ り a 2 1 b 2 ≠ 0

( m o d q
2
) で あ る . さらに

,
a 2 ≠q

2
- b 2 だか ら a 2 + b 2 ≠ q

2
で あ り,

a 2 + b 2 ≡ 0 ( m o d q
2

)
で あ る - q は奇素数な の で, a弓- b… - q

2
x になる には , x I X 2

- X を満たす自然数 x l ,
X 2

で a 2 + b 2
-

q X l か つ a 2 - b 2
-

q X 2 でなけれ ばなら な い . しか し
,

こ の と き , a 2 ,
b 2 が q

の 倍数と なる の で a
,
b が q で割り切れ な い こ とに矛 盾す る . よ っ て , a書- b…≠ q

2
x だか

ら , a
2
- b

2

≠ o ( m o d p
2
) が成り立 っ の で , 対偶が 示 せた . □

次の 命題 は よく知 られ て い る .

命題 3 . 1 . 4 . l pl を Z P ,q の 非自明 な固有値とする ･ そ の 重複度 を M ( p) とす ると, M ( p) ～

(q
- 1)/ 2 で ある ･

2 6



今
, p ≧ 5

, p
8

< q を満たす奇素数 p , q に つ い て 考 える . 有限で連結な,
ル ー

プ の な い

グラ フ Z P ,q が無限に存在す る こ と を確認する .

命題 2 ･ 2 ･ 8 より(冒) - 1 か つ p ≠ 3 ( m o d 8) ,
ま た は(

P

i) ニ
ー 1 な らばル ー

プ はな い の

で
,

上 の 条件 を満 たす .
つ ま り

, (若) = - 1 で あれ ば無限に存在する こ と はす ぐ分か る .

D iri c hl et の 算術級数 定理 より, (冒) - 1 で p
8

< q か つ p ≠3 ( m o d 8) を満たす奇素数 q

は無限に存在す る こ と も分か る .

グラ フ Z P ,q は無限に存在す る .

よ - て
, (冒) = 1 の 時も , 有限 で連結な

,
ル ー

プ がな い

定理 3 ･ 1 ･ 5 ･ p , q を p ≧ 5 , p
8

< q を満 たす 奇素数 とす る ･ また
, (冒) - 1 か つ p ≠ 3

( m o d 8) ,
また は(

P

i) - - 1 も満たすとする ･ E を 0 < E < 1/ 6 を満 たす実数 とする ･ 十

分大 きな q に対 し て
,

Z P ,q の 全て の 非自明な固有値 〃 はl〃l ≦ p
s/ 6 + E

+ p
l/ 6~E

を満たす･

こ の と き の Z P ,q の 族は f a m ily o f e x p a n d e r s で あ る ･

証明･ F Lj ∈[ 1 2
､ 序,

2
､ 作] の と き は定理 の 不等式 を満 た して い る の で

, p j ≠ ト2
､序,

2
､序]

の と き に つ い て 考 えれ ば良 い .

〃j i [ - 2
､ 序,

2
､序] の と き

,
0 < せj < l o g p を満たす 申

j ∈ 汲 で

O
j

-〈
i せj (2

､序 < p j ≦ p + 1 : e a s e l)

7T + i せ
j ( -(p + 1) <

_
FLj <

- 2
､序 : c a s e 2)

と表す こ とが で き る .

m を偶数 とする ･ FLj ≠ト2
､序,

2
､作] の とき , m が偶数 で あるか ら, c a s e l の と きも c a s e

2 の と きも
si n( m + 1) Oj S in h( m + 1) せ

j

si n Oj Si n h せ
j

≧ 0

が成 り立 っ
･ 今,

あ る非自明な 固有値 〃k ≠ト2
､序,

2
､作] を固定する ･ こ の とき

,
si n( m +

1)03

,

/ si n O
3

･

≧ 0 より

盲
s Q l(p

-

) ･言c v s Q 2(p
-

)
n

-

p
m / 2

M ( p k)

≧ p
m / 2

M ( p k)

si n h( m + 1) せ
j

si n h せj

si n h( m + 1) せj

si n h せ
j

+ p
m / 2

∑
p j ≠il k

si n( m + 1) Oj

+ p
m / 2

∑
J p jF < 2

､ 序

si n Oj

si n( m + 1) Oj

si n O
j

が成り 立 つ
. 0 が 実数 の と きはI si n( m + 1) 0/ si n Ol ≦ m + 1 が成り立 っ の で

盲
s
Q l(p

-

) ･言c v s
Q 2(p

-

)
n

- p
m / 2

M ( p k)

～ p
m / 2

M ( p k)

si n h( m + 1) せj

si n h 申j

si n h( m + 1) せj

si n h Q (

i

2 7

+ p
m / 2

× n x ( - ( m + 1))

- n p
m / 2

( m + I) . ( 7)



m が偶数だか ら, s Q l( p
m

) は

x岩+ 4 q
2

( x冒+ x…+ x…) - p
m

(8)

の 整数解 の 個数 で あ る . まず,
x o

の とり 方か ら考 え る と
, [ x ol ≦ p

m / 2 か つ x呂 ≡ p
m

( m o d q
2
) を満た す. よ っ て 補題 3 .1 . 3 より x o … 土p

m / 2
( m o d q

2
) で ある ･ こ こ で x o と p

は どちらも奇数だ か ら,
x o ≡ 士p

m / 2
( m o d 2 q

2
) と い え る . こ こ か ら ,

x o に当て は ま るも

の が , 多くて 2(p
m / 2

/ q
2

+ 1) 通り で ある こ と が分か る ･ x o を 固定 し て , 式(8) を解く と,

.r

L

T
'

+ .,
I:iT i .,

･

三

となる . 命題 1 .2 . 1 より任意の E > 0 に対し て

が成 り立 つ
. よ っ て

,

s o l(p
m

) - O E

- O
E

- O E

p
m

- x呂
4 q

2

) - o E((
P

=)
1' 2 ' E

)
p

m / 2 + e m

p
m + E m

. p
m / 2 + E m

q
3 + 2 E

I

q
l + 2 E

p
m ( 1 + E)

. p
m / 2( 1 + 2 E)

q
3

F

q

同様に s Q ,(p
m

) に つ い て は, q
q
x岩+ 4( x亨+ x…+ x喜) - p

m の整数解の個数を考えれ ば良 い ･

まず ,
x . の とり方 か ら考 える . [ x .I ≦ p

m / 2
/ q , - p

m / 2
/ q ≦ x o ≦ p

m / 2

/ q と なり, x o にな

りう る値 は 2 p
m / 2

/ q + 1 個以下 で ある . x o を 固定 して
, q

2
x呂+ 4( x亨+ x…+ x喜) - p

m
を

解くと
,

x亨+ x≡+ x…
p

m
-

q
2
x岩

となり
, 右辺 は整数 になる . 命題 1 . 2 . 1 より任意 の ∈ > 0 に対 し て

(
13: 二

l

旦当

が成 り立 つ . e に依存す る定数 C( E) で

p
m

- q
2
x岩

)
1/2 + e

≦ c( E)(p
m

)
1/ 2 + E

だ か ら ,
r 3( 響 ) - o

E(( p
m

)
1/ 2 + ど

) と い える ･ こ の と き ,

s
Q 2(p

-

, - O
E[(p

-

,
1′2 + E

x(誓 + 1)]

28



で ある . よ っ て , 式(7) は

p
m / 2

M ([L k)
si n h( m + 1) せk

si n h せk

･
盲

s Q l(p
-

) +言c v s
Q 2( p

-

) ･ n p
- / 2

( - I 1)
n

･芸c (
1)( E l,[

p
m ( i + E l)

.
p

m / 2( 1 + 2 E l)

q
3

q

･言c v c (
2,( E 2)[ + n p

m / 2

( m + l)

となる . こ こ で C(
1)( E l) ,

C (
2)( E 2) はそれぞれ

,
n

,
E l と c v ,

E 2 に よ っ て 決ま る定数 で ある ･

n < q
3

/ 4 で ある こ と と
,

c v の も っ とも大き な値が 2( q + 1) で あ る こ と を使うと
, 次の よ

うな式変形 が で き る .

2 1 X ′

ー_
､
Si n h( m + 1) Q '

k

p
m / 2

M ( p k)
si n h せk

p
m ( 1 + E l)

.
p

m / 2( i + 2 E l)

q
3

q

m ( 1 + E 2)

≦ c
'( 1)

( E l)b '
m( 1 + E l) + q

2

p
m / 2( 1 + ョe l)]

+ c
l( 2)

( E 2)
(q + 1) p

m ( 1 + E 2)

･ ( q ･ 1,p
- ( 1′2 + E 2,

] I gg q - I l, ･

た だ し, C
'( 1)( E l) ,

C
'( 2)( E 2) はそ れぞれ ,

C(
1)
( E l) , q と C (

2)( E 2) , q に よ っ て 決ま る定数で

ある . 両辺 を p
m / 2

で割 ると
,

M ( p k)
sin h( m + 1) せk

si n h せk

≦ c
′(1)( E l) b

m ( 1/ 2 + E l)
+ q

2

p
m ど1

]

+ c
'( 2)( E 2)

( q + 1) p
m ( l/ 2 + E 2)

･ c( E,[㌍
･

P
- ' 1/ 2 + E' ･ ( q

2
+ q ･ 1, p

- E

] I

とな る . こ こ で E - m a x( E l ,
E 2) ,

C( E) - m a x ( C (
1)( E l) ,

C (
2)( E 2)) で あ る ･ 次に , m を

p
m / 2

≦ q
3

を満 たす ように とる と, p
m

≦ q
6

だ か ら,

M (IJ k)
si n h( m + 1) せk

si n h ql k

･ c( E,[ ㌍ .

q
3 + 6 E

･ ( q
2

+ q ･ 1, q
6 E

] I
q

3
( 1 + 6 l o g p q)

≦ c( E)[(2 q + 1) ･

q
( 2 + 6 ど) + (q

2
+ q + 1) q

6 E

] +

≦ c( E)[(2 q
( 3 + 6 E)

+ 2 q
( 2 + 6 E) + q

( 1 + 6 E) + q
6 E

] +

4

q
3
(1 + 6 lo g p q)

4

q
3
(1 + 6 l o g p q)

と変形 で き るが
,

0 ≦ Q ,

i ≦l o g ､序 よ り si n h せk < si n h l o g ､序 だ か ら
,

a( E) を C ( E) , P に

よ っ て 決ま る定数 とすると
,

M ( p k) si n h( m 十 1) せk ≦ e( E)q
3 + 6 E

2 9

(9)



が成 り立 っ
. こ こ で

,
m を p

m / 2
≦ q

3
とな る最大 の 偶数 とす る .

si n h( m + 1) せk
-

e(
m + 1) せ k

- e -(
m + 1) 中 k

だか ら, 任意 に固定 した x > 0 に対 し て e
x せ

k
> 3 になる ように q を十分大き く と る. こ

の と き
,

こ の 式は

si n h( m + 1) せk ≧
e(

m + 1) せ
k

となる ･ m は m ≦ 6 l o g p q と なる最大の 偶数だ か ら m + 2 ≧l o g p q で あ る の で,

si n h( m + 1) 甘k ≧
e(

6 lo g
p
q - 1) 甘た

仁竺
e
( 6 lo g p q) V

k

3

となり, せk ≦l o g ､序 より

si n h( - I 1) せk ≧
P

= e
( 6 lo g p

q, g k

が成 り立 つ
. よ っ て

,
式(9) より,

M ( p k) ≦ e( E) q
( 3 + 6 E)3 p

l/ 2
e
-( 6 l o g p q) せ

k

- e
/

( E)q
(3 + 6 E)

q
~6 q '

k / l o g p

- e
l

( E)q
( 3 + 6 E ~6 V

k)/ l o g p

となる . た だ し
,

e( E)
′

は e( E) , P に よ っ て決ま る定数 で あ る･ p k は非自明な固有値 で ある

か ら, 命題 3 . 1 .4 より M ( p k) ≧(q - 1)/ 2 が分 か っ て い る ･ よ っ て
,

e
,

( E) q
( 3 + 6 E 1 6 V

k)/ l o g p ' 聖二土
~ 2

こ こ で
,

2 e
'

( E) q
( 3 + 6 E ~6 g k)/ l o g p

～ q - 1

･ o g q
2 e( E,

,

･( 3 + 6 E 一語) ≧ b g q( q - 1,

だか ら, 十分大き な q をと ると , 3 + 6 E - 6 せk/ l o g p ≧ 1 に なる ･ ゆえ に
,

- 些 ' - 6 E - 2
,

l o g p

- 6 申k ≧(一6 E - 2) lo g p ,

せk ≦(吉. E) l o g p

30



と変形 で き る ･ こ の とき
,
O k

- i q k ま たは O k
- 7T + i せk で p k

- 2
､序 c o s O k だか ら

I p kJ - 2
､ 序1 c o s 沖 kl

- 2
ヽ序 c o s h せk

･ 2
v 6 c o s h[(吉+ E) l o g p]

- i
)
､ル

e(
1/ 3 + E) l o g p + e -(

1/ 3 + E) lo g p

-

､ 序( p
l/ 3 + ど

+ p
-( 1/ 3 + E)

)

- p
5/ 6 + ど

+ p
l/ 6 - E

と なり, 0 < E < 1/ 6 で

p + 1 - ( p
5/ 6 + E

+ p
l/ 6 - ど

) > E
'

と な る E
'

> 0 が存在す る の で , 命題 1 . 1 .4 より
,

Z P ,q の 族 は fa m ily of e x p a n d e r s で あ

る . ロ

こ の 定理と命題 1 .1 . 9 から
, 次 の ような彩色数の 評価が で き る .

系 3 ･ 1 ･ 6 ･ E ∈(0 ,
1/ 6) を固定する ･ p , q を p ≧ 5

, p
8

< q と(冒) - 1 か つ p ≠3 ( m o d 8)

を満たす奇素数 とする . q が 十分大き い と き,

x( Z P ,q) ～
p + 1

p
5/ 6 + E

+ p
l/ 6 1 E

で あ る .
つ ま り

,
Z P ,q は大きな彩色数を持 つ

.

す で に 2 . 2 節で , p , q を p ≧ 5 , q > p
7

を満 たす奇素数 で あり
, q が p

7
< q ≦ p

8
の と き

は,

(
p

6)

p は( 5) 以外 で ある と い う仮定を満た し, 更に(冨) - 1 か つ p ≠3 ( m o d 8) , また は

- 1 1 で あ ると い う条件下 で は, Z P , q は大き なgi rt h を持 つ と い う こ と が分か っ て い

る . よ っ て こ の 系とあわ せ ると, こ の 系の 仮定 の もと で Z P ,q は良 い グラ フ で あ る こ とが分

か っ た .

3 . 2 頂点推移的で ない ラ マ ヌ ジャ ン グラフ

最後に , ラ マ ヌ ジ ャ ン グラ フ で あ る こ と を示 す.

定理 3 ･ 2 ･ 1 ･ p ≧ 5
, p

8
< q を満たす奇素数 p , q であるとする ･(

P

6) - 1 か つ p ≠3 ( m o d 8) ,

また は(若) = - 1 を満たすとする . Z P ,q は ラ マ ヌ ジ ャ ン グラ フ で あ る .

証明. 1 9 5 4 年 に E i c b l e r[3] に よ っ て 示 され た ラ マ ヌ ジ ャ ン 予想 を使う･ E i cb e r の 結果に

より,

s o l(p
m

) -

4 p
m + l

- 1

q( q
2

- 1) p - l

31
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が分か っ て い る . また
,

A p p e n di x の 式(2 4) , ( 2 6) よ り,

s
Q 2( p

m

) - ほ萎:Z;…‡芸::::;;;≡; ‡…≡;≡::三芸;,

'

も分か っ て い る . 今 ,
Z P ,q の ト レ

ー ス 公式は式(6) より全て の m ∈ N U ( 0) に対 し

p
- / 2

n

g u
-(義)

-芸s Q l(p
-

, +言c v s Q 2(p
-

, (1 0)
j - 0

＼ Y ▲ ′

と書けて い る . こ こ で , 式( 10) の 左辺 に関 し て
,

Z P ,q の 自明な固有値 の とき に つ い て考

え る .

- 1 の と き, 自明な固有値は 〃o の みだ か ら,

左辺 -

p
m / 2

u m

-

p
m / 2

u m( c o s o .)

-

p
m /

=

P

=

P

2
Si n( m + 1)βo

si n βo

2
Si n( m + 1)(i l o g ､序)

m / 2

pa ilGi

si n(i l o g ､作)

e -(
m + 1) l o g ､ 序 - e(

m + 1) l o g ､ 序

e -
l o g ヽ作 -

e
l o g ､ 序

2 P
l m + 1)/ 2

- p
( m + 1)/ 2

p - 1/ 2
- p

l/ 2

- p
m / 2

p
- m / 2

I - p
m + I

1 -

p
m + 1

1 -

p

と なる ･ (冨)

となる

( a)(
p

i…)
(qn =

q

1 -

p

= 1 の ときは 二部 グラ フ なの で , 自明な固有値 は 〃o , p n _ 1 の 2 つ だ から,

左辺 -

p
- / 2

u -(芸) ･ p
- / 2

u
-(器)

-

p
- / 2

× 2 U -(芸)
= 2

1 - p
m + 1

1 - p

次に式(1 0) の 右辺 に関 して , 二次形式 の 支配的な項の み考 える ･

- 1 か つ q ≡ 1 ( m o d 4) の とき ･

2
- 1)/ 8 ,

c v
- q

- 1 で ある ･ よ っ て,

4 p
m + 1

- i

q(q
2 - 1) p l l ) +言c v(63 1

3 2



2 n 3 c v

q(q
2 - 1)

■

4( q
- 1)

p
m + 1

- 1

p - 1

p
- 1

と なる .

( b)(苦) - 1 か つ q
-- ( m o d 4) の とき ･

n - q( q
2
- 1)/ 8

,
c v

- q + 1 で あ る ･ よ っ て
,

冒( ･J( ,I

'

J

-(

4 p
m + 1

l l

1) p - 1)
2 n 3 c v

q(q
2

-(; I;)

1)

p
m + 1

- 1

p
m + 1

- I

p - 1

3
+
宮

c V

4(q + 1)

p
m + 1

p - 1

p - 1

となる .

( c)(冒) - - 1 か つ q - 1 ( m o d 4) の とき ･

n -

q(q
2
1 1)/ 4

,
c v

- 2(q - 1) で ある ･ よ っ て ,

冒(
4

q( q
2 -

p
m + 1

- 1

1) p - 1 )
2 n 3 c v

(
2 p

m + 1
- 1

q + l p - 1

p
m + 1

- 1

p
- 1

3
+
宮

c V

q( q
2

- 1)
'

4(q
- I)

p
m + 1

- 1

p - 1

p
m + I

- 1

p - 1

と なる .

(d)(冒) ニ ー1 か つ q - 3 ( m o d 4) の とき ･

n - q(q
2

- 1)/ 4
,

c v
- 2(q + 1) で あ る ･ よ っ て ,

冒(
4 p

m + i
- 1

1) p - 1)
2 n 3 c v

(
2 p

m + 1
- 1

q + 1 p - 1

p
m + 1

- 1

p - 1

3
+
宮

c V

q(q
2
- 1)

'

4(q + 1)

p
m + 1

- 1

p
- 1

3 3

(
2 p

m + I
- 1

q + 1 p
- 1

p
m + 1

- 1

p - 1



とな る .

つ まり
,

支配的な項 の 部分が , Z P ,q の 自明な固有値 と対応する こ と が分か っ た . ゆえに ,

( a) , (b) の場合に つ い て は

n - i

p
m / 2

∑
j - 1

si n( m + I)Oj
si n Oj

-芸o
El( p

- ' 1 ' E l)′2

) +言c v o
E 2(p

- ' 1 + E 2)′2

) ( l l)

が成り立 ち, ( c) , (d) の 場合 に つ い て は

n 1 2

p
m / 2

∑
j - 1

si n( m + 1)Oj
si n Oj

-芸o
El( p

- ' 1 ' E l'′2

) +言c v o
E 2( p

- ( 1 ' E 2)/ 2

) ( 1 2)

が成り立 つ .

3 . 1 節で述 べ た ように
,

全て の 非自明な固有値FL
- 2

､ 序 c o s O に対応する 0 が実数 であれ ば

ラ マ ヌ ジ ャ ン グラ フ で ある の で, 非自明な固有値 に対応するβ で実数でな い もの があ ると

し て 矛 盾 を導く . 式( l l) に つ い て考え る ･

O
j

が実数 で な い とす ると
,

せj ∈(0
,
l o g ､序] で Oj

- i q!j ま たは Oj
- 7T + i Q '

j
で , m が偶

数 の とき, 対応す る区間で は

si n( m + 1)Oj
_

Si n h( m + 1) せj

sin Oj Si n h せ
j

> 0

で ある. 式(l l) , ( 1 2) の 左辺 を
,
Oj が実数 の 場合とそ うで な い 場合 に分 ける と

,
E l ,

E 2 に

対 して 定数 C
E l ,

C
E 2

が存在 し,

p
m / 2

∑
si n( m + 1)Oj

si n Oj

+ p
m / 2

∑
O
j ∈R

J
O
j卓R

si n( m + l) 0
3

･

si n Oj
≦芸c

El( p
- ' 1 + e l'/ 2

) +言c v c E
2(p

- ' 1 ' E 2)/ 2

)

と書 ける の で , こ の 式に注目す る ･ 左辺 の 前半部分 に関 して は O
j

が実数 の 場合 で ある の

で , I( si n( m + 1) Oj)/ si n Oj[ ≦ m + 1 よ り
,

si n( m + 1)Oj
si n Oj

< n ( m + 1)

が成り 立 つ
. 左辺 の 後半部分に つ い て は, 0 < 申j ≦l o g ､序 よ り

si n( m + I)Oj
si n Oj

e(
m + 1) せ

j -

e
-( m + 1) 甘

j

e
せj - e -

せj

e
中
j - e -(

2 m + 1) 甘
l

e
せj - e一

世j

1 - e -
2 m 申j

1 - e - 2 qlj

1 - e -
2 m 申

j

1 -

p - 1

≧ e
m 甘j( 1 - e~

m 甘j)

3 4



な の で
,

m を大 きく と ると
,

e
m 中j/ 2 で抑え られ る ･ 今

,
実数 で な い 0 が存在する と仮定

して い る の で , 後半部分の 項に つ い て も存在 し
,

こ の 式は

(
_

川 IIJ
l

- n ( - I 1) +
丁

≦芸c e l(p
- ' 1 + E l)/ 2

) +言c v c E 2(p
- ' 1 + E 2)′2

) ,

(
ノI一

tlI /

- n ( m + 1) + - 一

丁
≦ C: 1

P
m E l / 2

+ c: 2P
m E 2 / 2

(1 3)

と で き る ･ ただ し C: 1
と C: 2

はそれ ぞれ
,

C
E l ,

m
,
n

, P と C E 2 ,
C v ,

m
, P に よ っ て 決まる定数

で あ る . こ こ で , e
q J

j > p
E/ 2

を満たすような E よりも小 さ い E l ,
E 2 > 0 をと る .

こ の とき,

式(1 3) を満たす ような定数 e E l ,
e E 2

が E l ,
n と c v ,

E 2 に対 し て そ れぞ れ決ま る ･ よ っ て
,

式(1 3) は次 の ように書き換え られ る ･

- n( - I I) + 若 ≦e EI P
- E l / 2

･ e e 2 P
- E 2′2

こ こ で , C l
,
2

- m a x( e
e l ,

e E 2) ,
E l

,
2

- m a x( E l ,
E 2) とおく と ,

e
m q l

j

- n ( m + 1) +
r r

≦ C l
,
2 P

m E l
,
2/ 2

+ c l
,
2 P

m E l
,
2/ 2

,

- n ( - ･ 1) + 若 ≦ 2 C l
,
2 P

- E l
,
2 / 2

,

- n ( m + 1)
2 p

m E l
,
2/ 2

･左(蒜)
m

≦ c l
,
2

と な る . しか し
,

こ れ は m ぅ (刃 の とき ,

矛盾 で あ る .

- n( m + 1)

2( p
e l

,
2 / 2

)
-

う ∝ ) と な る の で
,

[コ
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A p p e n d i x

2 次形 式の テ
ー

タ級数と E i s e n s t e i n 級数

露峰 茂明

R a m a n uj a 1 1 予 想

カ を複素上 半平面 ( z ∈ C I S z > 0) とす る
,

こ こ で S z は z の 虚部 を表す記号で あ

る ･ r を S L 2( Z) の 部分群 で , 主合同部分群 を含む も の とする . r は分数
一

次変換に より

カ に作用す る ;

z - M z - ㌶ (z ∈ 舟,
M -(…芸) ∈ r) ･

こ れ 以降, 保型 関数論 の 基礎知識 を前提に して 述 べ る .

カ 上 の 正則 関数 f が

I( M z) - ( c z + d)
k
f( I) ･ M -(:三) ∈ r) (1 4)

を満た し
, さらに尖点 で も正則 で あ るとき , f を重 さ k の 保型形式で ある と い う . t h e t a

級数は重さ 1/ 2 の 保型形式で あるが
, ( c z + d)

1/ 2
以外 に

, 自然 に決ま る乗法系が付随する .

保型形式がす べ て の 尖点 で 0 と なるときは
, 尖点形式で あ ると い う. 保型形式 はカ ス プ

( 尖点) i ( 刃 を中心 と した F o u rie r 展開を持 つ ;

(X )

f( I) - ∑ a
n

e( n z) ,

n = 0

こ こ で e( I) - e
2 打i z

で あ り
,

ま た a
n

は複素数 で あ る . f が 尖点形式で あ ると き
,

そ の

F o u ri e r 係数 に対す る不 等式

I a
n- ≦ O

E( n (
k~1)/ 2 + E

) (
∀

E > 0)

を R a m a n uj a n 予想 と い うが
,

こ れ は D elig n e が W eil 予想 を証明 した こ と に より ! 少 な

く とも重さ k ≧ 2 が偶数 ならば成立 する こ とが示 された . なお
, 本稿 で用 い る k - 2 の

場合は
,

1 9 5 4 年 に E i c hl e r[ E] に より示 され た .

自然数 Ⅳ に対 して ､ 群 r o( 〟) を

r o( 〟) : - ((
:

'

:_::) ∈ S L 2( Z)l c … 0 ( m o d Ⅳ))

で 定義す る ･ 奇素数 q に対 し, 群 r o( 1 6 q
2
) に つ い て の 保型関数論 が必 要と なる . こ の 群

の カ ス プ の 代表元 は

(& ,去I s - 0
,
1

, 3 ,
4) ∪(去[ s - 1

,
3

,
4

, j Ei 奇数で 1 ≦j
･

≦ 2 q
- 1

,j i g) ∪(旦J l ≦ j ≦ q - 1)
q

3
･(去,

辞去,慕) ∪(& lj ti 奇数で 1 ≦j ≦ 4 q
- 1

,j i g ,
3 q)

3 6



の 6( q + 1) 個 で あ る･ こ の 内 の 寿 が
, 無限遠 の カ ス プ i ∞ と同値で ある ･ 保型関数f の

カ ス プ r ∈ Q で の 値 は
,

i ∞ をカ ス プ r に写 す行列 M -

lily ( c z + d)
- k
f( M z)

I- } L O O

∈ S L 2( Z) ,
c > 0 に対 し

(1 5)

で 定義す る. k が 半整数で あると きは 0 < a rg( c z + d)
1/ 2

≦ ,T の 条件 を加 え る. i( I) が指

標付き の 保型形式の 場合も同じ(1 5) で
,

カ ス プ で の 値 を定める .

T h e t a 級数

力 上 の 関数 の t h et a 級数は

(X )

o( I) - ∑ e( n
2

z) ( z ∈ カ)
n = 0

で 定義 され るも の で あ る ･ M ∈ S L 2( Z) に対する変換公 式
,

すなわ ち 0( M z) を M z で な

く 直接 z の 関数 と して 書く公 式は よく知 られ て い る ( 例え ば R a d e m a c h e r[ R] 第 1 0 章) A

q を奇素数 とする ･ こ の 変換公 式を用 い て , そ れ ぞれ 0( 2 z) が I
l

o( 4) の
, 0(8 z) が r o(1 6)

の
,
0( 2 q

2
z) が r o( 4 q

2
) の

,
0(8 q

2
z) が r o( 16 q

2

) の
,

重さ 1/ 2 の 保型形式 で あ る こ とが分

か る . こ れ ら の 群 の 内で r o(4 q
2

) が最小 で あり, す べ て を こ の 群に つ い て の 保型形式とみ

なす こ とが で き る .

0( 2 z) ,
0( 8 z) ,

0(2 q
2
z) ,

a( 8q
2

z) の
, 各カ ス プ で の 値を , 同じく 変換公式を用 い て 求め る こ

と が で きる ･ そ れ は , 以 下 の ようになる ･ 奇数j に対 し
､ 記号 入j を

･ j
-(l i

(j = 1 ( m o d 4))

(j = 3 ( m o d 4))

で定義す る .

0( 2 z) 0(8 z) 0(2 q
2
z) 0( 8 q

2
z)

1/( 1 6 q
2
) 1 1 1 1

I/(8 q
2
) 1 0 1 0

i/(4 q
2

) 1 2 -
1
( I - i) 1 2 - 1

(1 - i)

3/(4 q
2

) E Zl 2 -
1
( 1 - i) EZl 2 - 1

(1 - i)
1/(2 q

2
) 0 2 - 3/ 2

(1 - i) 0 2 - 3/ 2
( 1 - i)

I/ q
2

2 - 1
(1 - i) 2 -

2

(1 - i) 2 - l

(1 - i) 2 - 2

(1 - i)

i/( 1 6 q) ,(

1

2≡,≡,

5
=

2

1

q ~1
,

(f) ^j ( ,
q) ^j ^j q q

- 1/ 2
^j q q

- I/ 2

i/(8 q) ,(

l

2≡,≡,ミ
2

1

q - 1
,

(管) 入j 0 (a) ^j q q
- 1/ 2

0

i/( 4 q) ,
,

!…三,
…q

4
q - 1

,

(f) ^j (書) 2 - 1
( 1 - i) ^

q
- 1

^j q q
- 1/ 2

2 -
1

( 1 - i)q
- 1/ 2

3 7



i/( 2 q) ,(

1

2…,3j =

2

1

q J 1
'

0 (管) 2 - 3/ 2

(1 - i) ^
q 0 2 - 3/ 2

(1 - i) q
- I/ 2

i/ q ,
1 ≦j ≦ q-- 1 (書) 2-

1

(1 - i)入
q
- 1

(蓋) 2 - 2

(1 - i) 入
q
- 1

2 -
1

(1 - i) q
- l/ 2 2 - 2

( 1 "
.

) q
- 1/ 2

1/ 1 6 1 1 q
- 1

q
- 1

1/ 8 1 0 q
- 1

0

1/ 4 1 2 - 1

( 1 - i) q
- 1

2 - 1

( 1 - i) q
- 1

3/ 4 - I 2 - 1

( 1 -- i) - i q
- 1

2 - 1

( 1 - i) q
- 1

1/ 2 0 2 -
3/ 2

(1 - i) 0 2 - 3/ 2

( 1 - i) q
- 1

1 2~1
(1 - i) 2 - 2

( 1 - i) 2~
1
(1 - i) q

- 1
2 - 2

( 1 - i) q
- i

Q を 4 次 の 正値 2 次形式とする .

o
Q( I) : - ∑ e( Q( Ⅹ))

Ⅹ ∈Z 4

を 2 次形式 の t h e t a 級数と い う ･ Q が整係数 で あるとき, O Q( I) は Q に つ い て決まる S L 2( Z)
の 部分群 に つ い て の

,
重さ 2 の 保型形式と なる . こ の F o u ri e r 展開を

(X〕

o
Q( I) - ∑ s Q ( n) e( n z)

n = 0

と おく ･ こ の と き s Q ( n) は 2 次形式 馴 こ よ る n の 表現数 となる, すなわ ち

s
Q ( n) - (( Ⅹ ∈ Z

4

1 Q (Ⅹ) - n)

となる ･ q を奇素数 と し, Ⅹ -
i
( x l ,

X l ,
X 2 ,

X 3) とす る . 論文 に表れ る x の 2 次形式

Q l( x) - X呂+ 4 q
2
x亨+ 4 q

2
x…+ 4 q

2
x…,

Q 2( Ⅹ) -

q
2

x呂+ 4 x亨+ 4 x…+ 4 x喜

に つ い て の t h et a 級数 を考察す る. 容易に分か る ように

(1 6)

O Q l( I) - 0(2 z)0(8 q
2

z)
3

,

O Q 2( I) - 0( 2 q
2

z)o( 8 z)
3

で あ る ･ よ っ て O
Q .( I) ,

O Q ,( I) は群 r o(8 q
2
) に つ い て の 重さ 2 の 保型形式で あ る . 表 1 よ

り
,

O Q l( I) ,
O Q ,( I) の

, 各カ ス プ で の 値が求め られ る ･

表 2 :

O Q 1( I) O
Q 2( I)

1/(1 6 q
2

) 1 1

1/(8 q
2

) 0 0

1/(4 q
2

) - 2 - 2
(1 + i) - 2 -

2
(1 + i)

3/(4 q
2
) - 2 - 2

(1 - i) - 2 -
2
(1 - i)
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1/( 2 q
2
) 0 0

1/ q
2

- 2 - 5
- 2 - 5

i/(1 6 q) ,こ2≡,≡)

5

=

2

1

q ~1 '

(i) ^
q
- 1

q
- 3/ 2

(i) ^
q q

- 1/ 2

i/(8 q) ,(

1

,≡,≡)ミ
2

l

q - 1
'

0 0

i/(4 q) ,三…三,
…q

4 q I 1
'

-

(書) 2-
2
q
- 3′2

(入q
- 1

+ ( - 1)(i - 1'/ 2
i入

q) -(書) 2-
2
q
- 1/ 2

(入
q

. (
- 1)'

j - 1)/ 2
i ^

q

- 1

)

i/(2 q)(

l

2≡,≡)ミ
2

1

q - 1
'

0 0

i/ q ,
1 ≦ j ≦ q - 1

-

(i) ^
q

- 1 2 - 5
q
- 3/ 2

-

(i) ^
q
2 - 5

q
- 1/ 2

1/ 1 6 q
- 3

q
- 1

1/ 8 0 0

1/ 4 - 2 - 2
(1 + i) q

- 3
- 2 - 2

( 1 + i)q
- 1

3/ 4 - 2 -
2

(l - i) q
- 3

- 2
- 2

( 1 - i)q
- 1

1/ 2 0 0

1 - 2 -
5
q
- 3

- 2 - 5
q
- 3

よ っ て q O Q l( I)
- O Q ,( I) の 各カ ス プ で の 値は

表 3:

q O Q 1( I) - O
Q ,( I)

1/(1 6 q
2

) q - I

I/(4 q
2

)
- 2 - 2

( 1 + i)(q - 1)

3/(4 q
2
) - 2 - 2

(1 - i)(q
- 1)

1/ q
2

- 2 -
5
(q - 1)

i/(l 6 q)
0 (q = 1 ( m o d 4))

i(i) 2 q
- 1/ 2

(q = 3 ( m o d 4))

i/(4 q)
0 (q = 1 ( m o d 4))

-

( - 1)(i -
1)/ 2

(i) 2 - 1
q
- 1/ 2

(q ≡ 3 ( m o d 4))

i/ q

0 (q = 1 ( m o d 4))
- i(i) 2 - 4

q
- 1/ 2

(q - 3 ( m o d 4))

1/ 16 -

q
- 2
( q - 1)

1/ 4 2 -
2

(1 + i)q
- 2

(q
- 1)

3/ 4 2 -
2

(1 - i) q
- 2

(q - 1)
1 2 - 5

q
- 2

( q - 1)

と なる , ただ し表 にな い カ ス プで の値は
, す べ て 0 で ある .
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E i s e n s t e i n 級数

N を自然数 とす る . k > 0 を偶数 と し c o ,
d o を整数 とする と きと き ,

H e c k e[H] に従 っ

て ! E is e n st ei n 級数 を

G k( I; C . ,
d . ; N ) - ∑

'

c ≡ c o( 〟)

d = d o( N )

( c z + d)
k
l c z + dl

sl s = o

(1 7)

に よ り定義す る . こ こ で ∑
'

は
, も し和で ( c

,
d) - (0

,
0) と な る場合が あ っ た らそ の 項を

無視する こ と を意味 し , またI s = o は , s の解析関数と して 解析接続 した も の に s - O を代

入す る こ とを意味す る ･ E i s e n s t ei n 級数( 1 7) の 一

次結合も
,

E i s e n st ei n 級数と言われ る ･

(1 7) は ,
c o ,

d o に つ い て は法 N で決 まるも の で あ る ･

N - 1 とす る . こ の とき は c o
- d o

- 0 と して よ い .

G k( I) : -

(k l l)!

( - 2 7Ti)
k
G k( I; 0

,
0 ; 1)

とおく .
こ の F o u ri e r 展 開は

(:X )

G k( I) - ((1 - k) - 6 k
,
2芸三+ 2 ∑ - 1( n ) e( n z)

n = 1

で 与 えられ る .
こ こ で (( s) は R i e m a n n z et a 関数を表 し

,
ま た c , k - 1 は

恥 1( n) - ∑ d
k - 1

dl n

で定義され る数論的関数で あ る . こ の 関数は n が整数 で な い とき は値は 0 と定義す る. ま

た 6k
,
2 は K r o n e ck e r の デル タ を表 し て い る ･ すなわち k - 2 の と きだ け - 7Ti/ S z と い う

項が 現れ , そ の た め k - 2 の ときは正則関数とな らな い . G k( I) は(1 4) の 変換公 式を群

S L 2( Z) に対 し満た して い る ･ 特に k ≧ 4 の と きは保型形式と なる ･

自然数 N に 対 し G k( N z) は変換公 式(1 4) を群 r o( N ) に 対 し満 たす ･ k ≧ 4 なら ば

G k( N z) は I
l

o( N ) に対する重さ k の 保型形式 で あ る ･ k - 2 の と き も, 例えば

G 2( I) - N G 2( N z)

で は 1/ S z を持 つ 項が 消えるた め
,

こ れは I
l

o( N ) に対す る重さ 2 の 保型形式 で あ る ･

重さ 2 の E i s e n s t ein 級数で
,

カ ス プ で取る値が表 3 となるも の を構成 した い . まず, 表 3

の 値 の 実部 と
一

致するも の を構成する ･ G 2( I) ,
G 2(2 z) ,

G 2( 4 z) ,
G 2( 8 z) ,

G 2( 1 6 z) の I
l

o(1 6)
の カ ス プ 1/ 1 6 ,

1/ 8
,
1/ 4

, 3/ 4
,
1/ 2

,
1 で の 値は次の 通 り で ある .

表 4 :

1/ 1 6

1/ 8

1/ 4

3/ 4

1/ 2

1

G 2( I)

- 1/ 1 2

- 1/ 1 2

- 1/ 1 2

- 1/ 1 2

- 1/ 1 2

- 1/ 1 2

G 2(2 z)

- 1/ 1 2

- 1/ 1 2

- 1/ 1 2

- 1/ 1 2

- 1/ 1 2

- 1/ 4 8

G 2(4 z)

- 1/ 1 2

- 1/ 1 2

- 1/ 1 2

- 1/ 1 2

- 1/ 4 8

- 1/ 1 9 2

G 2( 8 z)

- 1/ 1 2

- 1/ 1 2

- 1/ 4 8

- 1/ 4 8

- 1/ 1 9 2

- 1/ 7 6 8

G 2( 1 6 z)

- 1/ 1 2

- 1/ 4 8

- 1/ 1 9 2

- 1/ 1 9 2

- 1/ 7 6 8

- 1/ 3 0 7 2



こ の表 よ り

F( I) :
- (1/ 2) G l( I) - ( 3/ 2) G 2( 2 z) + 5 G 2(4 z)

- 1 6 G 2( 1 6 z)

は カ ス プ 1/ 1 6
,
1/ 8

,
1/ 4

,
3/ 4

,
1/ 2

,
1 で

,
それぞ れ 1

,
0

,

- 2 - 2
, - 2 - 2

,
o

, 1 2 ~5
の 値 を取る こ と

が分か る･ 更に F( I) は 1/ S z の 項が 消えて お り
,

正則 で もあ る ･ よ っ て F( I) は保型形式

で あ る .

F ( I) ,
F ( q

z

) は群 r o(1 6 q
2
) に つ い て の 保型形式 で ある . 各カ ス プ で の値 は ,

表 5 :

F ( I) F (q
2

z)

1/(1 6 q
2
) 1 1

1/(4 q
2

)
- 2 - 2

- 2 - 2

3/( 4 q
2

) - 2 - 2
- 2 - 2

1/ q
2

- 2 - 5
- 2 - 5

i/( l6 q) 1 q
- 2

i/( 4 q) - 2 - 2
- 2 -

2
q
- 2

3j/(4 q) - 2 - 2
- 2 -

2
q
- 2

i/ q - 2 - 5
- 2 -

5

q
- 2

1/ 1 6 1 q
- 4

1/ 4 - 2 - 2
- 2 - 2

q
- 4

3/ 4 - 2 - 2
- 2 - 2

q
- 4

1 - 2 - 5
- 2 -

5
q
- 4

とな る,
た だ し表にな い カ ス プ で の 値は, す べ て 0 で ある . よ っ て

,

- 去( F( I)
-

q
2
F (q

2
z)) (1 8)

はカ ス プ で の 値が
, q … 3 ( m o d 4) の とき の j/(4 q) を除 い て , 表 3 の 実数部分と

一

致する

E is e n st ei n 級数 で あ る .

表 3 の 虚数部分 をカ ス プ で の値 とす る E is e n st ei n 級数 を構成す る . 2 種類 の E is e n st e in

級数が 必要と なる . E i s e n st ei n 級数

G 2( I) : -芸 ∑ ( - 1)(
c o - 1)/ 2 ･ ' d o - 1)′2

∑ G 2( I; 4 c o ,
4 c ol + d o; 1 6) (1 9)

c o
- 1

,
3

d o
- 1

,
3

- 2 ∑ ( - 1)
( n l l)/ 2

J l( n) e( n z)
n = 1( N )

n > 0

0 < l < 3

(2 0)

は群 r o( 1 6) に対す る保型形式 で あ る･ (1 9) は I
l

o(1 6) の カ ス プ の 1/ 4 で値 - i/ 2 を ,
カ ス

プ の 3/ 4 で値 i/ 2 を , そ して他 で は 0 を取る ･ G 2( I) ,
G 2(q

2
z) は群 I

l

o(1 6 q
2
) に対す る保型

形式 で あ る . 各カ ス プ で の 値は

4 1



∂2( I) ∂2( q
2

z)

1/(4 q
2
) - i/ 2 - i/ 2

3/( 4 q
2
) i/ 2 i/ 2

i/(4 q) - i/ 2 - i/ 2 q
- 2

3j/( 4 q) i/ 2 i/ 2 q
- 2

1/ 4

3/ 4

- i/ 2

i/ 2

- i/ 2 q
- 4

i/ 2 q
- 4

と なる , ただ し表に な い カ ス プ で の 値は , す べ て 0 で ある . よ っ て

2(q + 1)
( G 2( I)

-

q
2∂2(q

2
z))

はカ ス プ で の 値が , q ≡ 3 ( m o d 4) の とき の j/(1 6 q) , i/ q を除 い て
,

表 3 の 虚数数部分と

一

致す る E i s e n st ei n 級数で ある .

q ≡ 3 ( m o d 4) とす る ･ q に よ っ て 決ま る E i s e n st ei n 級数

∂2( I) ‥ - 2 ∑
n ≠ 0( q)

n > 0

J l( n) e( n z)

は群 r o(q
2
) に対す る保型形式 で ある . こ れ は

,
r o(q

2
) の カ ス プ j/ q ( 1 ≦ i < q) で 値

謡(i) q
- 1′2

( q
2
- 1) を取り, 他 で は 0 を取る ･ よ - て

去( G 2( I) - G 2( 2 z) + 8 G 2(8 z) - 3 2 G 2( 1 6 z)) (2 1)
〈 ノ ＼ ノ ＼ ノ ～

は群 r o(1 6 q
2

) に対す る保型形式で
,

カ ス プ j/(1 6 q) お よびブ/ q で 表 3 の もの と同 じ値を取

り, ま た他の カ ス プ で は 0 を取る .

最後に
, q ≡ 3 ( m o d 4) の とき, i/(4 q) にお い て 表 3 の 値を取る E i s e n st ei n 級数 を構成

す る .

6 2( I) ‥ - 2 ∑ ( - 1)(
n l l)/ 2

,
2 q) - 1

n > 0

J l( n ) e( n z)

こ れ は r o( q
2

) E こ対す る保型形式で , カ ス プj/(4 q) にお い て 一書( - 1)
(i - 1)/ 2

(i) q
- 1′2

( q
2

- 1)

の 値 をと り
, 他 の カ ス プ では 0 と なる ･ よ っ て 未 e 2( I) がj/(4 q) にお い て 表 3 の値を取

る E i s e n st ei n 級数 で あ る .

4 2



表現数 の 近似式

2 次形式(1 6) の t h et a 級数 O Q l( I) ,
O Q 2( I) の F o u ri e r 展開を

(X 〕

o Q l( I) - ∑ s Q l( n) e( n z) ,

n = 0

(メ)

o Q 2( I) - ∑ s Q ,( n) e( n z)
n = 0

と おく ･ S a r n a k[S] により O Q l( I) は E is e n s t ei n 級数と 尖点形式 の 和に書か れ て お り, それ

を用 い て
, q と 互 い に素な奇素数 p と正 の 偶数 m に対 して

s o l(p
m

) -

4 p
m + i

- I

q(q
2
- 1) p

- 1
+ o E(p

? ( 1 + E)) (2 2)

が 示 され て い る . こ こ では同様 な近似式を Q 2 に対 して求 める .

q ≡ 1 ( m o d 4) の 場合 を考える . 今ま で の 議論 によ り
,

あ る尖点形式 g( I) が あ っ て

q O Q l( I) - O Q 2( I) -

2(q + 1)
( 2 F ( I) - 2 q

2
F (q

2
z) + e 2( I) - q

2
F (q

2
z)) + g( I)

となる･ S a r n a k[S] に よる O Q l( I) の E is e n s t ei n 級数 E 2( I) と尖点形式 g
'

( I) の和 - の 分解を

O Q l( I) - E 2( I) + g
'

( I)

とする と

O Q 2( I) -

q E 2( I) +
2( q + 1)

( 2 F ( I)
- 2 q

2
F (q

2
z) + e 2( I) - q

2
F ( q

2
z)) + g( I) + q g

'

( I)

( 2 3)

で あ る .

こ こ で p を q と素 な奇素数 と し
,

m を正 の 偶数 とす る . (2 3) の 左 辺 の E is e n st ei n 級数

の p
m

番 目 の F o u ri e r 係数は容易に求める こ とが でき る . こ れ に は F( I) の 項 の G 2( I) お

よび G 2( I) しか 関与 しな い . こ れ より

s Q 2(p
m

) -

2 p
m + 1

- 1

q - 1 p
- 1

+ o
E( p

% ( 1 + E)
) (q = 1 ( m o d 4)) (2 4)

とな る .

次に q … 3 ( m o d 4) の 場合を考え る ･ 同様な考察で
,

O Q 2( I) -

q E 2( I) +

(q
2
1 1)i(q - 1) F ( z 卜 q

2

(q - 1) F ( q
2

z) ･芸(q
- 1)∂2( I)

一芸q
2
(q

- 1) F ( q
2

z ト ∂2( I) ･ e 2( 2 z) - 8 G
^

2(8 z) ･ 3 2∂2( 1 6 z) - e 2( I)) ･ g( I) ･ q g
,

( I)

(2 5)
亡:iliヨ

となる . ( 2 5) の E i s e n st ei n 級数の部分 の p
m

番目 の F o u ri e r 係数には
,
G 2( I) ,

G 2( I) , G 2( I) , e 2( I)

しか 関与 しな い . こ れ より

s Q ,(p
m

) -

2 p
m + i

l l

q + 1 p
- 1

となる .

+ o E( p %
( 1 + E)

) ( q = 3 ( m o d 4)) (2 6)

4 3
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