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序文

S={伽｝がコンパクト距離空間 X上で定義された縮小写像の族のとき， Sの有限部分集合

族 Aに対して，極限集合 (S-不変集合） JAが定義できる. JAは， IFSフラクタルとよばれて

いる．また， HD(JA)でIFSフラクタルのハウスドルフ次元を表すとき，ハウスドルフ次元の

集合 {HD(JA): A~S} を次元集合と呼ぶ．次元集合は，閉区間 [O, HD(Js)]の部分集合であ

る．

私は， IFSフラクタルのハウスドルフ次元はどのように与えられるか，どのような性質を持

つか，および次元集合が閉区間 [O,HD(Js)]で桐密になるのは Sがどのような条件をみたす場

合か， Sがどのような条件をみたすとき次元集合は疎になるか，という問題に興味を持って研

究を進めてきた．

無限を含む IFSフラクタルの次元と測度については，詳細な研究結果が， 1996年に， Mauldin

とUrbanskiによって発表されている．例えば彼らは， pressure関数 PA(t)の値が 0であれ

ば， IFSフラクタルのハウスドルフ次元が tになること，更に， pressure関数の零点の存在と

t-conformal measureの存在とが同値であること，等を示した．

一方， Sがどのような条件をみたすとき，次元集合が区間で桐密であるか，あるいは疎であ

るか，という問題は， 2006年に KessebohmerとZhuよって初めて議論された．その中では，

上で述べたような， IFSフラクタルに関する MauldinとUrba細kiの結果が重要な役割を果た

す．特に，「連分数に展開したとき，指定された有限個の項だけを持つ無理数の集合のハウスド

ルフ次元は，単位区間に稲密に存在する」という KessebohmerとZhuの結果は非常に興味深

vヽ．

本稿では，上にあげた， MauldinとUrbanskiの IFSフラクタルの次元と測度に関する研

究，および KessebohmerとZhuの次元集合の稲密性に関する研究を紹介するとともに，次元

集合の稲密性に関する次のような問題に対して，新しい結果が得られたので報告する．

① 連分数展開に際し，連続した n個の文字 1,2,・ ・ ・,nが不足している（現れない）ような無

理数の系を考える．このような系における連分数展開で，指定された有限個の項だけを持つ無

理数の集合のハウスドルフ次元は，適当な区間に稲密に存在するか，否か．

② 連分数展開で 1つの文字 lが不足している（現れない）ような無理数の系を考える．この系

では，指定された有限個の項だけを持つ無理数の集合のハウスドルフ次元の分布はどうか．

③ X が区間であり，更に SがX上のアフィン変換（一次関数）族の場合，次元集合が桐密に

なるときと，疎になるときの Sの条件はどのように与えられるか．
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この論文の構成は，次の通りである．

1章は，この論文全体をまとめたものである．

2章では， MauldinとUrbanskiの結果を一次元の場合に制限して紹介する．はじめに，彼ら

がSに条件として設けている cIFSとよばれる写像族の性質について述べる．そして，集合の

ハウスドルフ次元，パッキング次元，ボックス次元の定義をして，それらの性質をまとめる．更

に， cIFSの topologicalpressureの定義と性質を述べ， conformalmeasureとsemiconformal

measureの定義と性質についても議論する．また， IFSフラクタルのハウスドルフ次元は，

pressure関数 P(t)の値が 0になる tによって与えられることを述べ， t-measureが存在する

ならば，ハウスドルフ次元は， tであることを示す．

3章では，一般の IFSフラクタルの次元集合について，それが区間で稲密になるときと，

疎になるときの Sの条件を考える．次に，閉区間 [O,1]上の無理数の連分数展開を表記する

cIFSに制限して，次元集合は区間においてどのように存在するかを議論する．そして，連分

数に関する同様の問題について，自然数全体から連続して 1から nまでの数を取り除いた集合

N¥{1, 2, ・ ・ ・, n}の文字だけを使える場合に，次元集合は適当な区間に稲密に存在するか否か，

また，自然数全体からある 1つの数を取り除いた集合 N¥{l}の文字だけを使える場合に，次元

集合の分布はどのようになるかを述べる．

4章では， Xが区間であり，更に SがX上のアフィン変換（一次関数）族の場合を議論する．

この場合，極限集合は，自己アフィンフラクタルとよばれる．この章では，自己アフィンフラ

クタルのハウスドルフ次元の持つ性質，次元集合が区間で桐密に存在するときと，疎になると

きの Sの条件を検討する．関数をアフィン変換に限ることで，次元集合が稲密になるとき，疎

になるときの Sの条件に対する明確な判定条件を与えることができた．

最後に，大学院で研究を進めるにあたり，御助言，御指導を下さいました石谷寛先生，玉城

政和先生，三重大学教育学部数学教室の先生方や鈴木事務官に厚く御礼申し上げます．特に，

玉城政和先生には，多くの時間を割いて熱心に御指導していただき，感謝の気持ちで一杯であ

ります．
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1 はじめに

この章では，本論文で議論することをまとめて紹介する．

1.2節で MauldinとUrbanskiのIFSフラクタルに関する結果を紹介する．

1.3節で KessebohmerとZhuの次元集合に関する結果を紹介する．

1.4節で Xが区間であり， <Piがすべてアフィン変換である場合の自己アフィンフラクタルの

次元集合について新しく得られた結果を紹介する．

IFSフラクタルと呼ばれる集合のハウスドルフ次元が区間に桐密に存在するかどうかという

問題は，次の節で述べるような，連分数展開と関連した典型的な話題がある．

1.1 連分数展開とハウスドルフ次元

釘，a2,a3, ・ ・ ・E Nとするとき

ー

ー
釘＋

1 
吟＋

％＋・・・

のように連分数展開される閉区間 [O,1]上の無理数を [a1,a2, aゎ...]で表すことにする．

ACNに対して，連分数展開したときに成分が Aの要素である無理数の集合を JAで表す．っ

まり

JA := {[a1, a2, aぁ• ・・]: ai E A} (1.1) 

と定める.HD(JA)で集合 JAのハウスドルフ次元を表すとき， Jarnikの結果 [5]によれば，

lim HD(J 
n→OO 

{1,2, …，n}) = 1 

となる．精密には，

HD(J 
6 72logn 1 

{1,2,・・・,n}) = 1 -- -
炉n 7r4n2 

+O(一
n2 ） 

となることが知られている [3].

ここで，次のようなハウスドルフ次元の集合

Ccp := {HD(JA) : Ac  N} 

と

Vcp := {HD(JA) : Ac N, 有限集合｝

ー



1.2 MauldinとUrba血kiの結果

を考える．

前者を完全次元集合，後者を制限次元集合とよぶこともある.Jarnikの結果から， 1はVcp

の集積点となるが， KessebohmerとZhuは次の定理が成り立つことを証明した．

2
 

定理 1.1[6] Vcpは [O,1]で，稲密になる．特に

Ccp = [O, 1] 

が成り立つ．

注意 HD(JA) = 0とするには A={i} (一点集合）， HD(JA)= 1とするには A=Nとす

ればよい．

KessebohmerとZhuの論文では，無限を含む IFSの極限集合 (IFSフラクタル）の次元と測

度についての MauldinとUrba血kiの結果 [8]が重要な役割を果たす．次節では，それを紹介

する．

1.2 MauldinとUrbanskiの結果

以下，

(X, p) : コンパクト距離空間， X/0

S = { <Pi : i E N} : Xから Xへの単射の族

とし，更に Sは次の条件をみたすとする．

ヨrE (0, 1) (s.t) p伽(x)ぷ (y))::;rp(x,y), Vi EN, Vx, y EX 

つまり， Sは縮小写像の族であるが，縮小率が一様である．

次に， AこN(A # 0 , ~A 2:: 2)に対して，

An := {(ふ，.. .'ふ）：入jEA} 

A* := {(ふ，.. .'ふ）：入jEA,n2::1}

Aoo := {(ふふ，・・・）：入jEA} 

とおく．そして， wE N00とnENに対して，

叫：＝（叩，吟，・ ・ ・, Wn) , <Pwln :=叫 0 知 O•••OqJ叫

と定める．すると， {<Pwln(X)}は， Xのコンパクト部分集合の非増加列であり，任意の x,yEX 

に対して， P(<Pwln(x),<Pwln(y))::;rnp(x,y)となるので， nn<Pwln(X)は，一点集合である．

写像族{<Pi : i EA}に対する極限集合 JAを

CX) 

JA= U 
wEA00 n=l 

n¢win (X) 
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と定義する．

このとき， JA= LJiEA<Pi(JA)が成り立つ．特に， Aが有限集合ならば， JAはコンパクト集

合になる．この極限集合 JAはIFSフラクタルともよばれる．

S == { <Pi : i E N}は，次の条件をみたすときに conformalなIFS(cIFS)であるという．

(1) X は連結な町の空でない部分集合で， U:= Int恥n(X)に対して OSCをみたす．

すなわち， u~uiEN<Pi(U) (右辺は互いに素）である．

(2) 「ヨa,l (s.t) Vx E 8X, ヨ匹； Con(x, Ux, a, l) C In知 (X)」が成り立つ．

ここで Con(x,Ux, a, l)は，頂点 x,方向ベクトル四，中心角 a,高さ lのconeを表す．

(3) X~ ヨV: open connected (s.t) Vi EN, 伽 Eび (V), con/ ormal. 

(4) Bounded distortion property(BDP)が成り立つ．すなわち

ヨK 2:: 1 (s.t) I必(y)I~Kl</J~(x)I, Vw EN*, Vx, y EV 

ここで Vは， (3)と同じものであり， I・Iは微分のノルムである．

以降， S= { <Pi : i E N}は， cIFSであると仮定する．

A~N (A # 0 , UA~2) に対して，

'l/JA(t) = L 11¢:llt, t疇 （ただし， II必II= sup属(x)Iとする．）
xEX wEAn 

0A = inf{t : ゆA(t)< oo} 

と定め，{</Ji : i E A}の topologicalpressure凡を

1 
凡 (t):= lim -log 

n→ (X)n 区 II必llt'tE股
wEAn 

(1.2) 

で定義する.PAは， [O,oo)において非増加であり， [0A,oo)において，減少関数となる．

極限集合のハウスドルフ次元について，次が成り立つ．

定理 1.2[8] 
HD(JA) = inf{t : PA(t) ::; 0} 2:: 0A 

が成り立つ．更に

HD(JA) = sup{HD(JA,) : A'CA, 有限集合｝

が成り立つ．特に， PA(t)= 0ならば， tは pressureの唯一の零点であり， t= HD(JA)と

なる．

ここで，次元集合 Cs={HD(JA) : Ac N}とVs= {HD(JA) : A C N, 有限集合｝を考

える．すると，定理 1.2より，次の系が成り立つことがわかる．



1.3 KessebohmerとZhuの結果

系 1.3[6] Vs C Cs C万；が成り立つ．

更に，定理 1.2を用いて，次の系を導くことができる．

系 1.4[8] <Piがすべてアフィン変換の場合，

HD(h) = inf { s > o : 芦圏1・::;1} 

4
 

となる．特に， Aが有限集合であるならば，

HD(JA) は，区 I</>~「==1となる唯一つの Sの値
kEA 

である．

1.3 KessebohmerとZhuの結果

この節では， KessebohmerとZhuの結果を紹介する．はじめに，記号を定義する．

Ac N, (Ai= 0, 有限集合）に対して，

Ai,:= A¥{maxA} 

Ai,~:= (A¥{maxA}) U {max.A+ 1,max.A + 2, ・ ・・｝

とおく．また，

ふ(t):= exp(PA(t)) 

とお<.KessebohmerとZhuは次の定理が成り立つことを示した．

定理 1.5[6] s E [0, HD(JN)]とする.VA c N, 有限集合， Ai=0に対して，

PA11u (s) 2:: PA(s) 

が成り立つならば，ョI'nCN,有限集合 (s.t)limn→ oo HD(Jr』=sとなる．

従って， sがこの定理の仮定をみたすとき， sはDsの集積点になることがわかる．

ここで， regularとabsolutelyregularの定義をする. PA(t) = 0となる解 tが唯一つ存在す

るならば， cIFS{¢i I i E A}は regularであるという .sの任意の部分集合が regularである

とき， Sをabsolutelyregularであるという.sが absolutelyregularであるとき，入A(s)= 1 

の唯一の解を s(A)で表す.cIFSは， 0A= 0であるときに限り， absolutelyregularであるこ

とが知られている．



1はじめに

定理 1.6[6] S = { </>i : i E N}をabsolutelyregularである clFSとする．

ヨsoE (0, HD(JN)); Vs E (so, HD(JN)), VA C N, 有限集合， A=f 0に対して，

PAP~(s) < PA(s) 

となるならば， {HD(JA)I AC  N'有限集合｝は， (so,HD(JN))で疎である．

5
 

ここまでの議論は，一般の cIFSについて成り立つ．定理 1.1のために， [O,1]区間上の無理

数の連分数展開を表記する Sepを次の方法で与える．まず， iE Nについて

1 
Ii (x) = x E [ 0 , 1] 

i+x 

を与える. {Ji Ii EN}は， BDPをみたさないから，合成関数

Ii O /j , i, j E N° 

に番号をふり直して

Sc F = { </>i I i E N} 

とする．このように ScFを定めても，極限集合が同じ連分数展開の集合を表すことに変わり

はない．特に， Jarm'kの結果 [5]から

HD(JN) = 1 

である．

w := (wぃ吟，・ ・ ・, Wn) E即によって得られる連分数 [w1,w2,・ ・ ・,wn] E Qを

[w1, W2, ・ ・ ・, Wn] = 
Pn(w) 

伽 (w)

とおく．この連分数の分母 Qn= Qn(wln)は，次をみたすことが知られている．

Q-1 = 0, Qo = 1, Qi = w辺i-1+ Qi-2'i 2:: 1 

ScFのpressureは，次のように連分数の分母を用いて表すことができる．

補題 1.7[6] ¥/AcN, VsE飛に対して，

1 
凡 (s)= J見應云log区知(w)-2s

wEAn 

となる．
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定理 1.8[6] Sepでは，定理 1.5の仮定が VsE [O, HD(JN)]に対して成り立つ．従って，次

元集合 {HD(JA) : A C N, 有限集合｝は，閉区間 [O,HD(JN)]で稲密になる．

更に，連分数展開に際し，使える文字が不足している（現れない）場合，次元集合について次

の定理が成り立つことがわかった．

定理 1.9 任意の nENについて，次元集合 {HD(J A) : A C N¥ { 1, 2, ・ ・ ・, n} , 有限集合｝

は，閉区間 [O,HD(JN¥{1,2, …，n})]で桐密になる．

定理 1.10 任意の lENに対して，次元集合 {HD(JA): A C  N¥{l}, 有限集合｝は，閉区間

[0, HD(JN¥{l})]で稲密になる．

1.4 自己アフィンフラクタルの次元

ここでは， X は閉区間であるとし， cIFSSについて， ¢iはすべてアフィン変換であり，

閻＞〇とする．

この場合，極限集合を自己アフィンフラクタルとよぶ．

自己アフィンフラクタルの次元集合について，次のような新しい結果が得られた．

定理 1.11

〇＜ヨso<HD(JN) (s.t) L 1¢~180~I心1s0, Vm EN 
k>m 

とする．このとき次元集合 {HD(JA): AC N, 有限集合｝は， [O,so]で稲密になる．さらに，

{HD(JA) : AC  N} = [O, so]となる．

定理 1.12 Sは， absolutelyregular であり， l<!>~I~1<1>;1~I必I~ ・・・であるとする．

(i) 「ヨmEN (s.t) Lk>m l</>~IHD(J{1,2, …，,n}) < I位 IHD(J{l,2,…，,n})」とする．このとき，

{HD(J A) : A~N} n (a , {3) = 0となる区間 (a,{3)~[O, HD(JN)]が存在する．

(ii) m>2は， Lk>mI</>~IHD(J{l,2, …，,n-1}) < I</>伝ーlIHD(J{l,2, …，,n-1})をみたすとする．こ

のとき， {HD(JA):A~N,m~A}n(a,{3)=0 となる区間 (a, {3)~[O, HD(JN¥{m})]が

存在する．

定理 1.13 Sは absolutelyregularであり，

〇＜ヨSo< HD(JN) (s.t) L l</>~lso < l</>~lso, Vm EN 
k>m 

とする．このとき， {HD(JA: AC  N)}は， [so,HD(JN)]で疎になる．



2 clFSフラクタルの測度と次元

この章では， MauldinとUrbanskiの結果 [8]を一次元の場合に制限して議論する. 2.1節で

は，記号の表記を定義し，議論のための準備をする. 2.2節で cIFSの定義を与え， BDPの性質

とcIFSであることから導かれる Sの性質を示す. 2.3節では，ハウスドルフ次元，パッキング

次元，ボックス次元の定義を行い，それらの性質を述べる.2.4節で Sの topologicalpressureの

定義をし，その性質を検討する. 2.5節で conformalmeasureおよび semiconformalmeasure 

の定義を与え， 2.6節で conformalmeasureとsemiconformalmeasureの存在と一意性を示

す．そして，以上の結果を用いて， 2.7節で，極限集合のハウスドルフ次元がどのように得られ

るかを検討する．

2.1 導入

はじめに記号の定義をする．

X = [a, b](政の閉区間），

I = { i1, i2, ・ ・ ・} , ijJ 2:: 2, 

S={伽： i E J}: Xから Xへの単射の族，

B(x, r): [x-r, x+r]で表される閉区間

入：股上のルベーグ測度，

とし， Sは

ヨrE (0, 1) (s.t) p仇(x)ぷ (y)):::; rp(x, y) , Vi E J, Vx, y EX  (2.1) 

をみたすものとする．つまり， Sは縮小写像の族であるが，縮小率が一様である．

In := { (i1, ・ ・・ ，％）：朽 EJ} 

I* := {(和・ • ・, in) : 朽El,n2::1}

JOO := {(i1,i2, ・・・）：朽 EI}

とおく．そして， nE N'w E uk~n Jk u /00に対して，

win := (w1, W2, ・・・ , Wn) '<Pwln := <Pw1 O <Pw2 ゜ ·••o</J叫

と定める．すると，

</>win (X) = </>w1 O </>w2 O・ ・ • O </>wn-1 (</>wn (X))~<p叫゜ <f>w2 O・ • • O </>wn-1 (X) = <f>wln-1 (X) 

となるので，{</>win (X)}は，コンパクト部分集合の非増加列であり， (2.1)より，

diam (<Pwln (X))さ戸diam(X) (2.2) 

7
 



2.1導入

となる．よって， wE Jex:> のとき，集合 n~=l<Pwln (X)は一点集合である．

ここで， Jex:>には， w,r E Jex:>に対して，

8
 

00 • 

d(w,r) =ど rmn{ lwn —叫， 1}

n=l 
(2.3) 

により定まる距離で位相を導入する．そして， 7r : JOO→X を

00 

叫） = n¢w1n(X) 
n=l 

により定めると， (2.2)から， T は連続関数になる．

次に， G':JOO→ JOOをJOOにおける，左ヘシフトとする．つまり， W = WI吟吟．．．に対

して，

び(w)= W2吟．．．

と定める．すると，

00 

1r o a(w) = n <Pa(wln) (X) =行鯰wり ・Wれ十l(X)
n=l n=l 

＝似 0知（行釦 W3…叫+1(X)) 
n=l 

＝虹（因釦 W2W3…Wn+l(X)) 
n=l 

=¢:11。n(w)

となるので，

1roa(w) =¢;:;;。1r(w)

が成り立つことがわかる．この両辺で，左から <Pw1を作用させると， <Pw1(1r(a(w))) = 1r(w) 

を得る．また， 1r(iw)= n~=o<Piwln (X) =む(n孟o<Pwln(X)) =む(1r(w))より，

1r(iw) =か(1r(w)),Vi E J, ¥/w E J(X) (2.4) 

が成り立つ．

ここで， Sに対する極限集合 Jを

J = 1r(I(X)) 
00 

= LJ n <!>win (X) 
wEI= n=l 
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，
 

によって定義する. (2.4)に注意すると，

_uか(J)= u <Pi (7r (JCXJ)) = u <Pi (u  7r (w)) 
iEI iEI iEI wEI00 

= u u¢  心(w))= U U 1r(iw) 
iEI wEI00 iEI wEI00 

= U 1r(iw) = 1r(I呵 = J
iwEI00 

となる．よって，

J=Uか(J)
iEJ 

(2.5) 

を得る.Iが有限集合ならば， Jはコンパクト集合になることが知られている [1].

(X) 

命題 2.1 J = n u 如(X)となる．
n=l wEJn 

［証明] J'= n~=l UwEJn如(X)とおく．

(i) JC J'を示す．

¥Ix E J = UwEJ= n~ 砂 wln(X)をとる．すると， xE n~=l¢win (X)をみたす wE 100 が

存在する．これより，任意の n2::1に対して， XE¢win (X)となるので， winE Inに対して，

X E¢win (X) C UwEJn丸(X)が成り立つ．よって， XE n~=l UwEJn如(X)となり， JCJ' 

が成り立つ．

(ii) J'CJを示す．

K = {w = (w1,w2,wぁ・・・)Ii1 ::; Wn ::; ik(n)} 

とお<.¥/x E J'をとると， ¥/nについて， XE如n(X)となる研 EInが存在するが，このよ

うな研の個数は有限個しかない．そこで，

a(n) = max{k IX E¢wn(X), 研=(wf ,w;, ・ ・ ・,w;:_1, 狂）｝

と定めると， Tychonoffの定理から，

00 

I(x) = IT {和む，・ ・ ・,iu(n)} 
n=l 

はコンパクト集合である. {wn}~I(x) は，収束する部分列を持つので，その極限を

lim wv(n) = wとおく．すると，距離の定義 (2.3)から，任意の l'について， nを十分大
n→OO 

きくとると，
00 

min{ lw ツ(n)

d(wv(n), w) =区 l ―叫， 1}
2z 

l=l 

1
一沙

＜
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が成り立ち， W~(n) = W1, w;(n) = W2, ・ ・ ・, W~(n) = Wz1 かつ v(n)~l' とできる．よって，

XE心 (n)lv(n) (X) C心（叫l'(X)=鯰(X)

となる. l'は任意なので， xEn戸 1<Pwlz, (X) C UwEJ00 nl'2'.:1 <Pwlz, (X)が成り立つので， xEJ

となり， J'CJが成り立つ．

よって， (i),(ii)より， J= J'が成り立つ． ロ

ゞ- ゞ

'-'-で,

X(oo) := { x I ヨI'(~I, 無限集合），ヨ｛叩}, i E J' (s. t) 叩 E</>i(X) ; x = lim叩｝
i→(X) 

とする．

補題 2.2 Iが無限集合，！晋 diam伽(X))= 0であると， J=JUu如(X(oo))となる．

wEI* 

［証明] X(oo) は，定義より， X国叫X) である数列｛叩｝の極限の集合だから， X(oo)~J

である．よって， ViEIに対して，

む(X(oo))~</>i(J) =む(J)~j

となる．よって，

JつJUu心(X(oo))
wEl* 

を得る．

次に， xEJとする．このとき， ICX) の列｛研｝で， x= lim 1r(研)= lim n <Pwnlk (X) 
n→ CX) n→ CX) k>l 

となるものが存在する．

{wr}が無限列ならば，その無限部分列巧汀2汀3,・・・で， XE<PTk (X)をみたすものが存在す

る．従って， xE X(oo)となる．

そうでなければ， N1= {n~1 : w1 = u1}が無限集合となる U1E fが存在する．

nEN1に対して，研の 2番目の要素の集合 {w2}が無限集合であるならば，

X E </Ju1 (<PTk (X)) 

をみたす無限列， Tt汀2汀3,・・・が存在する．従って xE <Pu1 (X(oo))を得る．

そうでなければ， N2= { n E N1 : w2 =四｝が無限集合である U2E fが存在する．

この手続きを繰り返し，もし，研の n番目の要素が無限集合であるならば，

ぉ E<Pu1匹 U3…un(X(oo)) 
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となるので，の EUwEJ*如(X(oo))を得る．そうでなければ， (2.2)より，

dist (x, <Puln (X))→ O,n→ 00 

となる uE 100がある．よって，の =1r(u)なので， X= 1r(u) E Jがわかる．

以上より，

が成り立っ． ロ

2.2 clFSとその性質

Sは，

J=JU u如(X(oo))
wEI* 

</>i (U) c U , Vi E N かつ </Ji(U) n妬(U)= 0 (i-/= j) 

11 

をみたす開集合 UcXが存在するときに， Uに対して開集合条件 (openset condition, OSC) 

をみたすという．

S = { </>i : i E I}は，次の条件をみたすときに， conformalなIFS(cIFS)であるという．

(2.6) Xは， U:= IntR(X)に対して OSCをみたす．

(2.7) X~ ヨVopen connected (s.t) </Ji E C1(V), かつ属(x)I> 0, Vi EI, ¥/x E V. 

(2.8) Bounded distortion property (BDP)が成り立つ．すなわち

ヨK2:: 1 (s.t) 1¢~(y)I::; Kl</>し(X)I'V w E J*'¥/ X'y E V 

ここで Vは， dist(X,8V) <¼<liam(X) をみたすものとする．

ノルム 11・11を II必II== 8tlPxEV I必（エ）1と定義する．すると， BDPより， ¥/xEVに対して

11¢ しII::; K 1¢ し(x)IをみたすK2:: 1が存在する．

補題 2.3 0 < r ::; dist (X, 8V)とする.¥/w E J* , ¥/x, y E Vに対して， BDPについて次

の5つの性質が成り立つ．

(BDP.l) VB~V に対して，

diam(<Pw(B)) ::; 11¢ しIIdiam(B)力xっ</>w(B(x,r)) C B(</>w (x) , 11¢~llr) 

が成り立つ．

(BDP.2) D~diam(V) と選ぶこのとき

diam(<Pw (V)) :=:; D 11 <PしII
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が成り立つ．

(BDP.3) 如(B(x,r))っB(如(x)'K-111必IIr)が成り立つ．

(BDP .4) r, := dist (X , 8V)とおく.D2:Kr, ―1とすると，

diam(c/Jw(X)) 2: D-111¢~11 , c/Jw(V) => B(c/Jw(x), D―111 cpしII)

が成り立っ．

12 

(BDP.5) B'(x, r)を区間 [x-r, x]または， [x,x + r]と定義する. DII</>~II 2: diam(X)を

みたす十分大きな D~1 に対して

</>w (Int(X))二） B'(</>w (X) , D―1 II</>~II) っ B'(¢w(x), n-2diam(X)) 

が成り立つ．

［証明］

・(BDP.l)を示す．

中間値の定理より， VwE J*に対して

I如(x)―如(y)I

lx-yl 
:::; II必II ¥/x, y EV 

となる．よって， Vの任意の部分集合 Bに対して

diam(¢w(B)) :::; 11¢~11 diam(B) 

が成り立つ．

次に， yE似(B(x,r))とする．すると， x'EB(x, r)で， y=如 (x')をみたすものが存在

する．よって，

IY -<Pw(x)I = 1¢w(x') -<Pw(x)I :::; 11</>~II Ix'-xi :::; 11¢~11 r 

となるので， yEB(如(x), II </>~II r)を得る．ゆえに，

</>w (B(x, r)) C B(</>w(x) , II</>し11r) 

となり， (BDP.l)が成り立つ．

・(BDP.2)を示す．

D 2:'. diam(V)とすると， (BDP.1)より，

diam(<Pw (V)) ::; 11¢~II diam(V) :::; D 11¢~II 

を得る．よって， (BDP.2)が成り立つ．

・(BDP.3)を示す．
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x E X, 0 < r~dist(X, av)であるので， B(x,r) c V となる．また， w E J* 

に対して R 2:: 0を B(如(x),R)C如(B(x,r))をみたす最大の半径とする．すると，

8(B(¢w(x), R)) n 8(¢w(B(x, r))) =/ 0であり， BDPより

ヨK> 1 (s.t) K-1 11¢~11~inf 1¢ し(y)I
y 

かつ

II(¢ ご）'II= 
1 

inf I如門―
<KIi必II―1

となる. (BDP.l)より，

¢-;:;1(B(¢w(x), R)) CB (x, 11(¢-;:;1)'IIR) C B(x, K 11¢~11 —i R) 

を得る.Rは， B(如(x),R) C如(B(x,r))となる最大の半径としたので，上の包含関係よ

り， KIi礼11-1R~r となる．よって， R~K-111必 llr であり， R の定義より

<Pw(B(x, r))っB(</>w(x),R)二B(<Pw(x) , K-111¢~II r) 

となるので，

<Pw(B(の， r))っB(</>w(x),K-111¢ し11r) 

となり， (BDP.3)が成り立つ．

・(BDP.4)を示す．

(BDP. 3)のrとして nをとると，仮定より K-1rJ~n-1 であるので，

<Pw(V)つ<Pw(B (x , rJ))っB(</>w(x),K-111¢~11'f/) っ B(</>w(x), D —111¢~II) 

を得る．また，中間値の定理より， VwEI*に対して

inf 1¢~(の）I ::; 
I如(x)一如(y)I

xEV Ix -yl 
, Vx,y E V  

となり，

inf 1¢' 
咋 V

w(x)I < 
diam(如(X))

- diam(X) 

が成り立っ．よって，

diam(如(X))
D —111¢~II ::; K-1'f/ II必II=(K―i 11¢~II),,, ::; J~t 圏(x)lrJ ::; ..1~____ 1 "V"¥'fJ ::; diam(如(X))

となり， (BDP.4)が成り立つ．

・(BDP.5)を示す．
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D~1 を， Dll</J~II~diam(X) をみたすように十分大きくとると， (BDP.4) より，

diam(如(X))~D刊叫を得る．よって，

如(Int(X))っB'(心(x),n-1;14{,II) 

となる．ここで，

(D')―1 
. n-1 II必II

= Illlil {了'diam(X)}

とおくと， (D')-1II必 II~(D')-2diam(X)となり，

¢w(Int(X))二） B'(¢w(x), (D')― 111¢~11) つ B'(¢w(x), (D')-2diam(X)) 

を得る．よって， (BDP.5)が成り立つ． ロ

補題 2.4 次の 3つの条件 (a),(b),(c)はそれぞれ， (BDP)が成立するための十分条件であ

る．

(a) ヨL~l, ヨa > 0 (s.t) 

11</>~(y) -</>~(x)II ::; L 11(</>D―111―1 IY -xl0 , Vi E I, ¥;/の，yEV

(b) Vt > 0に対して，

M(t) = sup sup {11(</>D―111 x 11</J~(y)l -l</>~(x)I I : IY -xiさ:t} < 00 

iEJ 

となる．さらに， I:(t)== Ln2:。M(sn・t)は収束し， 1i血→o L(t) = oとなる．

(c) V上で定義される関数の族 {logI</>しI: w E J*}は，同程度連続になる．

実際に， (a)→(b)→ (c)→ (BDP)となる．

［証明］

・(a)→ (b)を示す．

M(t) = sup sup {11(</>D―111 X I l</>~(y)l -1~ 的(x)II : IY -xiさ:t} 
iEJ 

となる．これより，

さsupsup {11(</>D―111 XL X ll(</>D-111―1 ly-xla} 
iEJ 

::; Lt0 

L M(snt) :=:; Lta L四=Lt0(1-s勺―1
n>O n>O 

となる．ここで， S は， (2.1)で与えられる縮小率である．よって limt→oI:(t) = 0となり，

(a)→ (b)が成り立つ．
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・(b)→ (c)を示す．

w E J*, n = lwlとする.z E Vとk=l,2,・・・,nに対して，

殊＝如n-k+lO </>wn-k+2 O• • ・O如れ(z), zo = z 

のように定める. E > 0を固定し， 8>0を区(8)< Eとなるように十分小さくとる．

n 

log属 (y)I= log 1¢ ら（知…Wn(y)) X </>ら(</>西・・Wn(y)) X・ ・ ・X </>~n (y) I = L log(位(Yn-j))
i=l 

と表せることと， log(l+ x)~x より， Ix -yl < 8をみたす任意の x,yEVに対して，

n n 

llog(I必(y)I)-log(I必(x)l)I= Elog(1¢~i(Yn-j)I) -Elog(1¢~i(Xn-j)I) 
j=l j=l 

~Elog 
n 良(Yn-j)I

j=l I位 (xn-j)I

n 

＝区log(l+ 
1位 (Yn-j)I-I位 (xn-j)I

） 
j=l I位 (xn-j)I
n 

~LIi(必）―111 X I I位(Yn-j)l-1位(xn-j)II 
j=l 
n n 

~L M(s<n-j)8) =区M(sk8)< E 

j=l 

となるので， {logI¢ 糾： w EI*}は，同程度連続になる．

・(c)→ (BDP)を示す．

連続性より， VwE J*に対して，

j=l 

ョ8> 0 (s.t) IY -xi~8, llog(l¢~(y)I) -log(l¢~(x)l)I~1 

となる.xはコンパクト連結集合であるので，中心が Xの点であり，半径が枠の円のチェー

ンで， X を覆うものが存在する．その円の個数を n個，和集合を W とする．すると， x,yが

W の点ならば， k~n+l に対して， Z1 = Y, 砕 =Xかつ I劣+1-叫<8, Vi = 1, 2, ・ ・ ・, k -l 

となる列{Zi : i = 1, 2, ・ ・ ・, k}が存在する．ゆえに

I log(I必(y)I)-log(I必(x)l)I

= l{log(I必(z1)I) -log(I必（硲）I)}+・・・+{log(I必(zk-1)1)-log(I必(zk)l)}I
k-1 

<区Ilog(I必(zi)I) -log(I必(Zi+1) I) I~k -1 
i=l 
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となる． よって，
I必(y)I

I礼(x)I
:s; ek-l :s; en 

となり， (BOP)が成り立つ． ロ

以降， cIFSについて考える．

補題 2.5 Sが無限集合から成る cIFSならば，

区 11</J~II~K かつ l_im diam伽(X))= 0 
iEJ 

iEJ 

となる．

［証明] ¥/i E Jに対して， oscとBDPより，

入(Int(X))::::E入(Int他(X)))=区J Id入(x)
iEI iEI lnt(</>i(X)) 

心 J14>il d入(y)心 Jに・ 認lld入(y)
iEI lnt(X) iEI lnt(X) 

となる．よって，

区1¢~11 s; K 
iEJ 

が成り立つ．また， diam伽(X))~D·II</>釧→ 0 より，

が成り立っ． ロ

lim diam(伽(X))= 0 
iEJ 

xEX,n~l に対して， 1r;;1(x)~Uj~nJiは次の二つの条件をみたす集合とする．

(1) XE如(X),Vw E 1r計（ェ）．

(2) w,'T E 1r計(x)がw=rllwlをみたせば， 'T=W.

16 

補題 2.6 Sは， cIFSであるとする.D~1 が DII</>し II~diam(X) をみたす十分大きい数で

あるとき， VxEX と Vn~1 に対して，

"1r;; 湛） ~2D2

となる． さらに，

sup ij{ i E J : の€ 叫X)}~2
xEX 

が成り立つ．すなわち， Sは一様に pointwisefiniteとなる．
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［証明] XE X とする. B(x, diam(X))~Int(X) より，入(B(x, diam(X))) 2: 入(Int(X))

であることと，入(B(x,diam(X))) = 2diam(X)より，

2diam(X) =入(B(x,diam(X))) 2: 入(Int(X))2: 区入（如(Int(X)))

wE五泊）

2 区入(B'(如(x),n-2 diam(X))) = n-2 diam(X)丘；；l(x) 

wE元□(x) 

となる．よって， ~1r;;1(x)~2D2 を得る．また， (OSC) より

sup U{i E J : x E <Pi(X)}:::; 2 
xEX 

を得る． ロ

補題 2.7 SがcIFSであるならば， VxEX, Vr > 0に対して，

h{w EI* Iヨn; w E 7r~1 (x) , B (x , r) n </>w (X) # 0かつdiam(如(X))2:: r}~ が +1

となる．ここで， D2:: 1は， D II¢~II 2:: diam(X)をみたす十分大きい数である．

［証明] F := {w E J* Iヨn;wE1r計(x),B(x, r) n如(X)# 0かつ diam(如(X))2::r}

とおく．似（む）を如(X)n B(x, r)の境界の点とする. (BDP.5)より， VwEFに対して，

如 (X)っB'(如(xw),n-2r) 

となる．また，如（む）の定義より，

B'(如(xw),D―2 r) c B'(x , (1 + D―2)r) 

が成り立つ．

w # rのとき，如(xw)nか(xw)= 0となることと，上の包含関係より，

<Pw(X)こ） B'(</>w(xw), n-2r) , </>r(X)っB'(</>r(Xr),n-2r) 

であるので，

B'(如(xw),n-2r) n B'(</>r(ヰ）， n-2r)= 0 

となり， wE F, B'(如（む）， n-2r)は互いに素になる．よって，

(1 + n-2)r =入(B'(x,(1 +D―2)r)) 

2区入(B'(如(xw),n-2r)) 
wEF 

=D―2rhF 
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となる．よって，
(1 + n-2)r 

ttF :::; =が+1D-2r 

となり， ttFさD2+1が成り立つ． ロ

2.3 フラクタル次元

uiを恥の部分集合とする. E c u~1駅かつ防 I ::; 8 , Viをみたす，有限または可算集合

｛叫を Eのか被覆という. EC股， 8>0に対して，

00 

叩 ） =inf{~iu『: {Ui}は，Eのふ被覆｝

と定める．そして，その極限値を

庄 (E)= lim H8(E) 
6→O 

とおく．この H8(E)をEのふ次元ハウスドルフ測度という.H8(E)は，正則なボレル測度

であるので，
CX) 

庄(u~ぶ） :::; L H8(Ei) 
i=l 

をみたす．且が互いに素であるときに，等号が成り立つ．

閉区間 X の部分集合 Aに対し， {B(xぃ乃）｝鉛を中心が Aの点である閉区間の族とする．

d(xi,Xj)~r戸— Tj, Tiく 8,乃く 8,i # j 

をみたすとき， {B(xi,ri)}~1 を A のかパッキングという. 8 > 0に対して，

巧(E)= sup{言因： {Bi}は，Eのふパッキング｝

と定める．そして，その極限を

PJ(E) == lim PJ(E) 
6→O 

とおく．このように定義したPoは測度にはならないので，さらに

00 

P"(E) = inf{~ 吋(E): EC  Ui=,1E;} 

と定める．この ps(E)をEのsー次元パッキング測度という．

Aのハウスドルフ次元 HD(A)とパッキング次元 PD(A)は，
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HD(A) = inf{ s : H8(A) = O} = sup{ s : H8(A) = oo} 

PD(A) = inf{s : P8(A) = O} = sup{ s : P8(A) = oo} 

で与えられる（この中辺と右辺は等しくなることが知られている）．

ここで， N(A,r)を

N(A,r):Aを覆うために必要な，半径が r以下である閉区間の最小の個数

とする．そして， Aの下ボックス次元困1(A)と上ボックス次元面う(A)を

皿 (A)= liminf 
log N(A, r) 

，面(A) . 
logN(A r 

= hmsup ,） 
r→ o -logr r→ o -logr 
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と定義する．下ボックス次元と上ボックス次元が一致するとき，その値を Aのボックス次元と

いい， BD(A)と表す．つまり，

BD(A) =坦i(A)= BD(A) 

である．また，

HD(A)::; PD(A)::; 面)(A) かつ HD(A)::; 因2.(A)=困2.(.A)::; BD(A) = BD(A) 

が成り立つ．

U をX におけるボレル確率測度， t>Oを実数とする．そして，関数 Pt: X X (0, 00)→ 
(O,oo)を

Pt(x, r) = 
v(B(x, r)) 

rt 

と定める．

定理 2.8 X を閉区間， EをX のボレル部分集合， O<c<ooとする．このとき，

(1) limsup p8(x, r)~c—1, Vx EEが成り立つならば，庄(E):=::; 88 Cッ(E)となる．
r→O 

(2) lim sup Ps (x, r) :=::; c―1, Vx EE が成り立つならば，庄(E)~cv(E) となる．
r→O 

(3) lim inf Ps (工， r)~C―1, Vx EEが成り立つならば， ps(E) :=::; 28 cv(E)となる．
r→O 

(4) liminf p8(x, r)さC―1,Vx EE が成り立つならば， P8(E)~28cv(E) となる．
r→O 

［証明］

・(1)を示す．

仮定より，

油>0'ヨrさro (s.t) Ps(x, r) 2:: c—1_€ 

が成り立つ.Eを有界とし， 8> 0 , (8 ::; ro)を固定し， Cとc'を

C := { B(x, r) : x E E, 0 < r ::; 8かつ v(B (x , r)) > (c')-1が} , (C1)-l : = C—1_€ 
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とお<. EC  Un(x'r)EcB(x'r)となる．このとき被覆定理より，区間 BiECの列で， Biと

同心かつ半径が Biの 2倍であり， Un(x,r)EcB(x'r)C ui瓦 (x,r)をみたす区間瓦が存在

する．よって，｛瓦｝は， Eの4ふ被覆であり， {Bi}は互いに素であるので，

狐 (E)::; LI瓦1sさ4sL 1Bil8 ::; 88(c')―lLv(B心， r))

= 88(c')―lv(山Bi(x,r)) :::; 88(c')―1v(E8) :::; 88c―1v(E8) 

を得る．よって， 6→ 0とすると，庄(E):::; 88c―1v(E) < CX)が成り立つ．

・(2)を示す．

仮定より，

VE> 0, ヨro> 0 (s.t) sup Ps(x, r)~c—l+E 
r~ro 

が成り立っ.c'とEe,を8> 0, (8~ro) に対して，

恥：= { x E E : v(B (x , r)) < c'が， 0< Vr~8} , c':= c―l+E 

とおく．｛広｝を恥のふ被覆とする．各駅は，恥の点 X を含み，ェを中心とする半径が 1ui1

である区間 B は， ui を含む．恥の定義と Ui~B より，

v(Ui) ::::; v(B) < c'IUi Is 

となる．よって，

v(E8) ::::; L {v(Ui) : uiは恥を覆う｝さ c'L1ui18 

を得る. {Ui}は，恥のか被覆であるので，

v(E)さc'H8(E8) ::; c'H8(E) 

となる. c'→ C―1'8→ 0とすると，恥→ Eかつ庄 =lim8→oH8(E)であるので，

v(E) ::; c―i Hs(E) 

となる．よって， H8(E) 2:: c v(E)が成り立つ．

・(3)を示す．

仮定より，
v(B(x, r)) v(B(x, r)) _1 

lim inf = sup inf 2: c 
r→ 0 rs ro r~ro rs 

である．

Ed。:= { x E E : v (B (x , r)) 2:: (c')―1戸， 0< Vr ::::; 妬} , C1 < C 



2 cIFSフラクタルの測度と次元 21 

とおき， B(叩，巧）を E8。の 2ふパッキングとする (ro~8~ri).

L IB(xi, ri)ls = L 12叫s~2sc'~ ン(B(叩，巧）） = 28c1 v(山B(叩， ri))
i i i 

~28c1 v(Eゎ）28~2scv(E8。)28 

となる．ここで， (E8o戸は， E8o を 28 膨らませたものを表す．よって， P8(E8。 )~2scv(E8o)28 

より， 6→0 とすると， P0(E8。 )~28cv(E8。)を得る．さらに， 6。→ 0 とすると， ps(E)~

28cv(月）を得る．よって， EcEより，

が成り立つ．

•(4) を示す．

仮定より，

戸(E)~28cv(E) < oo 

v(B(x,r)) v(B(x,r)) _1 
lim inf = sup inf ::; c 
r→ 0 rs ro r::;ro rs 

である. ro~8 > 0を固定し，

C := {B(x, r) : x EE, 0 < r::; 8かつッ(B(x,r)) < c―1戸｝

とお<.EC  UBECB である．被覆定理より， Ecu~1凡となるものが存在する．このとき，

Biは， Eの2ふパッキングである．よって，

CX) CX) 

Pぶ(E)2: 区IBil82: 28Cどv(Bi)= 28cv(心 Bi)2: 28c v(E) 
i=l i=l 

となる．また， Ecu~ぶに対して， P0(E)::; 区:1府(Ei)であるので，

戸 (E)= inf {江Q(E;): E c U~ ぶ}2: PJ(E) 2: 2"cv(E) 

となる．よって， P8(E)~28cv(E) が成り立つ． ロ

定理 2.9 Sが IFSであり， </>iはすべて双リプシッツ写像であるとする．このとき極限集

合は，

PD(J) =面(J)= PD(J) =面(J)

となる．

［証明］

・面(J)::; PD(J)を示す．



2.3フラクタル次元 22 

t < s <郎(J)ととる. {Yn : n 2'. 1} を J の任意の可算被覆とする• 7r : JOO→ 
X'1r(JOO) = Jであるので， 1r(I00)Cu戸 1兄より， JOOこ7r―l(LJ立 1沈）となり， Tの定義

域は， JOOなので， 7r―l(LJ立 1此） = JOOとなる．定義より， 1r(w)= nn<Pwln (X)であり， JOO

は完備なので， YqCJとなる q2'. 1が存在し，

ヨw'EJ* (s.t) 心(X)~Yq

が成り立っ.w'= (i 1 , i2 , ・・・，％）とし， w'に対して 0c 100: 開集合を

0 = { w E 100 I W1 = i1'W2 = i四..,wn = in} 

とおく．すると， wEOに対して 1r(w)C Yqとなり，これより UwE01r(w)C Yqを得る．よっ

て，如(X)~UwE01r(w) より如(J) C 如(X)~UwEO礼(w) C巧が成り立つ．

E := s -t > 0とおく. M(J, r)を中心を Jに持つ半径 rの互いに疎である区間の最大個数

とする.t<illう(J)であるので，

即 (J)= limsup 
log M(J, r) log M(J, r) 

1 
= inf sup > t 

r→ 0 - ogr ro r~r。 -logr

となる．よって，而。に対して

log M(J, r) 
ヨr::;r0 (s.t) ;2:t=s-E 

-lngr 

が成り立ち， logM(J, r) ;2: -t logrより， M(J,r) ;2: 戸となる．これより，

M(J, r) 

区 (2r)t= (2r/ M(J, r) ;2: (2r/戸=2t 
j=l 

となり，

だ(J)2:: が＞〇

を得る．また仮定より，如は，双リプシッツ写像であるので，

だ(J)=氏（如(J))::; ~ 只巧）

であることより，

氏(Yq)2:: 2t 

となり，

区だ(Yn)2:'.: 2 t 

n>l 
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が成り立っ．これより，

戸(J)= inf { LP;(Y.) : JC  uを1¥. 2: 2t ｝ 
となり， PD(J)~t を得る．よって， PD(J)~ 面)(J)が成り立つ．

·PD(J)~ 郎 (J)を示す．

0 <Va< ¥/{3 < PD(J)をとる．

Mr(E) : Eの点を中心にもっ，互いに疎である半径 r>Oの閉区間の最大数

とする. 0 < ¥/8 < 1に対して， k(8)を

k(8)~-log砂ー 1 かつ Mい(d)-1 (J) (2-k(d)-l)a~2—a 

をみたすように取ることができることを示す．

パッキング次元の定義から， Jのふパッキング {B(xか巧）}jで，

~(2乃）/3 > 2(3 (2{3-a -1)―1 
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をみたすものが存在する．各 Kについて， nkを2―(k+l)< Tj :::; 2-kをみたすjの個数とする．

213 (2{3-a -1)―1 < I:(2巧）f3 :::; 2/3 L叫 2―k)f3

j k 

より，

と叫2―k)/3~(2{3-a -1)―1 

k 

となる．また，

区(2り
1 

- -0'. (2―デ＝区(2―k)f3-a= == (2{3-a _ 1)―1 
2/3-a -1 

k k 

なので， 自然数 k(8)をnk(o)> (2-k(o))-0をみたすように取ることができる.{B(xi, rj)}j 

は， Jのかパッキングであるので，巧く 6であり， 2―(k(o)+l)< Tj :::; 2-k(o)をみたすので，

8 > 2-k(o)-lとなる．この対数を取ると k(8)> -log砂ー1を得る．また， nk(o)> (2-k(o))-a 

より， M2-k(o)→(J)~(2-k(o)戸となり， M2-k(o)→ (J)~2-0:(2-k(o)-l)-a が成り立つので，

これより，
M2-k(o)→ (J)(2—k(o)-1)a~2—a 

を得る．よって，

面 (J)== lim sup 
log M2-k(o)→ (J) a k(8) log 2 

~limsup 
T→ 0 -log 2-k(o)-l r→ o (k(8) + 1) log 2 

ak(8) 
== limsup = a 

T→ o k(8)+1 
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となるので， PD(J):::; Bb(J)が成り立つ．よって， PD(J)= BD(J)が成り立つ．

また， PD(J):::; PD(J)である．一方で B訳J)=R回J)であることと， PD(J):::; BD(J) 

より，

PD(J) :::; 郎 (J)=面(J)= PD(J) 

となる．よって， PD(J)= PD(J)となり，この定理が成り立つ． ロ

2.4 熱力学的定式化

以降， しばらくは (OSC)と(2.7)をみたすことを特に仮定しない．

t~O に対して，

ゆ(t)= LIi必llt
iEI 

とお<. 0 = 08 = inf{ t ?:: 0 : ゆ(t)< oo}とし， F(S)を心の値が有限となる区間とする．っ

まり，

F(S) = { (0'oo), 
[0, oo), 

ゆ(0)= 00' 

ゆ(0)< 00. 

補題 2.10 ゆ(t)は，非増加である．また， [0'00)において減少かつ連続であり， F(S)にお

いて logゆ(t)は，凸関数になる．さらに，ゆ(1)さk をみたし， 0さ1となる．

［証明］

入(Int(X))~ ~ 入(Int仇(X)))=苔int(X)圏Id入→苔k―111必II入(Int(X))

であるので，

心(l)= L II</>り区 K < oo 
iEJ 

が成り立つ．よって， ()~l であることがわかる．また， a,{3 を i かつ a+f3=l をみたす

数とすると， Holderの不等式より，

logゆ(at+{3d) = log L訊llat+f3d= log L認ll0tll仰1{3d
iEJ iEI 
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となるので， logゆ(t)は，凸関数になる.VE > 0に対して， 8>0を8:::; 両註：となるように

とる．すると， It-di<8をみたす t,d E F(S)に対して，

I logゆ(t)-logゆ(d)I= log区認llt-log区認lld
iEJ iEJ 

:::; log(L II約l)t-log(区II外ll)d= tlog区11¢傭II-dlog L 11¢ り1
iEJ iEJ iEJ iEJ 

= (t -d) log L II剥I< l8logKI:::; E 
iEJ 

となるので， logゆ(t)は，連続である． ロ

n 2 1に対して，

如 (t)= L II必llt
wEJn 

とおく．このとき

ゆk+n(t)=区 II必llt
wEJk+n 

＝ぷnIIん（鯰，…，Wk+』lltll</>ら（知，…，Wo+n)llt• • • II人 (<I>叫 +I,…，Wk+n)W 

xii</>~ れ十1(<Pwれ+2,…，Wk+n)I「11<P~n+2 (<Pwn+3, …, Wk+n)llt•••II</>~ 九十kllt 

こ区 II心（虹，…，w;)llt・ ・ ・II心lltL II 幻（虹，…，w~)11 t・ ・ ・11¢ 臼llt
wlEJn w2E[k 

＝叫(t)咋(t)

が成り立っ．また， (BDP)より

KIi</>ら(¢>叫+1,…，Wk+n) II t~II q>らIIt , iさ： n 

であるので，これより，

ゅk+n(t)~K-kn咋(t)如(t)

を得る．よって，

K-knゆ瓜t)ゆn(t):::; ゆk+n(t):::; ゆk(t)ゆn(t)

が成り立つ．この不等式を繰り返して用いるとゆn(t):::; (ゆ(t))nとなり， logをとり｝を掛け

ると 1 

-log叫 (t):::;ゆ(t)
n 
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を得る．これより，極限

1 1 
P(t) = lim -log匹(t)= lim -log 

n→ oon n→ oon 

は常に存在し，ゆ(t)< 00であるときに有限になる．特に

inf{t : P(t) < oo} = 0s 

である．さらに， (BDP)より VxEVに対して，

区II必llt
wEJn 

1 
P(t) = lim -log 

n→ oon 
L 1¢ 山(x)lt
wEJn 

となる. P(t)を Sの topological pressureという．

26 

補題 2.11 inf { t : P(t) < oo} = Osが成り立つ. P(t)は，区間 [O,oo)で非増加， F(S)に

おいて減少である．また， F(S)において連続な凸関数である．さらに， Iが有限集合でないと

きに限り， P(O)= ooとなる．

［証明] P(t)は，叫(t)の極限関数であり，ゆn(t)は，ゆ(t)と同様の不等式をみたすので，補

題 2.10より， P(t)は，凸関数であることがわかる．したがって， P(t)は， F(S)で連続にな

る．さらに， Iが有限集合でないならば，

1 1 
P(O) =』閃□log如(0)=}四；log L 1 = oo 

wEJn 

となる． ロ

ここで， con/ormal measureの定義をする．ボレル確率測度 mは， m(J)= 1かつ，任意の

ボレル集合 A cXに対して，

m他(A))=J耀 dm
A 

かつ

m(か(X)nがX))= 0 , Vi , j E J , i # j 

を満たすときに， t-conformalであるという．このとき，

m(如(A))=m(包 (</>w20・ • ・O <Pwn (A))) 

= J 1<1>:, (鯰 0・ ・ ・0ら (A))/tdm
A 

(2.9) 

(2.10) 

=! 因（鯰 0・ • ・0ら (A)WX l<I>ら（知 0・ ・ ・0  <l>wn (A) W X・ • ・X I</>ら(Atdm 
A 

=! 風[tdm
A 
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となる．また， w= (w1, ・ ・ ・, Wn) , T = (w~, ・ ・ ・, w~) , w # Tとすると， Wi#叫をみたす

i~l が存在するので，

m [cf>w(X) n c/>T(X)] = m [(c/>w1゚ ¢>w2o・ ・ ・o cf>wn) (X) n (¢>叫゚¢吟 o・ ・ ・o cf>w~) (X)] 

~m [(¢>叫 o・ ・ ・o cf>wn) (X) n (¢>叫゚・・ ・o cf>w~)(X)] 

=m[心{¢>叫+1,…，Wn(X)} n位｛如：+1, …, w~(x)}] 
=0 

となる．よって， Xの任意のボレル部分集合 AとVwE J*に対して，

m(如(A))=j属 (dm
A 

かつ

m(如(X)n <Pr(X)) == 0 , ¥/w, T E J* , w i= T 

を得る．さらに， (BDP)より， mが8-conformalならば

となる．また，

1 == m(J) == m(UwEJn如(J))= L m(如(J))
wEJn 

＝互[1ぴ dm?:.互L(K-111必ll)8dm

~LK―り必 18
wEJn 

1 = J I dm = m(J) = m(UwEI= n:=1鯰 (X))

'.S~(UwEI心(X)) = j L l<P~I" dm 
X wEJn 

こ区認ll8m(J)
wEJn 

より， 1:::; 区wEJnII礼118が成り立つことと， Kl必I2:: II必，IIょり，

区(Kl必1)82:: 区 II必1182:: 1 
wEJn wEJn 

I 0 
となり， I:wEJnI似I~K-0 が成り立つ．よって， m が 8-conformalならば，

K-8~ 区 I必I° □ K8 
wEJn 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 
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が成り立っ．

次に， (OSC)と(2.7)を仮定せず， semiconformalmeasureを定義し，その基本的な性質を

示す．次に， (OSC)と(2.7)を仮定して， conformalmeasureが存在することを示し，基本的

な性質を示す．

8 E F(S)とし，すべての有限関数/:X→股に対して，

ら(f)(x)= LI</>知）訂（如））
i=I 

とおく．らは，連続関数 C(X)級であり， 8E F(S)であるので，ノルムは，ゆ(8)により有限

になる．ここで， £8: C(X)*→ C(X)*によって， dualoperatorを定義する．

補題 2.12 t~0 とする.m が conformal measureならば， tE F(S)かつ P(t)= 0であ

り，さらに勾(m)= m となる．

［証明] mが conformalmeasure ならば， (2.13) より， K-8~ とwEJn I礼 It~K8 く 00 が

成り立つので， tE F(S)となる．また，

1 1 
P(t)~lim -logK8 , P(t)~lim -logK-8 

n→ (X)n n→ (X)n 

より， P(t)= 0となる．また，

m他(A))=J凶 dm

= l lq,,(A) dm = L 閻 lAdm

となり， XE<Pi(A)ならば， ¢-;1(x)EAとなるので，

L lq,,(A) dm = L IA o幻 dm=J凶 lAdm
X 

となる．よって， Jx go¢-;1 dm = J x I</>忙gdmとなり， g=f 0かとすると，

L 閻 Jo釦dm= Luoか） o </>i1 d m ・  ・ ・ ① 

が成り立つ．さらに

Jも(X)IA 0ぷ dm=lも(X)lq,,(A) dm = j lか(A)1も(x)dm=m伍(A)叫 (X))

m伍(A)), i = j, ={。, i=fij. 
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となる．また， m伍 (A))= J x l</>i(A) dm = J x lA o¢-;1 dmより， Iか(X)lA o¢-;1 dm = 

fx lA o幻 dmとなる・lA= f O ifJiとすると，

[ (f o </>;) o </>i 1 dm = l州 X)(f o幻 0幻 dm= l,(X) f dm 

となる．よって，①より

[凶fo </>; dm = [ (f o </>;) o </>i1 dm = lい） fdm 

となる．よって， fE C(X)に対して，

c;m(J) = j Ct(f)dm= f L1<1>忙(f噂）dm 
iEJ 

＝苫l,(X)fdm=1⑯ (X) J dm = j f dm = m(f) 

となる． ロ

この補題より， mがかconformalmeasureならば， £8(m)= m となる £,8の不動点が存在

することがわかる. £,8の不動点を 8-semiconformalmeasuresという．以降，らを£,£,8を

£,*と表す．このとき

£,2(/)(叫=£(£,(f))(x)=区I的(£(!)叫）(x) = L 1¢~1 L l<P氾（の））I(! 叫）(¢ 心））
iEJ iEI jEI 

=Lこ凶I必(</>心））I(! o (がか(x)))= L l</>~(x)l(f 0如）(x) 
iEJ jEJ wEI2 

となる．これを繰り返すと，

r,n(J)(x) = L 属 (x)IJo如(x)
wE[n 

が成り立っ．

補題 2.13 8-semiconformal measureは， P(8)= 0であるときに限り存在する．さらに， m

がふsemiconformalmeasureならば， m(J)= 1となる．

［証明］ かsemiconformalmeasureが存在すると仮定する．それを mとおく．すると， Vn>1 

に対して

1= /1xdm= f cn(Ix)dm= I区|必I"dm 
wEJn 

となる．また (BDP)より，

1 <:, J区 II必ll6dm=L II 必 II• □ Ko 
wEJn wEJn 
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となる．よって，

1 1 
P(8)~lim -log K0 = 0 , P(8)~lim -log 1 = 0 

n→ 00 n n→ oon 

となるので， P(8)= 0となる．

次に， P(8)= 0とする．そして， C(X)*上の連続写像ッ→ £,* (v)/£,* (v)(l)を与え

る．この写像は， Schauder-Tichonovの定理より不動点を持つ．それを m とする．すると，

m =£,*(m)/£*(m)(l)となり，入 =£,*(m)(l)とおくと， £,*(m)=入m が成り立つ．このと

き，入 =1となることを示す．

Vn~1 に対して， (£*)n(m) =炉mであるので，

j区亨 dm=炉 ldm=炉

wEJn I 
となる．また， P(8)= 0であるので， (BDP)より油>0, ¥/x EXに対して， nを十分大き

くとると，

e―en ::S; 区I¢しi8:::; e€n 
wEJn 

が成り立つので，
e―En< An< e切

となる．よって，入 =1となり，じ(m)=mとなるので， mは£*(m)の不動点となる．

次に， mをかsemiconformalmeasureまたは，同値なものとする．すると，すべての連続関

数 f:X→股に対して

信”此I"dm = j f dm (2.14) 

であるので， ¥/wE InとXのすべてのボレル部分集合 Aに対して

m(如(A))=j .Co(如(A))=J互屈ド(1如 (A)o炉）dm 

?_ J亨 (1心 (A)o如）dm = j I</>~ ドdm (2.15) 
A 

が成り立つ．各 n2:: 1に対して， Xn= UwEJn如 (X)とおく．すると， ¥/wE Inに対して

1ぷ゜如となる．すると (2.14)より

m(Xn) = j互属1°(lxn 如゚）dm= j互亨 dm=J ldm=l 

となる．よって，

m(J) = m(n~=l UwEJn如(X))= m(n~=tふ） = lim m(Xn) = 1 
n→ 00 

が成り立っ． ロ
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2.5 conformal measureの存在と一意性

次に， JOO上に測度を与える.w EI*に対して

[w] == {7El00: rllwl ==w} 

とおく．

補題 2.14 ¥:/w EI*に対して

μ([w]) = j必(dm

となる， JOO上の唯一のボレル確率測度μが存在する．

31 

［証明] (2.14) より， \:/n~1 に対して EwEI』 l<Pし Id dm = 1が成り立つので， In上の測

度を

叫 [w])= j亨 dm

とおく．すると， ¥:/wE Inに対して

μn+1([w]) =苔圧1([wi])=~J l<!>~l dm 

=!  苔ClI</>訓o如）6耀 dm=J亨 dm=μn([w]) 

となる．よって， Kolmogorovの拡張定理（カラテオドリの拡張定理）より， JOO上の確率測度

μでVwE J*に対して

μ([w]) =μlwl ((w]) = J成 I"dm 

をみたすものが存在する． ロ

系 2.15 R c I*は次の二つの条件をみたすものとする．

(1) J~U 如(X).
wER 

(2) w, r ERがw=rllwlをみたせば， T=W. 

とする．このとき，

l::; L II必118::; K8 
wER 

が成り立つ．

(2.16) 
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［証明] JC UwER如(X)より，

1 = m(J)臼m{UwER如(X))=区m('Pw(X))= L J ldm 
wER wER心 (X)

＝互J亨 dm:S; 互j11<1{,ll6 dm = 111必116J ldm=互II必116

となる．よって， l:::; ~wER 11¢~ 附が成り立つ．また， μ(R):=:; 1, μ(R) =~wERµ([w]) より，

1 ;::,: 区μ([w])= Lμlwl ([w]) = L J亨 dm
wER wER wER 

〗互j(K-I認11)8 dm =互亡認118j ldm = K-8互II必11°

となり， EwERII</>し118::; 記が成り立つ．よって， 1::; 区wERII必118::; K8となる． ロ

補題 2.16 mは， semiconformalmeasureとする．このとき ¥/ACJに対して

m(A) =μ01r―l(A) 

が成り立っ．

［証明] JつVA(閉区間）とする. \/n~1 に対して

An= {wEln: 如(X)n A# 0} 

とおく. Anは，コンパクト集合である. (2.14) を特性関数 lA に適用すると， \/n~1 に対

して

m(A) =互J凪(x)ド(lAo如）dm = L j l</>~(x)l8 (lA o如）dm 
wEAn 

三五]1必(x)l8dm =区 μ([w])=μ(UwEAn [w]) 
wEAn 

となる.Vw E nn~l UwEAn [w]をとる．すると，

ヨWnE An (s.t) WE [wn], Vn 

となる．ここで， x=1r(w)とおくと， Vnに対して，工 E</>win (X)となる．また， Vnに対し

て，叫nEAnであるので，工 E</>win (X) n A C Aとなり， 1r(w)EAより， wE 7r―l(A)とな

る．よって，

nn2:1 UwEAn [w] C 7r―l(A) 
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となる．ゆえに，

m(A) ::; limμ(UwEAn [w]) ::; μ(1r―l(A)) 
n→OO 

を得る．ここで， m(A)<μ(1r―l(A))と仮定する．すると， 1-m(A) > 1 -μ(1r―l(A))と

なる．また， 1-m(A) == m(Ac)かつ 1-μ(1r―l(A))=μ(1r―l(Ac))であるので， m(Ac)> 

μ(元―l(Ac))となり，仮定に矛盾する．よって， m(A)=μ(1r―l(A))が成り立つ． ロ

ここで，μ と同値な確率測度が唯一存在することを示す．

8 
μ([wr])/μ(r)μ([wr])μ(p) J 1¢~』 tJ dm JI外Idm 

= X = 
μ([wp])/μ(p)μ(r)μ([wp]) J l</J州dmx J l</J如ltJdm 

II必II{)I l</J州dm JI外|8 

~x dm~K8 
I l</J州dm K-811必118f l</J~l8 dm 

より，
μ([wr])/μ(r) <K8 
μ([wp])/μ(p)一

となることに注意する．

定理 2.17 μ について連続かつ ergodicであり erで不変な測度μ*が唯一存在する．さらに，

μ*とμ は， equivalentであり，

をみたす．

K-8::; 虹豆K8
dμ 

［証明] £, を実数列の Banach空間上で定義される Banach極限とする.Kolmogorovの拡張

定理より， I*上で定義される関数は， μ*([w])=£((μ(a―n([w]))))となり， I(X)上の 6 で不変

な確率測度に拡張できる．た上の測度をμ*で表す. (2.16)より， wE J*と¥/n2: 0に対して

μ(a―n([w])) =苔~μ([rw]) =互J尻 16dm?. ~ 苔亡認11°/1必16dm 

=K-o /I必l6dmL11必11° 汀k―"μ(日）μ(I勺 =K崎 μ([w])
TE[n 

となる．また，

μい([w]))=~ 苔~μ([rw]) =互J尻 I"dm 

さT苔II必II"j属I"dm= J亨 dm~苔II必II"さK切([w])
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となる．よって，

k―8μ([w]) ::; μ* ([w]) ::; K切([w])

となることがわかり，この不等式は， I*上のすべての Borel部分集合に拡張できる．

µ*が， ergodic になることを示す• A = { T E JCXJ I Tin E B} , B C Inとおく.A C JCXJで

あり， μ(A)>0をみたす．そして， Ac u{ [ r] : r E Z}かつ LrEZμ([wr])::; 2μ(wA)をみ

たす Zcl*をとる．ここで， wA={wp:pEA}である．すると，

μ(a―n(A) n [w]) =μ(wA) 2'. ドシ（日） =~Lf尻16dm
rEZ rEZ 

ミ杯—011<1>:1心 |必16dm2'. ~ 亡 I亨 dm区μ([r])
rEZJ J rEZ 

1 1 
= -K-8μ([w])μ(U{[r] : r E Z}) > -K-8μ(A)μ([w]) (2.17) 

2 -2 

となる．これより，

μ(a―n(ICX)¥A) n [w]) =μ([w]¥a―n(A) n [w]) =μ([w]) -μ(a―n(A) n [w]) 

1 
: μ([w]) --K-tSμ(A)μ([w]) = (1 -(2K8)―1μ(A))μ([w]) 

2 

となる．ゆえに， μ(A)<1であるすべてのボレル集合 ACJCXJと¥:/n2: 0 , ¥:/w E Inに対して

μ(a―n(A) n [w])~(1 -(2Kりー1(1 -μ(A)))μ([w]) (2.18) 

を得る．ここで'(J'―1(A)= Aかつ 0<μ(A)< 1と仮定する. , = 1-(2Kり一1(1-μ(A))

とおくと， 0<μ(A)< 1より

1 = 1-(2K8)―1(1 -μ(A))= 1 -(2K8)―i + (2K8)―1μ(A) > 1 -(2K8)―1 > 0 

1 = 1-(2K8戸+(2記）―1μ(A)< 1 -(2K8戸+(2K8戸 =1

であるので， 0<,く 1をみたす. (2.18)より， VwE J*に対して

μ(An [w]) =μ(a―lwl (A) n [w]) ::; , μ([w]) 

を得る. ,,, > 1を,,,,< 1をみたすように十分小さく取り， RCI*でACU{[w] : w E R}か

つμ(U{[w]: w E R}) ::; rJμ(A)をみたすものを選ぶ．すると，

μ(A臼区μ(An[w]) ::; L 祁 ([w])
wER wER 

= 1μ(U{[w] : w E R}) ::; ,'f/μ(A) <μ(A) 

となり，矛盾する．これより， μ(A)=0または， μ(A)=1となるので，μは， erdogicである

ことがわかり，μ*は，μ に関して絶対連続であるので，μ*は， erdogicになる． ロ
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定理 2.18 8-semiconformal measureは，ただ一つ存在する．

［証明] m を8-semiconformalmeasureとし，その単一性を示す．

四をもう一つの 8-semiconformalmeasureとし， μ1を補題 2.14より得られる確率測度と

する．すると， fdm = f dm1より

叫 [w])= J属 18dm1 :S II必11°j釦 =II必118j dm豆K'f凰18dm=K切([w])

かつ

叫 [w])= j I亨 dm12: K-011必115j dm1 

=亡ll</>~11°jdm 2: K-0 j I必J5dm= K-0μ([w]) 

であるので， VwE J*に対して

K-8 < 叫 [w])
— µ([w])~K8 

となる．これより， μ([w])= 0ならば， μ1([w])= 0かつ μ1([w])= 0ならば μ([w])= 0 

が成り立つので， μ1とμ は， equivalentである．よって， Radon-Nikodym導関数 pは，

K-8~p~ 炉をみたす．また，

μ([び(w)])= j l<t>~(wi!°dm 

かつ

μ([w]) = J冒 dm=JI{叫 (ef>u(w)(x))}'IX l<t>~(w)(x)l8 dm(x) 

を得る．よって，

inf{I¢ ら(x)l8:XE <f>u(w)(X)}μ([a(w)])さμ([w])

::; sup { I¢ ら(x)18 x E <f>u(w) (X)}μ([a(w)]) 

が成り立つ.</>' は，連続関数であるので， VwE /00に対して
W1 

lim 
μ([win]) 

n→oo、,（「~I、.,¥I -lヽ
= l<1>ら(1r(a(w)))l8 (2.19) 

となり， μ1に対しても同様の等式が成り立つ.μ(A)= 1かつ wEAに対して， p(w)が存在

するような AC100が存在するとする.μ(A)= 1であることと，μはびで不変あることより，
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μ(ゲ―n(A))= 1となる.w E a-1(A)より， a(w)EAとなるので，このとき p(a(w))も存在

することがわかる．よって， (2.19)より

p(w) = lim 
叫 [win])

= lim 
叫 [win])

X 
μ1 ([a(w) ln-1])μ([a(w) ln-1]) 

X 
n→ 00μ([叫]) n→ 00 [μ1 ([a-(w)ln-1])μ([a-(w)ln-1])μ([wJn]) ] 

= I¢ 心1(1r(a(w)))l8 x p(a(w)) x 1¢ 心i(1r(a(w)))I―8 = p(a(w)) 

となる．

c:=f pdμ とする.An = {p~C -¼}とお<. μ(An)= lと仮定すると

c= !pdμ= Lnpdµ~Ln (c-~) dµ=c-~ 

となり，矛盾する．よって，μ は ergodicであるので， μ(An)=0となる．

次に， A~= {p~c+¾} とお<. µ(A~)= 1と仮定すると

c= J pdμ= L~pdµ?_ 人 (c+~) dµ=c+~ 

となり，矛盾する．よって， µ(A~)= 0 となる．これより， µ(c-¼<p<c+¼)=l となる

ので

µ(p=c)=nnµ(c-~<p<c+~) =1 

を得る. p= Cについて，

1 =μ(J00) = j pdμ= j cdμ= c j dμ= c 

となるので， c=lつまり p=lとなり， μ1=μ が成り立つ．また， m=μ01r-1, m1 =μ101r―1 

より， m=m1が成り立つ． ロ

補題 2.19 X上のボレル確率測度 uがかconformalmeasureである必要十分条件は， P(8)= 

0かつ VwE J*とXのすべてのボレル部分集合 Aに対して，

疇 (A))2': J亨 dv
A 

が成り立つことである．

［証明] V をふconformalmeasureであるとする．すると， conformalmeasureの定義より，

疇 (A))= J亨 dv
A 
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であり，補題 2.12より P(8)= 0が成り立っ．

次に， P(8)= 0かつ VwE J*とXのすべてのボレル部分集合 Aに対して，

忍 (A))2'. J亨 dv
A 

が成り立つと仮定する．また， v(c/>p(X)n cp7(X)) > 0と仮定する.p'TE Iqに対して

E=仰(X)nむ(X) , En = UwEI心 (E),Vn 2:: 1 

とおく. Enは， nk=lu~=k 恥 =0 をみたす．仮定より，

v(A) 2'. j区 亨1心）dv 
wEJn 

が成り立つので， BDPより

v(En)~J互亨 1叫如）dv= J互亨lurEinむ(E)(如）dv 

?_ f L 亨 1如 (E)(如）dv= J LIぴ lEdv
wEJn wEJn 

?_ K-0 w~n II心1• J lE 心 =K-o~苔II必ll"v(E)?_ Kん (E)> 0 

となる． よって，

v(nr=戸~=k 恥） ~K-8v(E) > 0 

となり，これは v(nr=1u~=k 恥） = v(0) = 0であることに矛盾する．よって，

v(仰(X)nがX))= 0 

となる. (2.5)より， VwE J*に対して

ッ(¢w(X¥J)n J) = v(UTEJI叫 (X¥J)⑯ (J)) 

こと v(如(X¥J)n </JT(J)) = o 
TEJlwl 

を得る． よって， E~= UwEJn如(X\J) とおくと， v(Jnu立1E~) = 0となる．また，

nk=1 u~=k 尻= nk=l u~=k (UwEJ心 (X¥J))

C nk=l (u~=k UwEJn如(X))= nk=l UwEJk如 (X)= J 

となるので， n江1u~=k E~c Jより，

(nr=1 u~=k 尻） n(u立 1尻） c Jn(u立1E~)

37 

(2.20) 
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が成り立つ．ここで， (nk=古~=kE~)n(Un~1E~) = nk=l U~=kE~ かつ v(Jn(Un~1E~)) = 0 

より， v(nr=1u~=k 酪） =0が成り立つ．よって，ッ(X¥J)= 0となり， v(J)= 1を得る．

次に， 8-semiconformalmeasureである mは， 8-conformalmeasureになることを示す.m

をかsemiconformalmeasureであるとすると， (2.15)より，

m(如(A))c". J広 16dm 
A 

が成り立ち，定理 2.13より， P(8)= 0となる．さらに， (2.20), (2.15), 補題 2.14 より， n~l

に対して

1 = m(X) = m(UwEJn如(X))=~ 翌m(如(X))c". 互J亨 dm=l

となる．よって， ¥/wElnに対して

m(如(X))= J亨 dm

を得る．ここで，任意のボレル部分集合 Aに対して， X上の確率測度 m1とm2を

叫 (A)=j I必15dm , m2 = m(</>w(A)) 
A 

とおく．すると，

叫 (X)==四(X)' 叫 (A)s匹 (A)

となるので， m1== m2が成り立つ．よって， mは8-conformalmeasureであることがわかる．

すると，測度ッについて， m が conformalmeasureであるであることと， (BDP)より

¥/w E /*に対して，

m(如(X))= L尻15dm :::; L II</>~115 dm = II必115L dm= II必115

かつ

m(如(X))= l 亨 dm:::::K―6l認，116dm=K呵1必116l dm = K-611必11°

となるので，

k―8 II<!>~118 さ： m(ef>w(X)) さ 11¢~118

が成り立っ．また， uの定義より，

疇 (X))::::: l 亨 dv::::: K-o fx 11</U"⑪ =K-011必11°
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であるので， 11¢し 118~K8v(如(X)) となる．よって， m(如(X))~K8v(如(X)) が成り立

ち， v(如(X))= 0ならば， m(如(X))= 0が成り立つので， m心llとなる．よって， Radon-

Nikodym の定理より， Radon-Nikodym 導関数 p= 部 ~K8 が存在する．このとき，補題

2.18の証明の中で示したように，μでの測度が 1であり， po1r(w)とpo1r(a(w))の両方が定

義できるような wE 100が存在する・A:= <Pu(w)ln-1 (X)とおくと，

m叫 (X)]= m[叫 (</>u(w)Iれー1(X))] = J l<t>らl"dm

;::,: inf { I¢, ら(x)l6: XE <l>u(w):_, (X)} J dm 
A 

= inf { 1¢ ら(x)l8: XE <Pa(w)ln-l (X)} m[</Ja(w)ln-1 (X)] 

同様に

m[虹 (X)]= m[包 (</>u(w)ln-1(X))] = f I</>~, 1°dm 

:<S; sup { I¢, ら(x)l6: XE </>u(w:n_, (X)} J dm 
A 

= sup{ 1¢ ら(x)l8: x E¢ び(w)ln-1(X)} m[</Ja(w)ln-1 (X)] 

が成り立つので，

lim 
叫虹(X)]

n→ oo mfめ-(w)Iれ _1/ Y¥l 
=I¢ ら(1r(a(w)))l8

となる．また，ツについては，

噌叫X)];::,: !)心1°dv2 inf { I</>~, (x)l6 : XE </>u(w)ぃ(X)}L dv 

= inf { 1¢ ら(x)18 : X E <Pa(w)ln-l (X)} v[¢a(w)ln-1 (X)] 

が成り立つので，

叫<Pa(w)Iれ _1(X)] 1 lim~lim 1 
n→ oo v[虹 (X)] n→ 00 inf { 1¢ ら(x)l8: XE <Pa(w)ln-l (X)} == 1¢ ら(1r(a(w)))l8

となる．よって，

po 1r(w) == lim 
m(虹 (X))

n→OO 
― ¥T切れ,--I I 

= fun [ m(虹 (X)) X m(</>u(w)ln-l (X)) X v(</>u(w)Iれ_,(X)) 
n→ 00 m(</>u(w)い (X)) v(</>u(w)ln-l (X)) v(虹 (X)) ] 

8 -8 さ:1¢~1 (1r(a(w)))I x p(1r(a(w))) x 1¢~1 (1r(a(w)))I == p(1r(a(w))) 
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が成り立っ．よって， Birkhoffのエルゴード定理より， po1r(w)E Jは，μのほとんど至ると

ころで一定になり，μ=mo1rより， p:J→[O,oo)もmのほとんど至るところで一定である．

この値を pとおく．

とし，

とおく．すると，

となり，ッ(J')~1 より

dm 
J'= {叫―-= p} 

dv 

心） = {~: 
XE  J', 

X =j; J'. 

pv(J')= i,pdv= Ldm=l 

p= 1 
v(J') 

2:: 1 

となることがわかる. p = lとなることを示す．

p > 1と仮定する. Z = { X E J': p1 (X) == 0}とおく．すると，

1 = m(J') = m(Z) + m(J'¥Z) = J Odv + pdッ

= L,z pdv = pv(J'¥Z) = p{v(;') -v(l~p -pv(Z) 

であるので， v(Z)= 1-¼> 0となる．次に ¥/wE J*に対して

v((J'¥ Z) n如(Z))= 0 (2.21) 

となることを示す．ある wEI*に対して v((J'¥Z) n如(Z))> 0となるとする．すると，

m(</>w(Z)) 2:: m((J'¥ Z) n <Pw(Z)) = v((J'¥ Z) n <Pw(Z)) x p >。
となり， mは conformalmeasureであるので，

m(如(Z))=LI必I":::;Kり1必115L Idm =詔II必ll"m(Z)

となるので， m(Z)> 0が成り立つ．確率測度叫zを

叫z(A)= 
v(A n Z) 

ッ(Z)

と定義すると，

J亨 dv:::;疇 (AnZ))=v(Z叫 (AnZ)) ::; v(Z n如(A))=viz(如(A))
AnZ 
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となり，ッと同じ仮定をみたすので， m は viz に関して絶対連続になる．すると~ぞ）v(Z) 
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=0 

より， m(zc)= 0となる．よって， m(Z)= 1となるので， Zの定義より， pはほとんど至る

ところで p=Oとなる．しかし，これは， mが確率測度であることに矛盾する．ゆえに， p=l

となることがわかり， m=ッとなる．よって，ッは conformalmeasureである． ロ
この補題より，次の系を得る．

系 2.20 mが8-semiconformalmeasureであるならば， mは8-conformalmeasureになる．

さらに， xEJはwE JCX)に対しての=1r(w)となり， 7r―l(x)は一点集合になる．

補題 2.21 8-conformal measureは， P(8)= 0のときに限り存在する．

［証明］ 補題 2.12より， 8-conformalmeasureが存在するならば， P(8)= 0となる．逆

に， P(8)= 0ならば，定理 2.13より 8-semiconformalmeasureが存在し，系 2.20より，ふ

semiconformal measureは， 8-conformalmeasureになる．よって，補題が成り立つ． ロ

2.6 極限集合の次元

cIFSSに対して，極限集合 Jのハウスドルフ次元 HD(J)を hまたは hsで表す.cIFSS 

は， 8-conformalmeasureが存在するとき，つまり， P(8)= 0となる解 6が存在するときに

regularであるという．

補題 2.22 { S = <pi : i E J有限集合｝は， regularになる．さらに ¥:/xE Jと0< 2r < 

diam(X)に対して

C ::; 
_1 m(B(x, r)) 

Tx ::; C 

をみたす C2:: 1が存在する．特に， P(8)= 0ならば， 0< H 8 (J) , P8 (J) < oo , 8 = hと

なる．

［証明] 0 ::; P(t)さlogij(J) < ooであるので， regularになる．また， Iは有限集合であるとい

う仮定より，~== inf{II鮒I: i E J}は，正の値になる.x=1r(w),wEI00,0く 2r< diam(X) 

とし， n2:: 0を<Pwln(X) C B(x, r)をみたす最小の整数とする．すると， (2.15)と(BDP)

より， m(B(x, r)) 2: m(<f>wln (X)) 2: J I髯 (X)l0dm 2: K刈叫11°
X 

が成り立つ.nの取り方より， </Jwln-1は， B(x,r)には含まれない．すると， (BDP)より，

11</J~ln II = ll</J~ln-111• 11</J~n II 2:: ll</J~ln-111• I~ 的~n(x)jミ:II~ 的~, れ -111K-l II¢ しnII 
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が成り立つ．また， D~diam(V) とすると， (BDP.2) より

rさdiam(<Pwln-l(X))さdiam(</Jwn-l (V))さ:Dll</J勾n-111さ:DK  
I II似 II

II </Jしnll
::; DK~-1 ll</J如II

となる．よって， llc/>~ln II~r n-l K-l eより，

m(B(x, r))~K-8114>如 118 2:: (D K2 e— 1戸r8

を得る．よって，叫哭や立 ~(DK2e-1)-8 が成り立つので，定理 2.8(1),(3) より， H8(J) < oo 

かつ P8(J)< ooが成り立っ．

ここで， Zを次をみたす wEI*で，長さが最小のものの集合とする．

如(X)n B(x, r) =I= 0 かつ如(X)c B(x, 2r) 

すると， diam(¢wllwl-l(X))~r となる• R = {wllwl-1 : w E Z}とお<. Rは，有限集合で

あることに注意し， Rの有限集合部分集合 R*をRの各要素が， R*の要素の拡張になってい

るように定義する. TE R*を固定し， iEJをTiE Zをみたすようにとる. Ti E Zより，

妬 (X)C B(x, 2r)であるので，

diam(</>7i(X)) ::; diam(B(x, 2r)) = 4r 

となる．また，

II¢ ら11=11必II・II¢りI~II¢~II·I¢り2::K-1 II¢~II·II¢ り1

をみたすことと， (BDP.2)より， diam(炉(X))::; diam(cp7(V)) さ DIie/>判となり，認II~e

であるので

となることより，

n-1 K-1 II</>月 I·II</>~11 2:: n-2 K―1 e diam(cp7(X)) 

4r 2:: diam(¢7i(X))~D—1 II¢ らII2:: v-1 K― 111必 II·II¢~II

2:: n-2 K-1 e diam低 (X))

が成り立っ．よって，

diam(</>T (X)) ::; 4K D2 e-1 r かつ UTER*¢T(Int(X)) C B(x, (1 + 4K D梵―1)r) 

となる．一方で， r::; diam(q>7 (X)) ::; D II必IIであり，

入(q>7(Int(X))) = 2 diam(cp7 (Int(X))) 2:: 2 D―1 11¢~11~2 n-2 r 
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となることより，

入(c/>r(V)) 2: 入(B(c/>r (x) , D―1 11¢~11)) = 2 D―1 11¢~11~2 D―2r 

を得る．これより

2 (1 + 4 K D2~-I) r =入(B(x,(1 + 4K D2~-1) r))~"R*2D—1diam(X)—lTrJ 

となる．よって，

"R* :::; D diam(X) 77―1(1+4KD2い）

が成り立っ. R*の定義より，

戸 (B(x,r))cu{[r]: rER*} 

となる．これより， II必II:::;4DKぐ―Irであり，補題 2.16より，

m(B(x,r))=μo戸 (B(x,r)) :<::; ~ 苔•µ([Tl)= 芦 f属16 dm :<::; ~ 苔.II必llfdm 

= L 11</>~II~L (4DKいr)8□R*(4DKe—1)8 r8 
rER* rER* 

となる．よって，定理 2.8(2),(4)より， 0< H8(J)から HD(J)2 8かつ H8(J)< ooから

HD(J) ::; 8となるので， HD(J)= 8を得る．よって，補題が成り立っ． ロ

~= inf { t 2 0 : P(t) < 0} 

Fin(I) : Jの有限部分集合の族

とおく．

定理 2.23

HD(J) =~= sup{hF : FE Fin(J)} 2 0 

が成り立つ．さらに， P(t)= 0ならば， tは関数 P(t)が0となる唯一の点であり， t= HD(J) 

となる．

［証明] t >~, D 2 diam(V)とする.P(t) < 0より，十分大きな nに対して区wEJnII</>~llt ::; 

1であるので，

区diam(如(X))t::; nt L 認 llt::; nt 
wEJn wEJn 

となる• UwEJn如(X)は， Jの被覆であり，その直径は n→0とすると， 0に収束する．この

ことより， Ht(J)= 0 を得る．よって， HD(J)~e となる．
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ここで， 1J= sup{hp : FE Fin(J)}, Vt> 17とおく．補題 2.22と(2.16)より，

互II鱈=TE~ ユぷ認llt::=:: TE~ 悶(I)L苔~II必 llhT 8n(t-hT)} 
::=; s<t-,.,)n TE~~(I) L苔~II必 llhT} さ s<t-'))n TE~ 咄(I)K妬::=;s< t呵）nK,., 

となる．よって，

1 1 
P(t) = lim -log =::; lim -log s(t-,,,)n知

n→ oon 
こ認lit

n→ oon 
wEJn 

（）  
1 ＝三 (10gs<t-.,.,) + ;; log K11) = (t -77) logs < 0 
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となり t2:: eとなるので， 'I]2:: eが成り立つ.,,, の定義より， 'f/:::; HD (J)が成り立ち，

HD(J) :::; eとなることを示したので，,,,2:: eかつ 'f/:S HD (J) :::; eとなり，これより,,,= eが

成り立っ．よって， HD(J):::; eかつe= 1J :::; HD(J)より e= HD(J)が成り立つ．

e = inf { t 2:: 0 : P (t) < 0} , 0 = inf { t 2:: 0 : P (t) < oo}より， 0さくであり， P(t)は，

(0, oo)において，連続な減少関数なので， P(t)= 0ならば， tは関数 P(t)が0となる唯一の

点であり， t= HD(J)となる． ロ

系 2.24 Sがすべてアフィン変換の場合，

HD(J) = inf { t 2: 0 : 翌鱈く1}
となる．

［証明] 'T/ = inf { t~0 : I:iEI 11</>i附<1}とおく．

Vt~"I とすると，

1 
P(t) = lim -log区認llt

1 
< lim -log 1 = 0 

n→ 00 n n→ oon 
wE[n 

となるので， HD(J)~t となる．よって， HD(J)~'f/

次に， ¥It>HD(J)とすると，有限集合 Fに対して， hp<tが成り立ち

1 = L 11¢ りlhF~L 認 IIt 

iEF iEF 

が成り立っ．これより， 12:: LiEF 11¢ 附であるので， t2:: ,,., となり， HD(J)2:: r, を得る．よっ

て， HD(J)= ,,., = inf { t 2:: 0 : I:iEJ 11</>i附<1}となる． ロ

定理 2.11,補題 2.21, 定理 2.23より，次の定理を得る．
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定理 2.25 (a) t-semiconformal measureが存在するならば， t=hである．

(b) t-semiconformal measureは， t-conformalmeasureである．

(c) 高々一つの h-conformalmeasureが存在する．

(d) Sが regular ⇔ P(h) = 0 

(e) Sが regular ⇔ ある t>Oに対して P(t)= 0 

定理 2.26 Sが regularである cIFSならば， t20に対して，次の 3つは，同値になる．

(a) t = hは， Jのハウスドルフ次元である．

(b) tは， Vnこ1に対して

1~ 如(t)~K

をみたす，唯一つの数である．

(c) tは， Vn21に対して

竺讃） ~1~ 如 (t)

をみたす，唯一つの数である．ここで，

幻t)=区 infI必It, inf I</>~I = inf { I</>均(x)I: x EX} 
wEJn 

である．

［証明］・(a)→(b)を示す．
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t= hならば， P(t)= 0であり，定理 2.25より t-conformal measureが存在する．よって，

補題 2.14よりμが存在し， (2.16)より l:::; LwER II必W:::; LwEJn lie/>し1ドであることと，

1 = m(J) = m(UwEJn如(X))=区 m(如(X))
wEJn 

＝互fx1必(dm玉Lに認lltdm= K-t~ 苫~II必w
となるので，

l~E II必 llt~Kt
wEJn 

が成り立っ．

・(a)→ (c)を示す．

同様に， t=hならば，定理 2.25より t-conformalmeasureとμが存在し，

l=m(J)=互L亨 dm?.互l inf I必(dm

=~ 苔~infl'Pば ldm= 出(t)
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が成り立っ. (a)を仮定したとき， l:::; LwEJn llc/J~llt となることは示したので，

が成り立っ．

・(b)→ (a)を示す．

(b)の仮定より，

かつ

出(t):::; 1 :::; E認 llt
wEJn 

1 1 
P(t) = lim -log如(t)~lim -log炉 =0

n→ 00 n n→ oon 

1 1 
P(t) = lim -log叫 (t)2:: lim -log 1 = 0 

n→ 00 n n→ oon 

であるので， P(t)= 0である．よって， (b)→(a)が成り立つ．

・(c)→ (a)を示す．

(c)の仮定より，
1 1 

P(t) = lim -logゆ (t):::; lim -log 1 = 0 
n→ oon —n n→ oon 

かつ
1 1 

P(t) = lim -log如(t)~lim -log 1 = 0 
n→ 00 n n→ oon 

であるので， P(t)= 0である．よって， (c)→(a)が成り立つ． ロ
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3 連分数展開とハウスドルフ次元

KessebohmerとZhuは，次元集合が桐密になるときと，疎になるときの Sの条件を検討し

た．そして「単純正則連分数に展開したとき，指定された有限個の項だけを持つ無理数の集

合のハウスドルフ次元は，単位区間に桐密に存在する」ということを証明した．この章では，

KessebohmerとZhuの結果を紹介し，証明する.3.1節は，一般の cIFSの次元集合について

の議論であり， 3.2節では， [O,1]区間上の無理数の連分数展開を表記する cIFSに制限してこ

の問題を議論する．そして， 3.3節では，①連分数展開に際し，連続した n個の文字 1,2,・・・,n

が不足している（現れない）ような無理数の系を考える．このような系における連分数展開で，

指定された有限個の項だけを持つ無理数の集合のハウスドルフ次元は，適当な区間に稲密に存

在するか，否か．②連分数展開で 1つの文字 nが不足している（現れない）ような無理数の系

を考える．この系では，指定された有限個の項だけを持つ無理数の集合のハウスドルフ次元の

分布はどうか，という問題に対して，新しい結果が得られたので報告する．

3.1 KessebohmerとZhuの結果

s = { <Pi I i E N}は， cIFSであるとし， Ac N , (A =/= 0 , ~A 2:: 2, 有限集合）に対して，

Ai,:= A ¥{maxA} 

At,U := (A¥{maxA}) U {maxA + 1,maxA + 2, ・・・｝

とおく．また，心を次のようにおく．

ふ(t):= exp(PA(t)) 

補題 3.1 I.Im→ O(m→ oo)であり，次をみたす数列が存在する．

Vs> 0とAc N, (A =/= 0, 有限集合）に対して，

ふ(s) —入~(s)~ ツmax:A

となる．

［証明] oscより，次が成り立つことがわかる．

訊II=: Pi→ 0 , i→00 

ここで， (w1, W2 , ・ ・ ・, Wn) E Nn は，ちょうど r := n -j個， m を含むものとし，

1~n1 く四<· • ・< nj~n は， \/k E {l, 2, ・ ・ ・, n} ¥ { ni}{=lに対して，叫 = mをみた

すとする（ただし，m,n 2 2). このとき， BDPより，

認 1,W2, …, Wn II~(Kpm)rll</J~n1 ,wn2, …, Wnj II 

47 



3.1 KessebohmerとZhuの結果 48 

を得る．そして，次にような数列を定義する．

1 
En := ?_心(s)- -log 

n 
I: II必lls

wE(Al>)n 

pressureの性質より， limn→oo En = Q となる．よって，
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となることから得られる．よって， Vn:= (Kpn)8とおくと，この補題が成り立つ． ロ

定理 3.2 s E [O, HD(JN)]とする.VA c N, 有限集合， A::J 0 , max A 2:: 3に対して，

P炉~(s) 2:: PA(s) 

が成り立つならば，ョI'nCN,有限集合 (s.t) limn→ ooHD(Jr』=sとなる．

［証明] s = 0, HD(JN)ならば，明らかに成り立つ. s E (0, HD(JN))をとり，固定する．以

下，

(1) max心<An+l 

(2) A~c A~+l 

(3) 入心(s)> 1 >入A~(s)

をみたす，単調増加な Nの有限部分集合の列 {An}企 1を定める．

まず，定理 2.23より S< HD(JN) = SUPn HD(J{l,2, …，n})であるので，

HD(J{l,2, …，k1 -1})~S < HD(J{l,2, …，k1}) 

をみたす k1が存在する．よって P{1,2,…，ki}(s) > 1より，入{1,2,…ふ}(s)> 1となる．よっ

て，次のような k1をとることができる．

k1 := min{m 2:: 1 : 入{1,2,・・・,m}(s)> 1} 
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この k1に対して，ふを

ふ：= {1 , 2, ・ ・ ・, k1} 

とおく．これを繰り返して，似と Anを定義できたとすると，

悩 U{kn+ I , kn+ 2 , ---} (S) =入A~(s) > 1 

となるので，

kn+ 1 := min { m~1 : 入如{kn+I,kn+2, …，kn+m}(s) > 1} 

を定義することができる．この kn+Iに対して，

An+l := A~U {kn+ 1, kn+ 2, ・ ・ ・, kn+ kn+I} 

とおく．このようにつくった {An}戸 1は，上の 3つの条件をみたす．また，

〇:::;1 -入A~(s) :::; 入心 (s) —入A~(s) —→ O 

となるので，

lim入心(s)= lim悩 (s)= 1 
n→ oo n→00 

となることがわかる．次に，％を入A~(sn) = 1をみたす数とする．そして，

ふ：=U戸1A~

HD(Jふ） = HD (-Ii心iA~) = limn→ oo Sn =: So 

とおく．

(i) S < Soのとき

このとき， nを十分大きくとると， S< Snとできる．すると

悩 (s)>入A~(sn) = 1 

となり，これは入A~(s) < 1 に矛盾する．よって， S~So であることがわかる．

(ii) S > Soのとき

入A~(s) <入As(s) <入As(so)= 1 

49 

となり， limn→OO 入A~(s) < 1 となる．これは， limn→OO 入A~(s) = 1に矛盾する．よって，

S::::; Soとなる．

(i),(ii)より， S= Soが成り立つので，

HD(JAs) = s 

を得る． ロ

この定理，および証明により，次の結果が得られる．
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系 3.3 定理 3.2の仮定をみたす sE [O, HD(JN)]は， Vsの集積点であり， sE Cs・

ここで， regularとabsolutelyregularの定義をする. PA(t) = 0となる解 tが存在するなら

ば， cIFS{ </>i I i E A}はregularであるという .sの任意の部分集合が regularであるとき， S

を absolutelyregularであるという .sが absolutelyregularであるとき，入A(s)= 1の唯一の

解を s(A)で表す.cIFSは， 0A= 0であるときに限り， absolutelyregularであることが知ら

れている．

定理 3.4 S = { ef>i : X→ X : i EN}を absolutelyregularである cIFSとする．

ヨsoE (0, HD(JN)); Vs E (so, HD(Ji川）， ¥:/AcN,有限集合， Ai=0に対して，

PAbU (s) < PA(s) 

となるならば， {HD(JA)IAcN,有限集合｝は， (so,HD(JN))で疎である．

［証明] (a,b)を [0,HD(JN)]の任意の開区間とする. (a, b) n Vs = 0ならば， (a,b)で疎

になるので，この場合，明らかに定義が成り立つ．よって， (a,b) nVs i= 0であるとする．こ

のとき，ヨaE(a,b)nVsであり，この aに対して，入心(a)=1 となる A。 ~N が存在する．

補題 3.1より，十分大きな mをA:=A。U{m}に対して， s(A)E (a, b) nV8をみたすよう

に選ぶことができる．また仮定より，

入Abu(s(A))<ふ(s(A))= 1 

となる.VAcNをとり，

松：=min{kEA△ X} 

と定義する．

(i) 松 =mのとき

このとき， min{ k E A \Ao}~m + 1 である．よって，入 ~Ai," となる．ゆえに

入入(s(A))さ入ルり(s(A))::;入A(s(A))= 1 

となり， s(A)::; s(A11") ::; s(A)が成り立つ．よって，このとき s(入）は，区間 (s(A11り， s(A))

の左側に存在する．

(ii) 松 >mのとき

min{kEA△ A} = min { k E (A。U{m})△A}> m 

より， AcAとなっている．ゆえに

1 =ふ(s(A))::;入入(s(A))
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となり， s(A)< s(A.) が成り立つ．よって，このとき s(A) は，区間 (s(A11~), s(A))の右側に

存在する．

(iii) 松 EAn {1, • • • , m -1}のとき

Ac := An {1, ・・・，松｝とおく．

A旦={An {1, ・ ・ ・, 松}}p 

u { max{ An {1, • • • , k△ } } + 1 , max { A n { 1, • • • , k△ }} + 2, ・・・｝

このとき， A は松を含まない．もし，ヨwEA.,w~{An{l, …，松}}pならば，松の取り

方に矛盾するので，入 ~Aげとなることがわかる．また，

Ac = An {1, • • • , 松}~{A。 u {m}} n {1, • • • , m -1} = A。=AP 

であるので，

入入[s(Aり]:::; 入A~[s(Aり］＜髯 [s(Aり] :::; 心 [s(Aり]=1

となり， s(入） < s(Aり<s(Ai, りが成り立つ．よって，このとき s(A)は，区間 (s(Aり， s(A))

の左側に存在する．

(iv) k△ EA n {1, • • • , m -1}のとき

知：＝入n{1, ... , 松｝とおく．

湯={An {1, ... , 松}r
u { max { A n { 1, • • • , 松}} + 1, max{ An {1, • • • , 松 }}+2,・・・} 

= { Ai, n {1 , ・ ・ ・, k△一 1}}

u { max { A n { 1, • • • , 松}} + 1 , max { A n { 1, ・・・ ，松}}+2,・・・} 

このとき，松の定義より， Aは松を含まず Ai,n {1 , ・ ・ ・, k△ 一 1}に含まれるか，

それ以降の {max{An {1, • • • , 松 }} + 1, max{A n {1, ・・・，松}}+ 2'・・・｝に含まれる．

よって， A~Aりかつ An~A であるので，

ふ[s(A)]::; 入A~[尋）］＜知 (s(A))::; 入入[s(A)]= 1 

となり， s(A)< s(入）が成り立つ．よって， このとき s(A)は，区間 (s(Aり， s(A))の右側に

存在する．

以上より，入Ab~(S) くふ(s) であるとき，ハウスドルフ次元が桐密に存在しない区間

(s(Ab~), s(A))が存在する． ロ
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3.2 連分数展開の場合

ここまでの議論は，一般の cIFSについて成り立つ．定理 1.1のために， [O,1]区間上の無理

数の連分数展開を表記する， Sepを次の方法で与える．まず， iENについて

1 
fi(x) = 

i+x 
, x E [0, 1] 

を与える. {Ji Ii EN}は， BDPをみたさないから，合成関数

Ii O Ii , i, j E N 

に番号をふり直して

Sc F = { </>i I i E N} 

とする．このように Sepを定めても，極限集合が同じ連分数展開の集合を表すことに変わり

はない．特に， Jarm'kの結果 [5]から

HD(JN) = 1 

である．

w := (w1,wぁ.. .'叫） E即によって得られる連分数 [w1,w2,・ ・ ・,wn] E Qを

[w1, 吟， ...'Wn]= 
四 (w)

qn(w) 

とおく．この連分数の分母 qn= qn(wln)は，次をみたすことが知られている．

q_l = 0 , qo = 1 , qi = Wi qi-1 + qi-2 , i 2:: 1 

Sepのpressureは，次のように中間近似分数の分母を用いて表すことができる．

補題 3.5 VA c N, Vs E股に対して，

1 
聾）＝』閃云log区知(w)-2s

wEAn 

となる．

［証明］ はじめに， wEAnに対して，

1 
必(x)=心，…， W n(x) = 

「q2n(w)+ xq2n-l (w 
1 

- - 2 

知 (w)2[1 + x(qに図）］
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となることを示す.W = (W1, W2, ・ ・ ・, Wn)に対して，

<Pw(x) = <P叩，w2,…，wn (x) = (Ji吋゜ fw?)O (Ji吋゜ fw~) 0・ • ・0 (;'4咄゜ fw~)

とおく．

・n = lのとき

ん(x)=な(!.詞）＝（叫/土〗
ー ー

―(w回 +w拉+1)2―{(wfw? + 1) +wfx}2 
1 1 

2 ＝ 
伽(w)+岬(w)] の(w)2[1+x(認｝）］

となり，成り立つ．

・n = kのとき

¢' 
1 

w1,w2,・・・,wk (x) = 
r知 (w)+ xq2k-1(w -

が成り立つと仮定する．

・n=k+lのとき

Q2(k+1)-1(w) = Wk+1Q2k(w) + Q2k-1(w), Q2(k+1)(w) = wl+1Q2(k+1)-1(w) + Q2k(w)である

ことに注意すると，

心，w2,…，Wk+l (x) =心，w2,…，Wk(如 1(x))
1 1 

1 
X 

圏 (w)+ 1 知—1(w)]2 (wl+1心 +wい+1)2 

Wk+l + 2 
Wk+l + X 

1 1 

知 (w)+ 
［ 心 +x 2x(叫心＋叫X+ 1)2 

叫心+wi+1X+ 1 Q2k-1(w)] 

1 

{ 1 2 
2 

(wk+lWk+l知 (w)+知(w)+w~+1Q2k-1(w)) + x (wk+l知 (W)+ Q2k-1 (W))} 
1 

{ (2 2 
Wk+1Q2k+1(w) +知(w))+ X (wk+l知 (w)+ Q2k-1(w))} 

1 1 
2 ＝ 

[Q2(k+1)(w) + XQ2(k+l)-l (w)] q~(k+li(w) [ l + X Q2(k+l)-l (w) 
2 

Q2(k+l) ] 
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となる．よって，

1 1 

n→ oon 区PA(s) = lim -log 
wEAn 如 (w)2[1+x(冗こ靡）]2 

1 
= lim -log L II知 (w)-2s11

n→ oon 
wEAn 

が成り立つことがわかる． ロ
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s 

補題 3.6 (w1 , W2 , ・ ・ ・, Wn) E Nnは，ちょうど r := n -j個， m を含むものとし，

1::; n1く四< ・ • ・< ni ::; nは，¥/k E { 1 , 2 , .. ・, n} ¥ { ni }{= 1に対して， Wk=m をみた

すとする（ただし， m,n~2). wから mを取り除いたものを w':=(wn1, W匹， ...'Wni)と

おく．このとき

(>2r• ~ :;; し門~ ~ (m+ 1r 
が成り立っ．

［証明] r = 1のとき，成り立つことを示す. 1::;z::;nに対して， wz= m とする．

qk :=保(w1, w2 , ・ ・ ・, Wk) , 1 ::; k ::; n 

q~_1 := qk-1 (w1 , w2 , ・ ・ ・, wz-1 , wz+1 , ・ ・ ・, wk) , l + 1 ::; k ::; n 

とお<. m-(閉+1) =閉ー 1> 0 より， m~ 四戸，訊了 =m+ 炉~ ~m であるので，

m+2 

2 
~m~ 

Ql mqz-1 + Ql-2 Ql-2 
-=  =m+ ―一 ~m+l
Ql-1 Ql-1 Ql-1 

となる．さらに， Qk+l= Wk+l保 +Qk-1であるので，

qz+1 
I 

ql 

叫 +1qz+ qz-1 (m叫 +1+ l)Qz-1 + wz+1Qz-2 

Wl+l如 1+ ql-2 叫 +Iql-1+ Ql-2 

=1+ 
((m -l)wl+I + l)ql-1 + (wl+1 -l)m-2 

~1+ 

叫+1促 1+ Ql-2 

((m -l)wl+I + l)ql-1 + (wl+1 -l)m-1 
=m+l 

WL+lql-1 

を得る．下からの評価についても，

Ql+l 
ー =1+

((m -l)wz+1 + l)qz-1 + (wz+1 -l)qz-2 

qf 切 +lQl-1+ Ql-2 

~1+ 
((m -l)wz+1 + l)qz-1 (m -1) + 1 

~1+ 
(wz+1 + l)qz-1 2 

m+2 

2 
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を得る．よって，

が成り立っ．

・r = kのとき

m+2 
＜ 

qn 
2 - '  

<m+l 
qn-1 

(m;2)k~Qn~~72,)~(m+lt 

が成り立つと仮定する．

・r=k+lのとき
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k回， mをキャンセルしたあとは， r= 1のときと同じになる．そこで， l= n-(k+l)と

し， w"はn-r+l個の要素からなるものとすると，

伽 (w) qn(w) qn-k(w") 
= X 

q正 (k+l)(w') qn-k(w") qn-(k+l) (w') 

s(m+l)kx(m+l) 

= (m + l)k+l 

となる．同様に

伽 (w) Qn(w) Qn-k(w") 
= X 

Qn-(k+l) (w') Qn-k(w") Qn-(k+l) (w') 

2 (m;2)k+l 

となる．よって， r= k+ 1のときも成り立つので，帰納法により

(m+2rく 伽(w)一 :S(m + l)r 
2 Qj (w') 

が成り立つ． ロ

補題 3.7 m~2 , VA c N¥ { m} , 有限集合とする．このとき

(m~l r• ::,'. PAu{m}(s)~PA(s) ::,'. (m: 2 r• 
が成り立つ．
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［証明] A':= AU  {m}とおく．補題 3.1で定めた数列｛％｝を用いる．

和：＝凡(s)-_!_ log E知 (w)-2s→ 0 , nー+00 
n 

wE(A)n 

すると，補題 3.5と補題 3.6より，

¼ 

入N(s)=旱 cE~)n (q2n(w))-2•) 

~lim en ( n→ oo~2;)(m+ 1)-2i• ぷ;(q2n-j(wW2") 

¼ 

ミニ(fド）(m+ 1)-2jsふ(s)2n-je―2n苧 E2n-; ¼ 
j=O J 1)  

＝ (m + 1)2s 
＋ふ(s)

を得る．同様に上からの評価についても

入A':S二（芦(2jn)(m;2) ―2js ふ(s)2n-je2古翌知—;)¼
22s 

＝ (m + 2)2s 
＋ふ(s)

を得る．よって，

(m~l r• :S PAu{m}(s) -PA(s) :S (mこ） 2• 

が成り立っ． ロ

定理 3.8 Sepでは，定理 3.2の仮定が VsE [O,HD(JN)]に対して成り立つ．

従って， {HD(J A) : A C N , 有限集合｝は， [O,HD(JN)]で稲密になる．

［証明] Vs E (0, HD(JN)) をとり， VA~N, max A 2:: 2とする．

AD~N\{maxA}, AD~N\{maxA + 1}, AD~N\{maxA + 2}, ・・・

であるので，補題 3.7より， Vk2:: 1に対して

LmaxA~k)+lr~ 入A'u{maxA+k} (s) —心 (s)

56 
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となる．よって，

入AbU(s)~ 入Abu{maxA+l,…，k}(s) 

＝入応{maxA+l,…， k}(s) —入Abu{max:A+l, …, k-l}(s) 

＋入応{max:A+l,…， k-l}(s) —入Abu{max:A+l' …， k-2}(8)

＋入応{maxA+l}(s) —知 (s)

心 (s)

＞ 
j=~ 名~+1 (j +11)2• +心(s)

となる. k→ 00とすると，

L 
1 

＋心(s)
j=maxA+l 

(j + 1)2s 

CX) 

入A"~(s) 2:: 

が成り立っ．

(i) s::;½ のとき

（＊）の右辺は， 00になる．よって，このとき

入Ai,り(s)2:: ふ(s)

が成り立っ．

(ii) ½< s ::; HD (JN)のとき

．．．（＊） 

(max A+ 2) -(228 X (2s -1)) = max A+ 2 -21+2s X s + 228• • • ① 

ここで， f(s)= -21+2s X s + 22sとおく．

f'(s) = -21+2• -log22+2• + log2H2• = -21+2• + log 2が~2s
= -21+2s -log 22 

1+2s 

<0 

となるので， f(s)は単調減少である．
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よって，① 2:: max A + 2 -4 = max A -2 2:: 0より， maxA+ 2 2:: 228(2s -1) > 0となる．

これより，

(*) :::: 心 (s)+ /'°1 心＝心(s)+ 1 
(x + l) 28 2s -1 

(max A+ 2)1-28 
max:A+l 

maxA+ 2 228 
＝心(s)+ (max A+ 2)-28 2:: 知 (s)+ 

2s -1 

ミ心U{max:A}(s)

＝ふ(s)
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を得る．ゆえに， VsE (0, HD(JN))に対して，

入Al>"(s)~ ふ(s)

が成り立ち，補題 3.3より， SはVsの集積点になる．よって， {HD(JA) : A C N, 有限集合｝

は， [O,HD(JN)]で桐密になる． ロ

3.3 使える文字に不足がある場合

定理 3.9 任意の nENについて， {HD(JA):AC  N¥{1,2,・・・,n}, 有限集合｝は，区間

[O, HD(JN¥{1,2, …，n})]で穂密になる．

［証明] Vs E (0, HD(JN¥{1,2, …，n})) をとり， VA~N\{ 1, 2, ・ ・ ・, n}とする．このとき，

maxA > nかつ，

AP~N\{max.A}, AP~N\{max.A + 1}, AP~N\{max.A + 2}, ・ ・ ・ 

であるので，補題 3.7 より， Vk~1 に対して

LmaxA~k)+lr~ 入砂{maxA+k}(s) —知 (s)
となる．よって，

知 u(s)~ 入A印 {max:A+l,…, k}(s) 

＝入Abu{max:A+l' …， k}(s) —入Abu{max:A+l, …，k-l}(s) 

＋心U{max:A+l,…, k-l}(s) —入A印{max:A+l, …，k-2}(s) 

＋入A11u{maxA+l}(s) —入Ab(s)

＋心(s)

＞ 
j=~ 名~+1 (j +11)2• +知(s)

となる. k→ 00とすると，

入Al>~(s)~ L 
1 

＋入Ab(s) 

j=max:A+l 
(j + 1)2s 

CX) 

... (*) 

が成り立つので， A~N\{ 1, 2, ・ ・ ・, n}とした場合も，定理 3.8と同様に

入At,~(s) 2:: ふ(s)
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をみたす．ゆえに補題 3.3より，この sはVsの集積点になる．

よって， {HD(JA): A C N¥ {1, 2, ・ ・ ・, n}, 有限集合｝は， [O,HD(JN¥ {1,2, …, n})]で桐密で

ある． ロ

定理 3.10 任意の lENについて， {HD(JA): AC N¥{l}, 有限集合｝は， [0,HD(JN¥{l})] 

で桐密になる．

［証明] Vs E [O, HD(JN¥{l})]をとる.VA c N¥ {l} , max A~3 とする．

釘=!2 o f3 , 如=f4°Is , 如=/6 o !1 

と定義すると，

区 IIんII1 2 = II且(f3(x))ll2+ 11且(fs(x))ll2+ 11.fi勘 (x))ll2
W1E{l,2,3} 

::; I I且(x)II 2 I lf~(x)ll2 + 11且(x)I『11且(x)I戸+llf~(x)ll2 111;(x)IIう

1 2 1 2 1 2 1½ 
= X + X 

(2+x)2 (3+x)2 (4+x)2 (5+x)2 

1 2 1½ 
+ (6+x)2 x 1(7+x)2 

1 1 1 1 1 1 101 
=-x-+-x-+-x-=-

2 3 4 5 6 7 420 
く 1

となるので，

n 

1 1 
P{1,2,3}(s) = lim -log 

n→ oon 
区 II必11s ::::; lim -log 

n→ oon L llc/J~l 11s 
wE{l,2,3} (坤{1,2,3})

= lim log n→ 00 L llc/Jら1ド<1 
W1 E{l,2,3} 

を得る．よって， ScFにおいて，定理 3.2の証明の k1をk1> 3としてとることができるの

で， max:A~3 と仮定できる．また，

AP~N\{maxA}, AP~N\{max:A + 1}, AP~N\{maxA + 2}, ・ ・ ・ 

であるので，補題 3.7 より， \/k~1 に対して

LmaxA~k)+lr~ 入A'u{maxA+k}(s) —心 (s)



3.3使える文字に不足がある場合

となる．

・l < maxA+ 1のとき

l = lのとき同様に，

入Ai1り(s)2:: 入A11u{maxA+l,…，k}(s) 

＝知U{maxA+l,…， k}(s) —入A印{maxA+l, …，k-l}(s) 

＞ 

心U{max:A+1}(s) —知 (s)

心 (s)

j=~ 名~+I (j +\)2• +心(s)

となる. k→ 00とすると，

E 
1 

十入Ab(s) 
j=maxA+l 

(j + 1)2s 

(X) 

入Abtt(s)~ 

が成り立つので， AこN¥{l}とした場合も，定理 3.8と同様に

入Abtt(s)~ ふ(s)

をみたす．

·k>l~max:A+l のとき

入心tt(s)~ 心 U{max:A+l,max:A+2, …，l-l,l+l, …，k}(s) 

＝知U{max:A+l,max:A+2, …，l-l,l+l, …, k}(s) 

＞ 

—入応{maxA+l ,max:A+2, …, l-l,l+l,•••,k-l}(s) 

＋入応{maxA+l,max:A+2, …，l-l, l+l, …, k-l}(s) 

—入如{maxA+l,max:A+2, …，l-l,l+l, …，k-2}(s) 

＋入応{max:A+l,ma.xA+2, …，l-1,l+l}(s) 

—入応{max:A+l,ma.xA+2, …，l-l}(s) 

＋入応{max:A+l,ma.xA+2, …, l-2,l-l}(s) 

—入如{max:A+l, ma.xA+2, …，l-2}(s) 

＋入応{max A+ 1} (S)一心(s)

心 (s)

f. u+\)2• 心 (s)
j =max A+ l ,j-f:-l 
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3連分数展開とハウスドルフ次元

となる. k→ 00とすると，

00 

入Al>#(s)~ L 
j=max:A+l,jナl

となる．

(i) s~½ のとき

1 

(j + 1)2s 

（サ）の右辺は， 00になる．よって，このとき

＋心(s)

入炉り(s)2:: ふ(s)

が成り立っ．

(ii) ½< s~HD(JN\{l}) のとき
x := max A + 2 2:: 5に対して，

h(s) := x 228 (2s-1) 
g(s):=1+{ふ}2s-1_ {出}2s-1

fx(s) := h(s) o g(s) 

・・・ （サ）

とおく．定理 3.8の証明で示したように， h(s)は単調減少であり， h(l)2:: 0となる．また，

g'(s) = 2 (ふ）2s-1 X log い）— 2 C~lr•-1 X logい）
より， g(s) も単調減少であり， x~5 より

g(l) = 
z2 + 2z + 2 -x z2 + 2z + 1 z + 1 

＞ = >。
(l+l)(l+2) 一 (l+l)(l+2) l+2 

となる．よって， fx(s) も単調減少であり， x~5 より

f.,(s)~/.,(1) =竺(}+ X _ X) =竺 xz2 + 3z + 2-x 
4 l+2 l+l 4 

x z2 + 2z + 1 x (l + 1) 
>-x =-X  
-4 (l + l)(l + 2) 4 (l + 2) 

~1 

< 0 
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となる．これより，

62 

入Ab"(S) 2:: 
1 

(j+1)2s 
＋知(s)

j =max A+ 1,j =f.l 

(X) 

区

ミ心(s)+ [axA+l (x +11)2• dx + 1: (x +11)2• dx 

＝心(s)+ [-2s1 + 1 (x + 1)-2s+1]~axA+l + [ _2: + 1 (x + 1)-2•+1] :1 

1 1 1 1 1 1 
＝知(s)- + + 2s -1 (l + 1)2s-l 2s -1 (max A+ 2)2s-l 2s -1 (l + 2)2s-l 

1 1 (maxA+2) 
こ入心(s)+ =入Ai,(s)+ り2s -1 (r----A'n\応—1

(max A+ 2)-28 

22s 
こ入Ai,(s) + 

(maxA+2) 
-2s 2:: 入砂{max:A}(s)=ふ(s)

が成り立っ．ゆえに補題 3.3よりこの SはVsの集積点になる．よって，

{HD(JA) : AC N¥{l}, 有限集合｝

は， [0,HD(JN¥{z})]で稲密である． ロ



4 自己アフィンフラクタル

この章では， Xが区間であり，更に SがX上のアフィン変換族の場合，次元集合が桐密に

なるときと，疎になるときの Sの条件を検討する.4.1節では，自己アフィンフラクタルの性

質を示し， 4.2節では， absolutelyregularシステムの次元集合の性質を検討する.4.3節では，

Sが Icf>~I = a x r-k , a : 定数， r>lのような例を考える．そして， rが大きくなるごとに，

次元集合が桐密である区間は狭くなり，一方で，次元集合が疎である区間は拡がることを示す．

4.1 自己アフィンフラクタルの性質

これから， X を閉区間であるとし， IFSs = { <Pi I i E N}は，次をみたすものとする．

(1) Sは， U= Int(X)に対して， openset condition (OSC)をみたす．つま

り， UつuiEN<Pi(U)が成り立つ．ただし，右辺は互いに素とする．

(2) かはすべてアフィン変換であり， I</>り>0である．

この場合，極限集合を自己アフィンフラクタルとよぶ．系 2.24から次が成り立つ．

定理 4.1 自己アフィンフラクタル JAのハウスドルフ次元は，

HD(JA) = inf{s > 0 : 区 l</J~ls~1}
kEA 

で与えられる．特に， Aが有限集合であるならば，

である．

HD(JA)は， LI¢仙ド =1となる唯一つの Sの値

kEA 

以下， ak= I</>いとおく．すると， (1) と (2) より， Lkak~1 かつ知 >0 を得る．

AcN を空でない集合とし， s~O に対して

叫 s)=区at
kEA 

とおく．肛(s)は， sに対して非増加である．また，

および

0A = inf{s>O: 瓜 (s)<oo}

F(A) = {伽,oo)'μ 叫） = oo, 
[0A, oo) , μA(0A) < 00. 
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と定めると， μAは， F(A)において，連続かつ減少である凸関数になる．特に， Aが有限集合

であるならば， μA(s)は， sに対して連続で減少な凸関数になる．

極限集合のハウスドルフ次元は，次のように与えられる．

HD(JA) = inf{s > 0 : μA(s)さ1} (4.1) 

これより，区kak ::; 1であるので，μ爪1)::; 1 となる．ゆえに， VA~N に対して， HD(JA) ::; 1 

となる．

命題 4.2 A, A'~N とする．

(i) HD(JA) > 0かつヨso> 0 (s.t) so < Vs < HD(JA), μA(s)::; μA1(s) 

ならば， HD(JA)::;HD(J: 人）となる．

(ii) ヨso> HD(JA) (s.t) HD(JA) < Vs < so, μA(s)::; μA1(s) 

ならば， HD(JA) ::; HD(JA)となる．

［証明] (i)を示す. sをso< s < HD(JA)をみたすようにとる．すると， (4.1)より，

μA(s) > 1を得る．これより， μA1(s)> 1となり，再び (4.1)より， HD(JA,)> sを得る．

よって， HD(JA)< HD(JA,)が成り立つ．同様に， (ii)が成り立つことが示される． ロ

命題 4.3 A~A' ならば， HD(JA) ::; HD(J: 人）である．さらに， Aが有限集合かつ A#A' 

であるならば， HD(JA)< HD(JA)となる．

［証明] A~A'~N とする．このとき，

叫 s)=区ak::;L吐=μA1(s)
kEA kEA' 

となるので，命題 4.2 より， HD(JA)~HD(JA,) が成り立つ．次に， A が有限集合であ

ると仮定する. HD(JA)は， μA(s)= 1をみたす唯一の解であり， A#A'であるので，

HD(JA) < HD(JA,)が成り立つ． ロ

命題 4.4 {An}を正の整数の集合の非減少列であるとする．するとこのとき

HD(Ji山心） = supHD(J心）
n 

を得る．その結果， {HD(JA): AC N有限集合｝は， {HD(JA): AC  N}で稲密になる．

［証明] {An}が正の整数の集合の非減少列であるならば，μ山Aれは，

μ山心(s)= supμ 心(s)
n 

をみたす. (4.1)より， HD(J;山A』=supn HD(J. 心）となり， {HD(JA): AC N有限集合｝

は， {HD(JA): AC  N}で稲密であることがわかる． ロ
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命題 4.5 {HD(JA) : AC  N有限集合｝は，孤立点を持たない．

［証明] AcNを有限集合とし， I'n= AU{maxA+n}とおく．すると，

μA(s) = infμrn (s) 
n 

をみたし， (4.1)より，この命題が成り立つ． ロ

ここで， mENに対して，

Am = { 1, 2, ・ ・ ・, m}, nm = N¥ { m} 
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と定義する．また， A。=0, n。=Nかつ μ0= 0とする．すると，命題 4.3から，次が成り

立つことがわかる．

補題 4.6

HD(JA。)< HD(JAJ < HD(.J心）く HD(.J心）＜．．．

となる．

［証明] Vi 2:: 0に対して， AiC Ai+lをみたす．よって，命題 4.3より， Vi2:: 0に対して，

HD(.Jふ）さ HD(JAi+l)が成り立つ． ロ

補題 4.7 r~N かつ kEI', lENとする. ak 2:: azならば，

HD(Jrn叫:::;HD(Jrn叫

となる．

［証明] ak 2:: az'k E r'l E Nとする．このとき， 0:::; Vs :::; 1に対して，

μrnnk (s) :::; μrnnz (s) 

が成り立つ．よって，命題 4.2より， HD(Jrnnk):::; HD(Jrnnz)が成り立つ． ロ

命題 4.8

〇＜ヨs< HD(JN) (s.t) L 吐 ~a:ri, Vm EN  
k>m 

とする．このとき，正の整数の有限集合の非減少列 {rn}で， supnHD(Jr』=sをみたすも

のが存在する．

［証明］ はじめに，正の整数の有限集合の非減少列 {rn}と，増加列{mn}で，

μrn (s)~1 <μrnU{mn}(s), Vn EN ・・・（＊）
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をみたすものを構成する. s < HD(JN)であるので， (4.1)より， μN(s)> 1となる．よって，

加=min{ m 2:: 2 : μ{1,2, …，m}(s) > 1} 

を定義することができる．そして，

I'1 = {1, 2, ・・・ , m1 -1} 

とおく．几と mれが与えられたとすると，仮定により，

μい｛叫+1,叫+2,…}(s) =μrn(s) + L ak~ 凡 (s)+心=μい {mn}(s)> 1 
k>mn 

が成り立っ．よって，次のように mn+lとI'n+lを定義することができる．

mn+l = min{m~ 叫 +1:μい {fin +1,mn +2, …，m}(s) > 1} 

r n+l = {~:'LJ { fin + 1, fin + 2, ・ ・ ・, fin+l -1}, 

叫 +1=叫 +1のとき

ffin+l >叫 +1のとき

几と mnは，（＊）をみたす．よって， 0:::; 1 -μr n (s) ::; a盆”→ 0となり， supnμrn(s) = 1 

が成り立つ．

次に， supnHD(Jr』=sとなることを示す．任意の nに対して， μrn (s) ::; 1であるので，

(4.1)より， supnHD(Jr』::;sとなることがわかる. supnHD(Jr』<sと仮定し， I'=UnI'n 

とおく．すると，命題 4.4より， HD(Jr)= supnHD(Jrn)となる. μrは， F(r)におい

て，減少関数であり， HD(Jr)< sより， μr(s)< 1を得る．一方で，任意の nについて

μrn (s) <μr(s) < 1であり，このことは， supnμrn(s) = 1であることに矛盾する．よって，

supnHD(Jr』=sが成り立つ． ロ

定理 4.9

〇＜ヨs0< HD(JN) (s.t) L 吐゜ ~a盟，VmEN
k>m 

とする．このとき次元集合 {HD(JA): AC N, 有限集合｝は， (0,so]で桐密になる．

さらに， {HD(JA): AC N} = (0, so]となる．

［証明］ 任意の mに対して，区k>m吐゚ 2::a盟が成り立つと仮定する．すると， 0<Vs~so 

とVmENに対してこk>mak 2:: a:nをみたし，命題 4.8より，次元集合は， (0,so]で稲密に

なる．また，命題 4.4より， {HD(JA): AC  N} = (0, so]が成り立つ． ロ
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4.2 Absolutely Regularシステムの次元集合

この節では， S= {fPk : k EN}はabsolutelyregular であると仮定する．つまり， \/A~N

に対して，瓜(s)= 1であるときに限り HD(JA)= sとなる．

補題 4.10 A~N , o > 0 , μA (o) < 1とする．すると，

HD(JA) < o 

となる．

［証明] μ は単調減少であることと，ハウスドルフ次元は， μA(s)= 1の解 sであることより，

μA(o) < 1ならば， HD(JA)< Q となる． ロ

命題 4.11 r~N とする. lは， az= min{ ak : k E r nん｝かつ

E砧D(JrnAz)< a~D(JrnAz) 

k>l, kEI' 

をみたすとする．このとき

{HD(JA) : A~r} n (HD(Jrnnz), HD(JrnAz)) = 0 

となる．

［証明］ 仮定より，

μrnnz(HD(JrnAz)) =μAz-1nr(HD(JrnAz)) +区％HD(JrnAz) 

k>l, kEr 

<μAz-1nr(HD(JrnAz)) + al 
HD(JrnAz) 

=μrnAz (HD(JrnAz)) = 1 

となる．よって，補題 4.10より， HD(Jrnnz) < HD (JrnAz)が成り立つ．

次に， A~r とする. [r n Al]~A ならば， HD(JA)~HD(JrnAz) となる．よって，

HD(JA)~(HD(Jrnnz), HD(JrnAz))が成り立つ. [r n AL]~A ならば，

ヨjE r n Al (s. t) A~[r n約］

となる．よって，このとき HD(JA)::::; HD(Jrnni)が成り立つ．一方で，補題 4.7より，

HD(Jrn叫さ HD(Jrnnz)となるので，この場合も

HD(J A)~(HD(Jrnnz) , HD(JrnAz)) 

が成り立つことがわかる．よって，この定理が成り立っ． ロ



4.2 Absolutely Regularシステムの次元集合

定理 4.12 Sは， absolutelyregularであり， l</JiI~1¢ ら I~I釣I~... であるとする．

(i) ヨmEN (s.t) Lk>m ak く am
HD(J{l,2, …, 1n}) HD(J{l,2, …, 771,}) 
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とする．このとき， {HD(JA): A~N} n (a, (3) = 0となる区間 (a'(3)こ(0,HD(JN)]が存

在する．

(ii) m>2は，
区砧D(J{l,2,…，Tn-1}) < aHD(J{1,2, …，Tn-1}) 

m-1 

k>m 

をみたすとする．このとき，

{HD(JA) : A~N, m ff_ A} n (a, {3) = 0 

となる区間 (a,{3)~[O, HD(JN¥{m})]が存在する．

［証明］

・(i)を示す．

命題 4.11において， I'=N,l=mとおくと成り立つことがわかる．

・(ii)を示す．

同様に命題 4.11において， r= N¥{m}, l = m -lとおくと成り立つことがわかる．

ロ

命題 4.13

ヨA。 ~N 有限集合，ヨmo EN (s.t) mo~maxA。

かつ
L a:D(JAo) < a閃~(JA。) , VmEA。,Vm~m。

k>m 

をみたすならば，

ヨ{an},ヨ{f3n} (s.t) f3n+lく Onく f3n,inf On= HD(JA。)
n 

かつ

{HD(JA) : AこA。または min[A\Ao]~mo} n (an, f3n) = 0, ¥/n EN 

が成り立っ．

［証明] no= maxA。,n = l, 2, ・・・に対して，

rn =A。U{no+n}, r~=A。 U { no + n + l, no + n + 2, ・ ・ ・} 
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とおき,f3n = HD(ふ）， Gn= HD(Jr砂とおく．このとき， I'n+lCI'~ であるので，まず

f3n+lく％を得る．また， HD(ふ） > HD(Jr。)であるので，

叩 (HD(ふ）） =μA。(HD(ふ））＋区砧D(Jrn)

k>no+n 
HD(Jrn) 

<μA。(HD(Jr』)+ano+n =μrn(HD(Jr』)=1 

となるので，補題 4.10より，

Gn = HD(J叫<HD(Jr』=/3n 

を得る．また， infnμrn=μr。であることより，

i~f an = HD(JA。)

が成り立っ．

次に 2 つ目の主張を示す.A~A。ならば， an > HD(JA。)であるので， Vnに対し

て HD(JA)~(an, f3n)が成り立つ. \:In と [A\Ao]~mo をみたす VA~N に対して，

HD(JA)~(an, f3n)が成り立つことを示す.nとこのような Aを固定する．

rれ ~A ならば， HD(JA)~(an, f3n)が成り立つ．そうでなければ，

j = min{k Er n U A : k~I'n または k~A}

とおく．すると， I'nnAj-1 = An Aた 1となり， maxrn= no +n かっ rれ ~A であるので，

j~no+n を得る．

j=no+nならば， no+n~A であるので， HD(JA) < HD(Jr~) となり，

µA(HD(Jr~)) =μAnAno+n-l (HD(Jr~)) =μAn{no+n+l,n0+n+2, …}(HD(Jr~)) 

<μAnAno+n-1 (HD(Jr,)) +区％
HD(Jr,) 

n 

” k>no+n 

＝恥(HD(J:叫）＋区％
HD(Jr,) 

n =µr~(HD(Jr,)) = 1 
” 

k>no+n 

を得る．ゆえに HD(JA)< HD(Jr砂＝％が成り立つ．

j<no+nかつ jff-Aならば， jEA。となり，同様に

瓜 (HD(JA。)） =μAnAj-i (HD(JA。)） +μAn{j+l,j+2, …}(HD(JA。)）

<μ 知 nAj-i(HD(JA。)） + a7D(JAo)~ μA。(HD(JA。)） =1 

を得る．よって， HD(JA)< HD(JA。)< Onが成り立つ．

最後に， j<no+nかつ jEAとする．このとき， jff-A。,j 2:'.: moとなり

叫 (HD(JA))=μrnnAj-i (HD(JA)) +μ 几 n{j+l,j+2,…}(HD(JA)) 

<μAnAi-l (HD(JA)) + a『D(JA)さμA(HD(JA))= 1 
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を得る．よって， HD(JA)> HD(Jr』=f3nとなり，この命題が成り立つことがわかる．

ロ

定理 4.14 Sは absolutelyregularであり，

〇＜ヨso< HD(JN) (s.t) 区咋 < a盟， VmEN
k>m 

とする．このとき， {HD(JA): A C N}は， [so,HD(JN)]で疎になる．

［証明］
ヨA (s.t) HD(JA) E (so, HD(JN)) 

とする．すると，命題 4.4 より，有限集合 A。 ~A で HD(JA。) E (so, HD(JN))をみたすもの

が存在する．つまり，
区a!D(JAo)< a閃~(JAo), ¥/m EN 

k>m 

が成り立っ．命題 4.13より， f3n+lく知くぬ， infnGn = HD(JA。)かつ

{HD(JA) : AC  N} n (an, f3n) = 0 

が任意の nについて成り立つような 2つの列 {an},{f3n}が存在する．

よって，次元集合 {HD(JA): AC  N}は， [so,HD(JN)]で疎である． ロ

4.3 例

次のような，単位区間におけるアフィン変換の集合 S={伽=ak x + bk : k E N}を考え

る.r>lに対して

｛知=(r -1) r-k , k = 1,2, ・ ・ ・, 

b1 = 0'  bk=釘十 a2+・ ・ ・+ ak-l , k = 2, 3, ・ ・ ・. 

とおく．すると， 0<Vs< 1に対して

1 
E 吐=(r-1)8Er―sk = (r _ l)s 

r8 -1 
k>l k~l 

が成り立つ．よって， Sは absolutelyregularであり，区K知 =1であるので， HD(JN)= 1 

であることがわかる．同様に， 0<Vs< 1に対して

r -sm 区ak= (r -I)s = 1 が
戸ー 1 戸ー 1 m 

k>m 
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が成り立つ．

主張 1 l<rさ2ならば， {HD(JA): AC N有限集合｝は， [O,1]で桐密になる．

［証明] 1 < rさ2ならば， Vmに対して，

-m  L r 保 =(r -1)~am 
r-1 

k>m 
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となる．定理 4.9の仮定が， so==1に対して成り立つので， {HD(JA): AC N有限集合｝は，

[O, 1]で稿密になる． ロ

主張 2 r>2ならば， {HD(JA): AC N有限集合｝は， [O,logr 2]において稲密に存在し，

[log心， 1]で疎になる．

［証明] r > 2とする.VmENに対して

E 吐~gr2 = a控r2

k>m 

であるので，定理 4.9より， {HD(JA): AC N有限集合｝は， [O,logr 2]で稲密になる．一方

で， VsE (logr 2 , 1)に対しては，

L ak < a:ri , Vm E N 
k>m 

となる．よって，定理 4.14より， {HD(JA): A C N有限集合｝は， [logr2, 1]で疎になる．

ロ

主張 3 1 < r :S 1 +2v'5ならば， VmENに対して， {HD(JA): A C N有限集合， m (/_ A} 

は， [O,HD(JN¥{m})]で桐密になる．

［証明] 1 < r :S旦各§ ならば， 1+ r -r2 2:: 0が成り立つ.VmENをとり，固定する．この

とき， VlEN, l-/= m に対して，どk>l,k-/-mak 2:'. azとなることを示す．

・ l > mのとき

主張 1と同様に，

こ こ r 
-m  

知 ＝知==(r -l) 2:: az 
r-l 

k>l,k-f:.m k>l 

となり， Lk>l,k令訊k2:'. azが成り立つ．

・ l==m-lのとき

このとき

r -m  r -1 

区知=L保=(r -1) r _ 1 = (r -1) r —(m-1)~ 
k>l,k-:f:.m k>m 

~(r-l)r—(m-l) = am-1 = az 
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となり， I:k>l,k-:fmak~az が成り立つ．

・ l<m-1のとき

このとき

m-1 -m  m-1 
r E知＝区保+L保=(r-1)r-l +(r-1)区 r-k

k>l,k-:f.m k>m k=l+l k=l+l 

2::(r-l)r―(l+2) + (r -1) r-(l+l) = (r -1) r―l-2(1 + r) 

2::(r-l)r―l-2 r2 = (r -1)戸=al 

となり，区k>l,k-:f.mak 2:: alが成り立つ．
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よって，定理 4.9より， {HD(JA): AC N有限集合， m(j_ A}は， [O,HD(JN¥{m})]で稲密

になる． ロ

主張 4 旦ぎ~<r::;2 のとき， s0 = logr旦竺とする．

このとき ¥/mENに対して， {HD(JA): A C N有限集合， m (j_ A}は [O,so]で稲密にな

る．

一方で，十分大きな mENに対しては， {HD(JA): A C N有限集合， m(/_A}n/=0を

みたす区間 I~[so, HD(JN¥{m})]が存在する．

［証明］ 旦ぎ§<r::;2とし， 0<so< 1を 1+ rso -r2so = 0をみたすようにとる．すると，

0 < s < soに対して， 1+戸ー r2s> 0が成り立つ．よって，主張 3と同様に VmENに対し

て {HD(JA): AC  N有限集合， m(j_ A}は， [O,so]で稲密になる．

次に， moを¥/m2:: moに対して， HD(JA,n_1)> soをみたすようにとる．すると， ¥/m2:: m。
に対して

区a:D(Jい） < a:1翌竺1)

k>m 

となる．よって，定理 4.12(ii)より， {HD(JA): A C N有限集合， mrt.A}nI=0をみた

す区間 I~[so, HD(JN¥{m})]が存在する． ロ

次の主張のために， n=l,2,3,・・・に対して，

1 < Tnく 2 ' 咄(rn-1) = 1 

をみたす数 Tnを考える．このような数 Tnが存在し， Tn+l< Tnとなることは次のようにして

示される．

fn(r) = rn+l -戸ー 1とおく．

f n (1) = -1 < 0 , f n (2) = 2n+ 1 - 2n -1 = 2n -1 > 0 
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より， 1< Tnく 2で fn(rn)= 0をみたすものが存在する．また， l<rく 2において

且(r)= (n + 1)戸— nrn-l = rn-l{(n + l)r -n} > 0 
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となるので， fn(r)は 1< rく 2において単調増加である．よって， fn(r)= 0の解在は，

l<r<2 において唯一つ存在する• fn-1(r) = 0 の解を Tn-1 とおく• fn(rn) = 0であり，

fn(Tn-l) =埒吋ーr;:_l-1 == Tn-1 (咄-1―点二｝）ー 1= Tn-1 -1 > 0 

となるので， fn(r)が単調増加であることより，在<Tn-1が成り立つ．

特に， r1=旦戸である．

主張 5 n を正の整数， Tn を r~(rn -1) = 1, 1 < Tnく 2をみたす実数とする．

(1) 1 < r :=; Tnならば， Vm1,m2, ・ ・ ・, mn ENに対して

{HD(JA) : A~N 有限集合， m1 , m2 , ・ ・ ・, mn (/_ A} 

は， [O,HD(JN¥{m1,m2戸叫｝）］で桐密になる．

(2) Tn < r :=; 2ならば， Vm1,m2, ・ ・ ・, mn ENに対して

{HD(JA) : A~N 有限集合， m1,m2, ・ ・ ・, mn (/_ A} 

は， [O,logr rn]で桐密になる．

(3) 在 <r::;2ならば，十分大きな mENに対しては，

{HD(JA): A~N,m,···,m+n-1(/_A}nJ=0 

をみたす区間 I~[logrTn, HD(JN¥{m,, …, m+n-1})]が存在する．

［証明] n=l のときは，主張 3 および主張 4 で示したので， n~2 とする．

• (1)を示す．

喘(rn-l) == 1より， 1<Vr::; Tnに対して， rn(r-1) ::; 1となる．

V叩，m2,・ ・ ・, mn E N (加＜匹＜．．．＜叫）を固定し， VlE N¥{m1, m2, ・ ・ ・, mn}をと

る．このとき，区k>l,kcf-m1, …，fin ak~az となることを示す．

L ak~L ak = (r -1) x 
k>l,k=f.m1 ,-・・,mn k>l+n 

2::(r-1)戸=al 

となるので，定理 4.9より， (1)が成り立つ．

・(2)を示す．

r-(l+n) 
=(r-l)r―l 

1 

r -1 rn(r -1) 
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so= log江 n とおく. Soは， rnso(rso_ 1) = 1をみたし， 0<Vs< soに対して， 1+rns -

r(n+l)s > 0が成り立つ．よって， (1)と同様にこk>l,k令n1,…，mn ak 2:: azが成り立ち，定理

4.9より

{HD(JA) : A~N 有限集合， m1, m2, ・ ・ ・, mn  (/4 A} 

は， [O,log□ n]で稲密になる．

. (3)を示す．

moを HD(JArr,,0_i) > soをみたすようにとる．このとき， m 2:: moであれば，

区 砧D(JArr,,-1)< a竺VArr,,-1)

k>m,k-:f-m+l, …，m+n-1 

となることを示す．

1 = rnso(rso _ 1)であり， HD{JA-rn_J> soより， 1< rnxHD(JA1n-1¥rHD(JA-rn-l) - 1)で

あるので，

区 -rn-1 HD(JA) 
ak 

k>m,kf:-m+l,・・・,m+n-1 

HD(JA) ＝区 ak 1n-1 

k~m+n 

HD(JA) 
=(r-1) 1n-1 X 

r-HD(JA1n-l) x(m+n-1) 

HD(JA) r 1n-1 - 1 

HD(JA) = (r - 1) 1n-1 x r―HD(JA,n_l)x(m-1) X r 
-nxHD(JA1n-l) 

rHD(JA1n-1) - 1 

< (r -1) HD(JA) -HD(JA1n_1)x(m-1) HD(JA 
1n-1 x r = a 

,n-1) 
m-1 

となる．よって，定理 4.12(ii)より，

{HD(JA): A~N,m,···,m+n-1~A}nl=0 

をみたす区間が存在する．ゆえに (2)が成り立つ．

以上より，この主張が成り立つ． ロ
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