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概要

フーリエは関数を記述する関数系として三角関数系を発見したが,現在,関数

を記述できる関数系はさまざまなものが発見されている.その中でも球面上の関

数を記述できる球面調和関数系に注目し,偏微分方程式にどのように利用できる

かを調べた.
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1 序章

この論文は球面上のフーリエ解析と偏微分方程式-の具体的な応用についてであ

る･フーリエは関数を記述する関数系として三角関数系(sink7TX,COSk7TX)(ある

いは(eikxI)があることを発見したが,関数を記述できる関数系はこれだけではな

い･たとえば,ト1,1]上の関数を記述するルジャンドル多項式系,(-∞,∞)上の

関数を記述するエルミー ト関数系,(0,+∞)上の関数を記述するラゲ-ル関数系,

球面上の関数を記述する球面調和関数系,(-∞,∞)上の関数を記述するウェーブ

レット関数系などがある.この中でも特に球面調和関数系に注目し,具体的な応

用例も調べた.

まず,第1章では,フーリエ級数展開の収束について簡単にまとめてある.本

論文では複素系のフーリエ級数を用いるので,この形の展開になっている.

第2章では,フーリエ級数の理論をヒルベル ト空間上に一般化する.そのため

に無限次元のベクトル空間についても述べてある.この章を通して一般の正規直

交基底を用いたフーリエ級数展開が可能であるための必要十分条件が得られる.

第3章では,teinx)n∈Z以外の正規直交基底を紹介する･ここでは具体的に,ル
ジャンドル多項式,ラゲ-ル陪多項式,球面調和関数をとり挙げた.球面調和関

数については細かく述べてある.そして最後に,球面調和関数による展開の具体

的な応用例として球面上の熱方程式をとり上げた.この例を通して,球面調和関

数による展開の有用性がみられるはずである.
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2 フーリエ級数

2.1 複素フーリエ級数

本論文では主として複素形のフーリエ級数を扱うので,複素フーリエ級数につ

いての基本事項をまとめておく.

fはR上で定義された周期21の関数で,

/_llJf(x)ldx<∞ (2.1)

を満たしているとする･本論文ではルベーグ積分を仮定しているので,(2.1)が成
り立っことは,fが[-i,I)で積分可能であることを意味する.W-7T/lとおく.こ
のとき,f(I)e~ikLJXもトl,I)で積分可能であるから,

ck(I)-u_llI(i)e~ikwtdi (2.2)

が定義でき,ck(i)をfの複素フーリエ係数という.収束するかどうかは考えずに,
形式的に次のような級数をつくる :

00
∑ ck(f)eikwx･ (2･3)
た=-oo

この形式的な級数をfのフーリエ級数の複素形,あるいは単にfのフーリエ級数と
いい,(2.3)がJのフーリエ級数であることを,記号

(X)
f(I)～ ∑ ck(f)eikwxk=-(x)

によって表す.一般に,(2.1)の条件だけからは
00

f(x)-∑ ck(i)eikwxk=-(x)

(2.4)

が成り立っとは結論できない･では,どのようなfに対して(2.4)の両辺は等号で
結ばれるか,このことを以下でみていく.

2.2 フーリエ級数展開できる関数

fをR上で定義された周期21の複素数値関数とする･fがトl,I)上で積分可能
であるとき,LJ-7T/‖二して,

〟

sNlf](I)-∑ck(I)eikwx (N-0,1,2,･-)
k=-N
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とおき,これをJの第Ⅳフーリエ部分和という.
もし,x∈トl,i)で lim sN[f](I)-f(I)が成り立っているとき,fのフーリエ

Ⅳ ぅ (X)

級数はJに∬で収束しているという.これは,Jが∬でフーリエ級数展開可能であ
ることに他ならない.

本節では,

｢どのようなJがすべての点∬∈上目)でフーリエ級数展開できるか｣
を考えていく.

フランスの数学者J.B.I.Fourier(1768-1830)はすべての関数がフーリエ級数展
開可能であると考えていた.しかし,この考えは正しくはなかった.たとえば次

のような関数が知られている

(1)周期21の連続関数fでsNlf](0)が発散するようなものが存在する.(duBois-
Reymond,1876年).
(2)E⊂ トl,i)をトl,l)の中に含まれる有理数全体のなす集合とする.このと
き,周期21の連続関数Jで,すべてのx∈Eに対して

limsuplsNlf](I)I-∞
Ⅳ一十()〇

(2･6)

となるものが存在する(Kahne,Katznelson,1965年).
(3)fが周期21でトl,i)上でルベーグ積分可能でも,いたるところで(2.6)が成
り立っようなものが存在する(Kolmogolov,1923年)･
ゆえに,一般の連続関数をすべての点でフーリエ級数展開することはあきらめ

なければならない.しかし,点∬で次のような条件が満たされていれば,∬でフー

リエ級数展開が可能になる.

定理 2.1.fをR上の周期21の連続関数とする･もしある点x∈[-I,i)で

I(I+h)-I(x)dh<∞
が十分小さな∂>0に対して成り立っているならば,

limsNlf](x)-I(x)･Ⅳ1∞

(2･7)

(2･8)

この定理を証明するために,ベッセルの不等式を証明する.まずはベッセルの

不等式の証明で用いる基本公式をあげておく.

命題 2.1.

u _lleikwxdx-日 詰≡訂 ,士2,i3,･･･),
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証明.k-0のときは明らかである.k≠0のときは,y-wxと変数変換をするこ
とにより,

eikwxdx=
1

27T

1

27T

rqeikydy

rqcos(ky)dy ･i左 上 sin(ky)d y - 0

を得る.

補題 2.1.(ベッセルの不等式)fをR上の周期21の関数で,トl,i)上で2乗可積
分,すなわち

曝Lf(I)t2dx<∞
を満たすものとする.このとき,fの複素フーリエ級数ck(f)は

k星 ･ck(I).2≦a _ll.I(I)･2dx

を満たす.

(2･9)

(2.10)

証明.軸【月とJとの差の積分を評価すると次のようにして求める不等式が得られ
る.

1
0<-
- 21

lsNlf](x)- f (I)l2dx

a _ll(IsNlf](x)L2･If(x)I2-2R e (sNlf](x)77g )dx･ (2･11)

ここで,

1

函

一方,

/_ll,sNlf,(I,･2dx -a_ll(kfNCk(f,eikwxl (kfNCk(I,eikuxl dx
ck(I)ck,(I)

ck(I)ck(I)-

;._tl
ei(k-k′)wxdx

〟
∑Lck(I)12<∞･
k=-N

u _llSNlf ]

〟

( I ) 爾 d x - ∑ ck(I)
k=-N
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Ⅳ

∑
k=-N
ck(I)ck(f)

〟

∑ Ick(I)I2<∞
k=-N

である.以上の式を(2.ll)に代入してまとめると

O-<a_ll.I(x).2dx-kfNlck(I,[2

を得る.ここでNJ (刃 とすれば,ベッセルの不等式が導かれる.

ベッセルの不等式のひとつの帰結として次が得られる.

系 2.1.fをR上の周期21の関数で,[-i,i)上で2乗可積分であるとする.この
とき,

limck(I)-limIklJ∞ nJ∞

ihmn-+00

I(x)sinnwxdx
I(I)cosnLJXdx-0.

証明･fl(x)-Ref(I),f2(I)-Imf(I)とおく･If3･(I)1≦げ(x)I(i-1,2)である
から,

/_lllfj(I)[2dx≦/_lllf(- <-

が成り立ち,各fjが2乗可積分であることがわかる･したがって,ベッセルの不
()○

等式より,∑lck(fj)[2<∞ が成り立つ･この級数は絶対収束しているので,k=-(x)
00

lco(fj)I2+∑(lck(fj)t2+ic-k(fj)t2)k=1

1im(Ick(fi)I2+Ic_k(fi)12)-okJ(X)

lim
図1∞
lc鵡 )l2-0

と表せる.ゆえに,

つまり,

でなければならない.したがって,

fj(i)sinkwtdi

lim ck(f3･)-0となる･また,
囲う∞

fj(i)coskLJidt

であるから,これより求める系を得る.

以上のことをふまえて,定理の証明にとりかかる.
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定理2.1の証明.証明の方針は,sNlf](I)がこれから定義するディリクレ核とよば

れるある関数DN(I)により,

sNlf](I)- DN(x-i)f(i)dt (2･12)

と積分で表せることを示し,次に,sNlf](x)-i(I)の大きさをこの積分を使った

不等式にもち込んで評価するというものである.まずはDN(x)を求めることから
始める.

〟

sNlf](x)- ∑ ck(I)eikwx
k=-N kfN去/_ll

I(i)e-ikwtdi･eikwx

去/_ll(kf Neikw(x弓 f(i)di･
したがって,

〟

DN(x)-∑ eikwx
k=-N

とすれば,これが求めたかったものであり,ディリクレ核とよばれる関数である.

ここで次の二つのことを証明しておく:

去/_llDN(x-i)dt-u_llDN(i)dt-1, (2113)

DN(i)-
sin(N+喜)Lot

(2.14)

(2.13)の一番目の等号は,DNが周期21の関数であり,DN(-i)-DN(i)である
ことから,

u_llDN(x-i)di-a_ll-_XxDN(i)di-u_llDN(i)dt･
二番目の等号は,次のように計算する.

/_llDN(i,di-kfNu _lleikwtdi-1･

(2.14)は少し技巧的な変形を用いて証明する :

DN(i)-e-iNwt(1+eiwt+･･･+C2iNwt)
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-e-iNwt

- e-iNwt

1-ei(2N+1)wt

1-eiwt
1-ei(2N+1)wt

eiwt/2(e-iwt/2-eiwt/2)
e-i(N+1/2)wt-ei(N+1/2)wt

e-iwt/2-eiLJt/2
sin(N+喜)Lot

(2.13),(2.14)を使って,

sNlf](I)-I(x)う0 (Nう∞)

を証明する.(2.13)より,

sNlf](I,-f(I,-u_llDN(I-i,I(i,dt一去/_llDN(t,di･f(I,
FluJ

hu″

r
古

了
･古

lt別l
l別

DN(i)(I(I-i)-I(x))di

sin(N+喜)Lot
sin

f(x-i)-f(x)

wi
sill-{

g(i)

ここで,

とおく. 回 が 十分小さいとき ,

が成 り立っから,定理の条件 (2.7)より,

/_66,g(t,I2dt-/ _66
･/_66

(I(I-i)-I(x))dt･

LJltl>-4
ある∂>0が存在して,

lf(I-i)-I(x)I2

I(I-i)-I(I) 16
dt･誘く∞･

また,Ig(i)l2は非負値可測関数だから,

/_llLg(i,I2dt-I:6lg(i,.2di･/_66,g(i,I2dtILl.g(i).2dt<-
が成り立つ.したがって,a(i)は[-i,i)で2乗可積分である･
さて,三角関数の加法定理を用いることにより,

sNlf](- (I,-紀 llSin(N+去)wt･g(i)dt



11割+である.ここで,g(i)がトl,i)で2乗可積分である

wt
COS-
2

Lot
Sln-2･g(i)

LJi
となり,cosす･g(i),sinより,

wf

2

了古的
lg(i)12dt<∞,

Ig(i)l2df<∞

g(i))dt

･g(i)もトl,i)で2乗可積分.ゆえに,先に示した系

fllSinNwt(cos等･g(i))dt-0(N--),

/_llCOSNwi(sin等･g(i,)di-0 (N--)
を得る.よって,

sNlf](x)-f(x)10 (Nぅ∞).

□

次に,フーリエ級数が絶対かつ一様収束するための一つの十分条件を示しておく.

定義 2.1.(ヘルダー連続性) α>oとし,JをR上の関数とする･JがR上で一
様にα次ヘルダー連続であるとは,ある正定数M が存在し,すべてのx,y∈Rに

対して,

lf(x)-I(y)l≦Mlx-ylα (2･15)

が成り立っことである.

任意のE>0に対して,6-(E/M)1/αとすれば,lx-al<6を満たすすべての
∬に対して

If(x)-I(a)l<_Mtx-alα<E

が成り立っから,一様にα次-ルダー連続な関数は連続関数である.さらに次の

ことが成り立つ.

命題 2.2.fを周期21の関数とする.
(1)0<α<β≦1とする･Jが一様にβ次-ルダー連続ならば,一様にα次-
ルダー連続である.

(2)JがC1級関数ならば,一様に1次-ルダー連続である･
(3)Jが一様にα次-ルダー連続な関数とする･α>1/2であれば,Jはすべて
の点∬で条件(2.7)を満たす.
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証明.(1)fが周期 21であることから,任意のx,y∈Rに対して,あるx',y'∈
上目)が存在して,

f(I)-f(x'),f(y)-I(y'),Lx'-y'J≦lx-yl

を満たす.また,x',y′∈トl,i)に対して,

lx'-y'l

であるから,

が成り立ち,したがって,

を得る.以上より,

匝 ′-y'Iβ ≦(21)β-α匝′- y'Ia

If(x)-f(y)I-げ(x')-I(y')l≦Mlx'-yllβ

≦(21)β-αMIx'-y′lα≦(21)β~αMIx-ylα.
よって示された.

(2)JはC1級関数より,J′はト刷 上で連続であるから有界関数である･した
がって,任意のx,y∈Rに対して,積分の平均値の定理より,あるC∈Rが存在
して,

Tf(x)-I(y)l-

-If'(C)IIx-yt

≦ suplf'(i)=x-yl.
綻トl,i)

以上より結論を得る.

(3)α>1/2のとき,十分小さい∂>0に対し,積分の収束性

より,
I(I+h)-I(x)
2dh≦/_66M2.h,2(a-1)dh

九2(α-1)助 <∞

M2h2(α-1)dh<∞.

ここで,次の定理を証明するために必要となる優級数定理を示しておく.

ll



定理 2･2･(優級数定理)I上で定義された関数列(fn(x))に対し,次の(i),(ii)を満00

たす定数 an(n-1,2,-)が存在すれば,∑ fn(I)Eまある関数に一様収束する･
n=1

(i) Ifn(x)I≦an (x∈I),00

(ii) ∑ anは収束する･
n=1

証明･Eを任意に与えられた正の数とする.このとき,(ii)より,あるN>0が存
在し,

m,n>N ⇒ lam+1+am+2+･･･+anI<E

を満たす.ゆえに,

m,n>N⇒ Ifm+1(x)+fm+2(x)+･･･+fn(I)I
≦lfm+1(I)I+Ifm+2(x)I+･･･+tfn(x)I
≦am+1+am+2+･-+an<E

となるので,題意は示された.

定理 2.3.1/2<α≦1とする.fがR上の周期21の一様にα次-ルダー連続な
関数ならば,sNlf](I)はf(I)にR上で一様絶対収束している･

証明.優級数定理より (X)
∑ lck(f)l<∞k=-(x)

を示せば,定理が証明される･p(I)-f(x+h)-I(x-h)とおくと,

ck(p)-a_llI(叶ikw(x-h)-e-ikw(x+h))dx
-ck(f)leikwh-e-ikwh]-2ick(I)sinkLJh.

ベッセルの不等式と(2.15)より,

kを 2ick(I,sinkwh･2≦ u _ll･p(I)-2dx≦4αM2･h･2a･

n-0,1,2,.‥とする.2n≦LkL≦2n+1に対して,h-2~n-21を考えると,7T/4≦
IkwhI≦7T/2であるから,lsinkLJhL≧1/2である･ゆえに,

∑ Ick(I)l2_<M212α2~2nα･
2n≦困≦2n+1

ここで,M12-M212αとおく･すると,シュヴァルツの不等式より,

∑
2n≦lkI<2n+1 ･ck(I)t211′2｢

12
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<M12-(α-1/2)n

00 (X)

∑ Icn(I)[≦Ml∑ 2~(α-1/2)n+lco(f)[<∞･n=-(x) n=0

よって,

[コ

2.3 平均2乗誤差

いままでは,-ルダー連続性といった,かなり強い連続性をもつ関数のフーリ

エ級数展開について述べてきた.ここでは,連続関数あるいはもっと弱い不連続

関数のフーリエ級数展開について考えていく.

定義 2.2.I:RI Cが周期21の関数で積分可能であるとき,形式的に,

ENlf'-(a _ll.f(x,- N lf'(I,･2dx ) 1′2
を考える.このとき,ENlf]をfとsNlf]との平均2乗誤差という.

ENlf]う0(Nぅ ∞)となるとき,これはげ-sNlf]I2のグラフの面積が0に収
束することを意味している.したがって,Jと lim 軸[月はだいたい同じ形のグ

N-loo

ラフをもつことがわかる･ENlf]10(NJ ∞)となることを,fはL2の意味で
フーリエ級数展開可能,あるいはフーリエ級数はfにL2収束するという.
L2の意味でのフーリエ級数展開に関して次が成り立っ.

定理2.4.fはR上の周期21の関数で,トl,i)上で2乗可積分であるとする.この
とき,

ENlf]10 (Nう ∞)
である.

この定理の証明には,いくつか補題が必要になる.まずはそれをみておく.

ここで,本論文でよく使う記号を定義しておく.

E⊂Rdをルベーグ可測集合とする.E上のCまたはト∞,∞]に値をとるル

ベーグ可測関数f(I)に対して,次のような量を定める :
1≦p<∞ に対して,

･f,,LP(E,-(/E.f(I,Ipdx) 1/p･

またp-∞ に対しては,

IげIIL-(E)-inft入:入>0,md(ttfI>入))-0)･
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ただし,ここでmd(E)はEのd次元ルベーグ測度を表す.

さて,L(E)をE上のCまたはRに値をとるルベーグ可測関数全体のなす集合

とする.そして,1<_p≦∞ に対して,

LP(E)-(f･･f∈L(E),‖fHLP(E)<∞)

と表すことにする.

命題 2.3.f∈L∞(E)ならば,

lf(I)I≦lげIIL-(E) a･e･X∈E･

証明･md(くけt>Hf‖L当E)))>0と仮定し,矛盾を導く･

An-(I:XEE"(x)I,=flIL-,･三〉 (n-1,2,-･),

A-(x:x∈E,lf(x)I>IrfHL-(E))

とおく･Al⊂A2｡･･･ ,A-UAnよりnlimumd(An)-md(A),0･したがって,
n

十分大きなnに対してmd(An)>0となる.このことから,

1
IIf‖L-(E)-inf(A:入>0,md((Ifl>入))-0)≧lLfIIL-(E)+-n

でなければならない.これは矛盾である.

補題 2.2.a>_0,b≧0のとき,

1
al/pbl/q<_a+lb.

P q

この補題は,相加平均 ･相乗平均の不等式の一般化になっている.

証明.b-0ならば明らかなので,b>0のときを考える･このときi-a/bとする
と,示すべき不等式は,

1 1
il/p<-i+-
P q

となる.tの関数f(i)

立はi●=1のときで,

1
tl/p __t｣ はt=1のとき最大値Oをもつから,等号成
P q

この不等式が成り立っ.

命題 2.4.(ヘルダーの不等式)1≦p≦∞,1≦q≦∞が

1 1
-+ --1
P q
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を満たしているとする(ただし,1/∞ -0と定める)･このとき,f∈LP(E)と
g∈Lq(E)に対して,

げ(I)9(x)fdx≦=fHLP(E)flgHLq(E)

が成り立つ.

(2.16)の関係をp,qが満たすとき,qをpの共役指数,あるいはpをqの共役指
数という.この不等式はシュパルツの不等式の一般化である.

証明･p-1,q-∞ の場合,命題2･3よりlg(x)I≦‖gHL-(E)a･e･X ∈Eである
から,

/EIf(I)g(x)Idx≦/Elf(I)rdxl馴L-(E)-llfIILl(E)‖gllL-(E)

である.p-∞,9-1の場合も同様である･1<p,q<∞の場合を示す･=fHLP(E)-
0またはHgrlLq(E)-0の場合は,f(I)-Oa･e･x∈E,あるいは9(I)-Oa･e･x∈E

であるから,不等式は明らかに成り立っ･よって,llfHLp(E)>0,日gHLq(E)>0の
場合を示せばよい.

F(I)- ,a(I)-
げ(x)J ハ′一一､ Ig(I)I
=fHLP(E)'〉＼W/ llgllLq(E)

とおく.ここで,補題2.2において,a-IF(x)tP,b-lG(x)Iqとすると,

lF(x)G(x)I≦plIF(x)-P･吉tG(x)Iq

が成り立つ.両辺を積分すると,

/EtF(I)G(x)I≦pl/ElF(I)lp.吉/EIG(x)fq-p!+吉-1

となり,これより,

を得る.

lげtlLP(E)‖gHLq(E)
lf(x)g(x)ldx≦1

命題 2.5.(ミンコフスキーの不等式)1≦p≦∞ とする･f,g∈LP(E)ならば,
I+9∈LP(E)であり,

Hf+gltLP(E)≦ltfHLP(E)+IlgHLP(E)･
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証明･p- 1の場合はげ(I)+g(I)I≦lf(I)I+lg(I)[より明らか.1<p< ∞ の
場合,

lf(I)+9(I)Ip≦2P(げ(x)Ip+fg(I)rP)

が成り立っ･実際,げ(x)f≦Ig(x)Iの場合,

lf(I)+g(x)lp≦(ff(x)I+fg(I)r)p≦2PJg(I)Jp≦2P(げ(x)Ip+1g(I)lp)

が成り立っ･またげ(x)]≦1g(I)lの場合も同様･このことから,I+g∈LP(E)を
得る.さて,

lf(I)+g(I)Ip≦(If(I)l+lg(x)])lf(I)+g(x)lp~1

であるから,qをpの共役指数とすると,q(p-1)-pおよび-ルダーの不等式
より,

‖f･gltpLP(E)<-/Elf(x)tlf(x)･g(x)Ip-1dx･/ELg(x)lIf(x)･g(x)tp-1dx

≦ltf‖LP(E)lHf+g㌣llILq(E)+lIgHLP(E)If+glplllILq(E)
- (HfflLP(E)+=gllLP(E))‖f+gHypp(E)･

すでに示したように,llf+gHLP(E)<∞ であるから,lff+gHLP(E)>0の場合,
両辺を‖f+gHpL/pq(E)で割って,

llf+gHLp(E)-‖f+9lfpL詔 ≦llfHLp(E)+‖gHLp(E)

を得る･Hf+gHLP(E)-0の場合,命題は明らか･最後にp-∞ の場合を示す･
i-llfHL-(E)+ltgHL-(E)とおく･i-0の場合はf(I)-Oa･e･x∈Eより不等式
は明らかであるから,t>Oの場合を考える.このとき,

lf(x)+g(x)Ⅰ≦lf(x)l+lg(I)l≦ia･e･x∈E

であるから,md((げ+gl>t))-0となる･したがって,Ill+9日∞≦tを得る･ 口

以上の準備のもと定理の証明をはじめる.

定理2.4の証明.まず,記号をみやすくするために,

=flfL2([-i,l】)- (a _ll･f(i)･2di)1′2

とおく.このとき,ミンコフスキーの不等式より,

tげ+gttL2(lJ,l])≦llfHL2(トl,l])+tlgHL2([-I,l])
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が成り立つ･ルベーグ積分論より任意のE>0に対して,次の(2.17)を満たす
g∈C(トl,l])(ここでC([a,b])は[a,b]上の複素数値連続関数全体のなす集合を表
す)が存在する :

g(-i)-g(i)-0, Ill-glIL2'[-l,l"<;
さらに,このgを周期21のC∞関数で,

E

su p Ig (i) - p (i)I<言
柁 [- l,l]

(2.17)

(2.18)

と近似できることを証明する.

G(eiqt/i)-g(i)とおく.g(i)は連続関数より,任意のE>0に対し,ある6>0
が存在して,

lt-al<6⇒lg(i)一g(a)l<E

を満たす.ここで,6'-2sin(7T(1-6/21))ととれば,

lz(i)-I(a)I<6′⇒ IG(eiqt/lト G(eiqa/l)I-Ig(i)-g(a)I<ど

を得る･よって,(2.17)より,Gは単位円周T-(Z∈C:IzI-1)上の連続関数
になる.

ア(T)を
7)(T)-(FIT:FはC上の複素係数の多項式)

とおく.ここでFITはFをT上の関数として考えたものである.後の1.4節の系

2.4より,あるP∈7)(T)で,
E

supIG(Zド P(I)I'宮Z∈T
(2.19)

となるものが存在する.いま,(2.19)のPに対してp(i)-P(eiqt/l)とおけば,pは
R上の周期21のC∞関数になっていて,しかも(2.18)を満たしている.

さて,以上の準備のもとで定理を証明する.(2.18)より,

Ilo-p･･L2([-l,l" ≦ 〈u _ll(tESlu_?,i.tg(iH i,･l2dt〉1′2

-tESlu_P,i.･g(i,-P(i,I･(a_lldi)1/2<言 (2.20)
である.さて,pはC∞級より,一様に1次-ルダー連続.よって,十分大きくN
をとれば,

IIp-sNb)]=L2(トl,l])≦ Sup
吋一明

17

E

tp(i)-sNlp](i)l<宮 (2.21)



とできる.

次に,IIsNlf]-sNlp]‖L2([-i,l])の計算をしておく :

‖sNlfト sNlp"2L2([-l,i,) - u _ll
〟

∑ (ck(I)-ck(p))eikut
k=-N

df

u_ll(kfN{ck(f,-ck(p,,eikwt)(kf N･ck(f,-ck(p,}eikwtldt〟 〟
-∑ Ick(I)-ck(p)[2-∑ Ick(I-p)l2･k=-N k=-N

ここでベッセルの不等式を使え ば,

kfNtCk(I-p,t2≦去/_lllf-p.2dt-tげ - pl.2L2([-l,i"･

ゆえに,

llsNlf]-sNlp]‖L2([-I,l])≦lJf-pHL2([-I,l])
-II(I-9)+(9-P)ILL2([-l,l])
≦llf一glfL2(lJ,l])+lb-pHL2(トl,l])

E E E
<宮+宮 4

である.

以上の(2.17),(2.20),(2･21),(2･22)を使えば

ITf-sN[f]‖L2([-l,l])
-ll(f-9)+(9-P)+(p-SNlp])+(sNlp]-SNlf])HL2([-i,l])
≦Ilf-glfL2([-I,l])+Ilg-pHL2([-l,l])+llp-Nlp]=L2([-i,l])
+llsNlp]-SNlf]lJL2([-l,l])E E E E
<宮+宮+宮+互<E

を得る.

(2.22)

この定理の系として,ベッセルの不等式をより精 密 な形にできる.

系 2.2.(パーセヴァルの等式)fはR上の周期21の 関 数で,トl,l]上で2乗可積
分であるとする.このとき,次式が成り立っ :

k星 ･ck(I,.2 u _ll.f(I),2dx･
証明.ベッセルの不等式の証明から,

u _ll･f(x,.2dx - kfN,ck(I,･2-ENlf,2
であり,定理2.4よりENlf]う0(NJ ∞ )である･
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2.4 補足

ここでは,章内の証明に使った定理を記しておく.証明については ｢フーリエ

解析と関数解析学｣[新井],｢ルベーグ積分入門｣[伊藤]参照.

∑をRd内の二点以上を含むコンパクト集合とし,C(∑)により,∑上の複素数
値連続関数全体のなす集合,CR(∑)により∑上の実数値連続関数全体のなす集合
を表すことにする･f∈C(∑)に対してHfll∞-suplf(x)Iと表すことにする･

∬∈∑

定理 2.5･(ウイエルシlLトラスの多項式近似定理)∑が有限区間[a,b]であるとす
る.このとき,f∈CR(la,b])に対して,ある実係数多項式の列tpn)でttpn-flt∞う
0(nJ ∞)なるものが存在する･

系 2.3.∑ニトa ,a]とし,h(x)-回 とする･このとき,ある実係数の多項式pn
で,pn-0かつITpn-hH∞う 0(nう ∞)となるものが存在する･

定義 2.3.C(∑)⊃Aが∑の点を分離するC(∑)の部分環であるとは,次の(i),(ii),(iii)
を満たすことである :

(i)I,g∈AならばJ+9,fg,αf∈A(α∈C)となる･

(ii)1∈A.

(iii)任意のx,y∈∑(x≠y)に対してあるf∈Aが存在 して,f(x)≠f(y)と
なる.

また,A⊂CR(∑)が ∑の点を分離する部分環であるとは,上記の(i)の条件の
α∈Cをα∈Rに置き換えたものとする.

このような点を分離する部分 環Aに対して,

[A】- J∈C(≡):
あるfj∈A(i- 1,2,･･ ･) が存在 し,
tlf-fj‖∞10(n J ∞)

とおく･A⊂CR(∑)のときには,

lA]R- f∈CR(∑):

とする.

あるf,･∈A(i -1,2,-)が存在し,
Elf-fj‖∞1 0(nう∞)

定理 2.6.(ス トーン tワイエルシュ トラスの定理 (実数形))Aを∑の点を分離す

るCR(∑)の部分環とする･このとき,CR(∑)-[A]Rである･
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定理 2.7.(ス トーン ･ワイエルシュトラスの定理 (複素形))Aを∑の点を分離す

るC(∑)の部分環とする･さらに,

(iv)J∈Aならばア∈A

を満たすとする･このとき,[A]-C(∑)である･

系 2.4.任意のf∈C(∑)に対して,あるpn∈7)(∑)(n-1,2,...)で

lim supJf(I)-pn(I)J-0
nJ(刃x∈∑

を満たすものが存在する.

3 一般化フーリエ級数

3.1 フーリエ級数と線形代数

本節では,何か新しい関数系を考えて,これが関数を記述できるかどうかを調

べる統一的な方法を述べていく.そのためにまず,フーリエ級数の理論が線形代数

と類似した部分をかなりもっていることをみておく.フーリエ級数について,前

節の内容を要約すれば,繰 り返しになるが,次のようになる.

fはR上 の周 期 21のルベーグ可測関数で,
L 2(-l,I)-

llfllL2(-I,i) ∬丁α
2F
nu∬円t一川U
rJ

了

古

-

一別

同

一膚
柑u 71%UFX竿 'l

とおき,f∈L 2(-i,i)に対して,

ck(f)-u_l,f(x)e-ikwxdx (k∈Z,W-言)
〟

とおく･fはフーリエ部分和sNlf](I)-∑ck(I)eikwxにより次の意味で近似さ
た=-〟

れる :

llf-sN[f]llL2(A,I)う0 (NJ∞)･
この証明において,重要であったことのひとつは,

eりuXe-ikwxdx=
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1 (i-k)
0 (j≠k)

(3･1)

ということであった.



      
 

さて,線形代数では,次のようなことがわかっている .･Vをn次元ベクトル空

間とし,Vに内積 (･,･)が定義されているものとする･(C,･),?=1をVのある正規直
交基底とする.すなわち,e1,.‥,enはVの基底で,

(ej,ek)-
(i-k)
(j≠k)

を満たすものである･このとき,任意の元x∈Vは,(ej),?=1により,
n

x-∑(I,e,･)C,･E=円
と書くことが できる.線形 代数のこの話 とフーリエ 級数 展開との間 に は 大き な 類

似性がある･実際,f,g∈L2(-i,l)に対 して,

(f,9)L2(-I,i)-

とおき,Ej(I)- eijwxと お く･すると,

(Ej,Ek)L2(-i,i)-

I(I )9(x)dx

(i -k)
(j ≠k )

であり,
〟

sNlf]-∑ (f,E,･)L2(-i,i)Ej
j=-N

と書くことができる･したがって,(3.1)は

(X)
f- =(I,Ej)L2(-i,l)Ej
3=-00

と表すことができる･結局,おおざっぱにいって,フーリエ級数展開は,L2(-i,i)

の内積 (･,･)L2(-i,l)lこ関する正規直交基底(E,･),?=_∞ による表示であると考えるこ
とができる.

有限次元ベクトル空間で正規直交基底が何組もとることができたように,(E,･)
だけがL2(-I,i)の正規直交基底ではなく,いろいろなものがある.そういったも

のを統一的にとり扱 うため,以下に無限次元ベクトル空間に関する線形代数を考

える.

3.2 内積空間と基底

ベクトル空間の定義からはじめる.
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定義 3.1.Kによって,RまたはCを表すことにする.集合Xが,K上のベク

トル空間 (あるいは線形空間)とは,Xの任意の元∬,yに対して和とよばれる演算

x+yが定義され,またXの任意の元xとKの任意の元αに対してスカラー積と

よばれる演算α∬が定義され,次の(i)-(vii)の条件を満たすことである :

(i)(和の結合則) (x+y)+I-x+(y+I) (I,y,Z∈X),

(ii)(和の交換則) x+y-y+x (I,y∈X),

(iii)(零元の存在) ある元0∈Xが存在し,すべてのx∈Xに対して,I+0-I
となる,

(iv)(逆元の存在) 任意のx∈Xに対して,あるx'∈Xが存在し,x+x'-0
となる,

(V)(分配則) α(I+y)-αx+ay, (α+β)I-cw+Px
(α,β∈K,x,y∈X),

(vi)(スカラー積の結合則) (αβ)I-α(βx) (α,β∈K,I∈X),

(vii)(単位元の存在) lx-x (x∈X)･

以下では,∬の逆元∬′を-∬で表すことにする.

次に,一般のベクトル空間に関する代数的ないくつかの定義を記す.

定義3.2.(1)(一次結合)x1,...Xn∈Xとする･Kの元α1,･･･,αnによってα1Xl+
･･･+αnxnと表されるXの元をxl,… ,Xnの一次結合という.

(2)(一次結合,一次従属)xl,x2,- ∈Xが一次独立であるとは,xl,x2,･･･の

中から任意に有限個の元町1),･･･,Xi(n)をとってきたとき,その一次結合α1Xi(1)+
･･･+α溝(n)がOになるのはα1-･･･-αn-0に限ることである･一次独立でな
いことを一次従属という.

(3)(部分空間)Xの部分集合M がXの部分空間であるとは,Mの任意の元∬
とyの一次結合がMの元になることである.

(4)(生成)EをXの部分集合とする･Eの任意の有限個の元の一次結合全体か

らなる集合をspan(E)と表す(span(E)はXの部分空間になっている)･

次にベクトル空間Xに内積を定義する.まず,K-Cの場合からはじめる.

定義 3.3.XをC上のベクトル空間とする.Xの任意の二つの元u,吊こ対し,複

素数(u,V)が対応していて,次の条件(i)-(iii)を満たすとき,(u,V)をu とVの内積
という:

(i)(正値性) (u,u)≧0(u･∈X);(u,u)-0⇔ u-0,

(ii)(共役対称性) (u,V)-(V,u)(u,V∈X; は複素共役を表す),
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(iii)(準双線形性) (cm+Pv,W)-α(u,W)+β(V,W)
(α,β∈C;u,V,W∈X).

K=Rの場合は次のように定義する.

定義 3.4.XをR上のベクトル空間とする.Xの任意の二つの元u,吊こ対し,実
数 (u,V)が対応していて,上の条件 (i)と次の(ii)′,(iii)'を満たすとき,(u,V)をu
とVの内積という:

(ii)I(u,V)-(V,u),

(iii)I(cm+Pv,W)-α(u,W)+β(V,W) (α,β∈R;u,V,W∈X)･

定義 3.5.K上のベクトル空間Xに内積 (･,･)が定義されているとき,組(X,(･,･))
を内積空間という.

例 3.1.L2(-i,i)を本章のはじめに定義した集合とする･L2(-i,i)∋f,9,および
α∈Cに対して,和f+gとスカラー積αfを,

(I+g)(I)-f(I)+g(I), (αf)(I)-αf(I)

により定義する.ミンコフスキ-の不等式より,

(/_llLf(I,.g (I ,,2dx) l'25 (fll,f(I),2dx) 1′2+(IILg(I)･2dx) 1′2< -
であり,また,

(/_ll,αf (I,,2dx) 1′2-.a,(Ill･f(I,.2dx) 1′2 < -

であるから,I+9,αf∈L2(-i,i)を得る.これらの演算によりL2(-i,I)はC上
のベクトル空間になっている.

I,g∈L2(-i,i)に対して,シュヴァルツの不等式より,

/_ll lf 'x'両 匝 ≦ (/_lllf'x'L2dx) 1′2(∫llIg(I,.2dx)1′2 <-
であるから,

(I,g)L2(-l,l)-u_tLI(x)g(x)dx
を複素数として定義することができる.これがベクトル空間L2(-i,i)に内積を定

めることを証明する.内積の公理のうち,

(f,I)L2(-l,i)-0～ I-0 (*)
以外はほとんど明らかであるが,(*)を示すには,少し議論が必要になる･まず,
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I-gの解釈であるが,これから先L2(-i,i)における二つの元f,gが等しい,す

なわちf-9であるということを,ルベーグ測度に関して,ほとんどすべての
x∈(-i,l]に対してf(I)-g(I)で成り立っことと定義する.すなわち,

f(I)-g(I)a･e･x∈(-l,l]･

この定義によると,

は異なっ

o

l

る

l
i

あ

こ

こ

で

(∬∈(一明),
(∬∈(一明 nQ)
(x∈(｣,l]＼Q) , Q-(有理数全体)

m((x∈(-i,l]:hl(x)≠ h2(x)))-m((-l,l]nQ)-0
であるから,hl-h2となってしまうが,内積の定義について問題はおこらない.

なぜならば,fl,f2,91,92∈L2(-I,i)がわれわれの意味でム-gl,f2-g2を満た
していればム(I)gl(I)-f2(x)92(I)がmに関しほとんどすべてのxに対して成り
立っているので,

(fl,gl)L2(-i,l)
hu九

hも

hH

川

√
上

/

ん

-
一別

I
L別

二

二

fl(x)gl(x)dx

f2(I)92(x)dx-(f2,92)L2(-l,i)

となるからである.

この定義のもとに,(*)が成り立っ･実際

･f,f)L2'-l,l'-去上lllf(I)J2dx
であるから,lf(I)[2-oa.e.x∈(-i,l],すなわちf(x)-Oa･e･x∈(A,l]であ
る.このことを証明する.また,mdによりd次元ルベーグ可測集合を表すものと

する.

定理 3.1.I(I)をE∈md上のルベーグ可測な関数で,

/Eげ(x)ldx-0

が成り立っているとする.このとき,I(x)-Oa.e.x∈Eである･

この定理を証明するために次の不等式を証明する.この不等式自身非常に有用

なものである.

補題 3.1.(チェビシェフの不等式)I(x)をE∈md上のルベーグ積分可能な関数
とする.このとき,任意の入>0に対して,

-a((I:TEE,げ(I)l,A))≦去/Elf(x)Idx･
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証明･Eo-(x:x∈E,げ(x)l>可 とおくと,Eo⊂Eより,

/Elf(x)ldx≧/E.lf(I)ldx≧入/E｡dx-A-d(Eo)
-入md((x:X∈E,tf(x)t>入))

を得る.

定理3.1の証明.

An-(x:x∈E"(I)I,三)(n-1,2,･･･)
とおく.チェビシェフの不等式より,

md(An)≦n げ(I)ldx-0

○く)
が成り立っ･したがって,A-UAnとおくと,A-(I:x∈E,rf(I)l>0)であn=1
るから, ∞

md((x:X∈E, If(x)I>0))≦∑md(An)-0n=1
が成り立っ.

以上の議論から,(L2(-l,I),(･,･)L2(-l,I))がC上の内積空間になっていることが
わかる.

話を一般のK上の内積空間(X,(･,･))に戻す･次に定義する量はXの元の大き
さを測るのに使われる.

定義 3.6.u∈Xに対して,=uHエ
ムという.

(u,u)とおく.=･llを内積から導かれるノル

例 3.2.X-Cnとし,u-(ul,.‥,un),V-(V1,...,Vn)∈Cnに対して,

(u,V)-ul町 +･･･+un拓

とする.このとき,(X,(･,･))は内積空間で,

lIu‖- lull2+- +iun12 (-回)

となっている.

後で必要になるので,内積から導かれるノルムの性質をいくつかあげておく.
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定理3･2･(1)(正値性)lLu=≧0;tlu‖-0⇔ u-0(u∈X).
(2) llcmH-酬 恒‖ (α∈K),u∈X).
(3) (三角不等式) llu+vH≦=ull+ =vH (u,V∈X).
(4) (シュヴァルツの不等式) I(u,V)(≦1回=酬 (u,V∈ X).

証明･ (4) シュヴァルツの不等式 か ら 示す .(u,V)≠oとし,入∈Rとする.この
とき,

0_<(u+A(u,V)V,u+A(u,V)V)

-Ilu‖2+211(u,V)[2+入21(u,V)I2lIv=2
である.これを人の 2次式 とみると,"判別式 ≦ o"でなければならない.した

がって,

](u,V)14-I(u,V)l2lIuH2日刷2≦0
である･これより, I(u,V)l2_<Ilu=2IIvH2を得る.(3) 次に,三角 不等式を示す ･ こ れ はシュヴァルツの不等式を使って証明 される:

llu+vH2-(u+ V,u+V)-IIull2+llv=2+2Re(u,V)

≦llu‖2+目測2+21回川棚 ≦(=uH +I回l)2.
(1),(2)は内積の定義から明らか .
内積空間に基底および正規直交基底を定義する.まず, 有限次元ベクトル空間

の場合を確認しておく.

n次元ベクトル空間Vの一次独 立な元の粗くe1,...en)が基底をなすとは , 任意
のu ∈Vに対して,あるα1,･･･,αn∈Kが存在し,

u-α1el+･･･+αnen

とな ることである･また, 特にVの内 積 (･,･)に 関して,

(ei,ej) (i- i),

(i≠ j)

を満たすとき,(el,‥.,en)を正規直交基底という･

一般の内積空間 (X,(･,･))では,次のように定義する.

定義 3.7.Zd-zx･･･×Z(Zのdl回の直積)とする. ≡.りJ
(jl,… ,jd)∈Zdに対

して,Ijt-困 +･･･+IjdIとし,i-(j1,...,jd),k-(k1,...,kd)に対してj-k
をji-ki(i-1,‥･,d)とする･またそうでないときj≠kと表す･
A⊂Zdとする.Xの元の族(eklk∈AがXの基底をなすとは,

(i)(ek)k∈Aから任意に有限個の元(ei(1),-･,ei(n))をとると,それは一次独立で
ある,
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(ii)任意のu∈Xに対して,あるαk∈K(k∈A)が存在し,

HRmlⅣぅ00u-∑ αkekk∈A,IkL<N
-0,

を満たすことである.さらに,

(iii)

･ej,ek,-冒 ES･'i=霊,',

を満たすとき,(ek)k∈Aを正規直交基底という.

例 3.3.(eikwx)k∈ZはL2(-l,l)の正規直交基底になっている.

3.3 ヒルベルト空間

有限次元の場合と異なり,一般の内積空間では,基底の定義の中に ｢収束｣と

いう代数的でない概念が使われている.したがって,内積空間上で議論を進める

場合,線形代数では現れなかった ｢収束｣に関する議論もしなければならない.

内積空間の公理系に位相的な公理系を加えたものが,次にあげるヒルベル ト空

間である.

定義 3.8･(X,(･,･))をK上の内積空間とする･Xが次の条件(*)を満たすとき,X
をK上のヒルベル ト空間という.

(*)un∈X(n-1,2,...)が,

Ilun-umHう0 (n,mう ∞)
を満たすとき,あるu∈Xが存在して,

(3.2)

flu-unHう0 (nう ∞).

(3.2)を満たすXの元の列 (un)をコーシー列という.以下,本論文では記述
を簡略化するため,lfun-uHう 0(nう ∞)のことを Iimun-u,あるいはnう∞
unぅu(nう ∞)とも表す･

命題 3.1･Xをヒルベル ト空間とする.(un)をコ-シー列とするとき,Ifun-uHう

0(nう ∞)となるuがただ一つ存在する･
証明.uの存在はヒルベル ト空間の公理より保証されているから,一意性を示す.

‖un-vffう0(nう ∞)を満たすV∈Xを考える･このとき,

Hu-vH≦Jlu-unH+Hun-副う0 (nう ∞)

であるから,u-Vである.
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以下に示すように,L2(-l,l)はヒルベル ト空間になっている.

定理 3･3･(L2(-i,l),(･,･)L2(-I,i))はC上のヒルベル ト空間である･

証明.条件(*)を示せばよい･

仮定より,適当にnl< n2< ･･･う +∞なる番号を選べば,flfnk-Ink.1日L2(-I,i)<
1/2kとできる.

〟

FN(x)-ffnl(I)f+∑ lfnk(I)-fnk.1(I)f
k=1

とおくと,FN(I)_<FN+1(I)_<･･･であるから,F(I)2-1imFN(I)2(≦+∞)が
Ⅳぅ(冗)

存在する.ここで,単調収束定理より,

F(I)2dx-lim
Ⅳう(X) FN(I)2dx-lim HFNH2L2(_i,l)･Ⅳ1(X)

また,三角不等式より,

〟

lIFNflL2(-i,l)≦ HfnlIIL2(-i,i)+ ∑ llfnk- fn叫 IIL2(-I,i)-‖fnl‖L 2(- I,l)+ (1- 2-")･
k=1

ゆえに,

曝F(x)2dx≦ (1+IIfnl‖L2(-i,i))2<∞･
したがって,ほとんどすべてのx∈(-l,l)に対して,F(I)2<∞ である.とこ
ろで,複素数列は絶対収束していれば収束するので,ほとんどすべての∬に対し

ては, 完害

f(I)-fnl(I)+∑(fnk(x)-fnk.1(I))
k=1

が存在する.
〟

GN(I)-fnl(x)+∑(Ink(I)-Ink.1(I))
k=1

とおくと,

ff(x)-GN(I)Iう0,かつ tf(I)-GN(I)I≦If(I)l+lGN(x)l≦2F(I)

であり,F(I)2∈Ll(-i,i)である･ゆえにルベーグの収束定理により,

げ(x)-GN(I)I2dxぅ0 (Nぅ ∞)
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定理 3･4･Sを集合,βをSの完全加法族,pを可測空間(S,β)上の測度とし,

L2(S,β,p,-!f::ft;2S-t77-tT(T,器 (≡,')1′2<∞
とする.このとき,内積 (･,･)2を,

(I,g)2-/Sf(x)g(I)dp(I)

ヽ
-
-F

ノ

とし,また,

p((x∈S:f(I)≠g(x)))-0

のとき,f-gと定義する･この定義のもとで(L2(S,β,〟),(･,･)2)はC上のヒルベ
ル ト空間になっている.

証明.先の証明とほとんど同様にして示される.

後の議論で必要になるので,ヒルベル ト空間にいくつかの位相的な概念を導入

しておく.

定義 3.9.(1)(開集合)Xの部分集合Aが開集合であるとは,任意のa∈Aに対
して,ある正数Eが存在し,

B(a,E):-(x∈X:ffx-aH<弓⊂A

が成り立っ集合のことである.

(2)(閉包)Xの部分集合Aに対して,

A=
iu∈x: I?uns_unul;jAin(n=1,2;')

.)が存在し,
となる.

MはXで桐密であるという.さらに,Xの部分空間でありかつ閉集合になってい

るものを閉部分空間という.

3.4 正規直交基底と一般化フーリエ級数

本節では,フーリエ級数の理論をヒルベル ト空間上に一般化する.

定義 3.10.A⊂Zdとする･内積空間(X,(･,･))の元(C,･),･EA⊂Xが

(C3･,ek)-63･k

を満たすとき,(ej)j∈AをXの正規直交系という･ここで,6jkはクロネッカーの
デルタである.すなわち,

6jk-1(i-k), 6jk-0(j≠k)･
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次の定理は,一般の正規直交基底に対してフーリエ級数の理論を一般化したも

のである.

定理 3･5･(X,(･,･))をヒルベル ト空間とし,(ej)3･∈̂ (A⊂Zd)をXの正規直交系

とする.このとき,次の(i)-(Ⅴ)は互いに同値である.

(i)span((eJ･)jEA)はXで桐密である･

(ii)(フーリエ級数展開) 任意のu∈Xに対して,

hrhN-+(x)u-∑ (u,e,I)ejj∈A,IjI≦N
したがって,(ej)j∈AはXの正規直交基底である･

(iii)(パーセヴァルの等式) 任意のu∈Xに対して,

=ull2-∑l(u,ej)l2･
j∈̂

(iv)任意のu,ul∈xに対して,

∑
3'∈A
I(u,eJ･)(u/,ej)l<+∞, かつ

=0.

(u,u')-∑(u,
j∈A
ej)(u',ej)･

(V)任意のj∈Aに対して,(u,C3･)-0ならば,u-o･

この定理を証明する前に,ベッセルの不等式を内積空間上で証明しておく.

命題 3.2.(ベッセルの不等式) (X,(･,･))を内積空間とし,(C,･)jEA(A⊂Zd)を
Xの正規直交系とする.このとき,任意のu∈Xに対して,

∑I(u,ej)l2≦‖ul12･
j∈A

証明.AN-(j∈A:Ijl≦N)とする･このとき,

0< u-∑(u,ej)e,･3'∈AN

(u-
∑(u,ej)ej,u-∑(u,ej)ej3'∈AN j∈AN

=ult2-∑(u,(u,ej)ej)-∑((u,ej)ej,u)+∑ ((u,ej)ej,(u,ek)ek)j∈AN 3'∈AN i,k∈AN
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∑

仙

∑
伽

J(u,ej)I2- ∑ I(u,ej)J2+ ∑
j∈AN 3',k∈AN

l(u,C,･)(2･

(u,ej)(u,ek)(ej,ek)

ゆえに ∑ I(u,ej)12≦lluH2である･ここで,N→ ∞ とすれば,求める不等式
j∈AN

を得る.

定理3･5の証明･u∈Xに対して,SN[u]- ∑ (u,e,･)e,･とおく･
j∈AN

(ii)-⇒(iv)(SN[u],SNlu'])- ∑ ((u,C,･)C,I,(u′,ek)ek)- ∑
j,k∈AN j∈AN

(u,e3･)(ul,C3･)となる･

I(u,u')-(SNlu],SNlu'])I
-I(u,u')-(SNlu],u')+(SNlu],u′)-(SNlu],SNlu'])I
≦I(u-SNlu],u/)I+I(SNlu],u'-SNlu'])I
≦llu-SNlu]‖rlu'll+flSNlu]‖Hu/-SNlu']IJ.

ここで,‖SNlu]日2-∑ I(u,ej)l2≦ IluH2であるから,N→∞とすれば,
jEAN

(SNlu],SNlu']))(u,u')

となる.また,

写 ･(u,ej,(u,,ej,.-< (?.(u,ej,.2l l/2 (写･(u ,,ej,･2) 1′2

≦llu旧Iu'll<∞.

(iv)-⇒ (iii)u-u'とおけばよい･

(iii)=⇒ (ii)ベッセルの不等式の証明より,

u-=(u,ej)ej
3'∈AN

-=uH2-∑ l(u,C,･)l2→o (N→ ∞)･
jEAN

(ii)-⇒ (Ⅴ)仮定より,すべてのNに対してSNlu]-0であるから,

=uH-IJu-SNlu]‖う0 (Nぅ ∞)
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(Ⅴ)-⇒ (ii)

(ii)-⇒ (i)

(i)=⇒ (Ⅴ)

llSN+nlu]-SNlu]‖2 (u,ek)ek, ∑

k∈AN+n＼AN

∑ J(u,ek)[2･
k∈AN+n＼AN

ところが,ベッセルの不等式よりN,n う ∞ のとき,(最右辺)う 0である.
したがって,ヒルベル ト空間の公理より,あるu′∈Xが存在し,

Hu'-SNlu]‖う0 (Nう ∞)

(u',en)-lim(SNlu],en)-(u,en).Ⅳう∞

となる.ゆえに,

すなわち,(u'-u,en)-Oである.ここで(Ⅴ)によりu-u'となる.

明らか.

(u,en)-0とする･(ej)jEAの有限個の元のある一次結合で表されるXの元
ul,u2,- によって,

t恒-unII10 (nJ ∞)

とできる･(u,un)-0であるから,(u,u)-lim(u,un)-0を得る.
n1 00

口

3.5 直交分解定理

次章で必要になるので,ヒルベル ト空間における直交分解定理を証明しておく.

有限次元ベクトル空間における直交分解定理は線形代数の基本定理のひとつであ

るが,ここではそれを無限次元の場合に証明する.まず,直交分解の定義をする.

定義3.ll.(直交分解)Xo,Xl,x2をXの部分空間とし,Xo,Xl,x2は次の(i),(ii)
を満たすとする :

(i)任意のu∈Xoに対して,あるul∈Xlとあるu2∈x2で,

u-ul+u2 (3.3)

となるものが存在する.また,任意のul∈Xl,u2∈x2に対してul+u2∈Xo
である.
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(ii)任意のul∈Xlとu2∈x2に対して,(ul,u2)-0となっている.

このとき,XoはXlとx2に直交分解されるといい,Xo-XlOx2で表す.

二点注意を述べておく.

(1)XIOx2のとき,Xlnx2=
と,定義の(ii)よりHu‖2- (u,u)
ある.

(0)である･なぜならば,u∈Xlnx2とする
･0となり,u-0でなければならないからで

(2)u∈Xoに対して,定義の(i)の(3.3)のul,u2は一意的に存在する.実際,も
しu-ull+u'2なるu/1∈Xlとu12∈x2が存在するならば,ul+u2-u-ull+u12
より,

ul-u'1-u12-u2∈XlnX2-(0).

ゆえに,ul-ull,u2-u12である･

直交分解定理とは次のものである.

定理 3.6.M をXの閉部分空間とする.このとき,Xのある閉部分空間M'で,

X=M oM'

となるものが一意的に存在する.

この定理の証明のために,まず,次の補題から証明する.

補題 3.2.u ,V∈Xに対して,

IIu+vH2+llu-VII2-2(llull2+=vH2)

が成り立っ.

証明.(左辺)-(u+V,u+V)+(u-V,u-V)
-tlu=2+(u,V)+(V,u)+佃t2+‖uli2-(u,V)-(V,u)+=刷2
-(右辺).

定理3.6の証明.〟 に対して,

M/-(u∈X :任意のV∈Mに対して,(u,V)-0)

とおく.M'は明らかにXの部分空間である.このM'が求める部分空間であるこ

とを証明する.

M'が閉集合であること: un ∈M'(n-1,2,…)で,あるu ∈X に対して,
‖un-uH10(nJ ∞)であるとする･このとき,任意のV∈M に対して,

(u,V)-lim(un,V)-0n一十∞
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であるから,u∈M′である.

以下,直交分解の条件 (i),(ii)をX,M,MIに対して示す.
条件 (ii)の証明 : 〟′の定義から明らかである.

条件(i)の証明 :
任意のu ∈Xをとる.このとき,V∈M とW∈M′でu=V+Wを満たすよう

なものを探す.Xが有限次元の内積空間の場合,1日まuからM に下ろした垂線の

足とし,W-u-Vとすれば,これが求める分解であることが分かる.ここで垂

線の足はu とM との最短距離を与える点であることに注意しておく.このことを

一般のヒルベル ト空間の設定で考える.まず,uとM との距離を次のように定義

する :

d-inftHu一利:x∈M).

このとき,d-lLu-vHとなるV∈Mが必ず存在することを証明する.dの定義

より,あるun∈Mが存在し,llu-unHう d(nJ ∞)であるから,補題3.2より,

;(un･u-)-u

去(Itun･u--2ulI2+llun-u- IL2)
;(lfun-uII2･llu--ull2)-･d2

とな る･ここで,(un+um)/2∈ M であるから,

去(un･u-ト u

> d2

(n,mヰ∞)

である.したがって,lI(un-um)/2日2→o(n ,mJ ∞)となる.Xの完備性から,
あるV∈Xで佃n-vHう 0(nう ∞)となるものが存在するが,いまMが閉部分
空間であることより,V∈Mであり,さらに

lIu-vll-limHu-unH-dnう(X)

を満たしている.

あとはW-u-Vとおき,W∈M'であることを証明すればよい.そのため,任

意のx ∈M に対して(W,I)-0となることを証明する.x≠0の場合を証明す
れば十分である.この場合,必要ならばxの代わりにx/ttx日を考えることにより,
‖xH-1と仮定してよい･このとき,次の式が成り立つ :

d2-日wH2-IJw-(W,I)I+(W,x)xH2
-IIw-(W,I)xH2十日(W,I)洲2+2Re(W-(W,I)I,(W,x)I)
-IIw-(W,I)xlt2十日(W,I)洲2
≧d2+l(W,x)I2.

ゆえに,(W,I)-0である･
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最後に〟′の一意性を証明する.すなわち,

X -M OM'=M oM〝

なるX の閉部分空間M',M〟が存在するならば,必ずMf-M〝となることを証
明する.まず,u∈M'ならばu=V+V′′∈MoM〟と直交分解できる.ゆえに,

(V,V)-(V,u-V")-0

であるから,u-V〝∈M〟である.すなわちM'⊂M〝となる.次に,M′とM〟
の役割を入れかえて同じ議論を繰り返せば,〃〝⊂〟′も示すことができる.

[コ

定義 3.12.直交分解定理の〟′を〟 の直交補空間といい,〟⊥で表す.

Xの閉部分空間XoとXoの閉部分空間Xlを考える･XoはXの内積(･,･)によっ

てヒルベル ト空間になるので,直交分解定理からXo-XlOx2なるXoの閉部

分空間x2がただ一つ存在する.以下では,x2のことをXooXlと表す.特に,

XoXlがXl-Lである.

定義 3.13.(直交射影) M をXの閉部分空間とする･直交分解定理より,任意

のu∈Xに対して,u-ul+u2(ul∈M,u2∈M⊥)と一意的に分解できる.そ
こで,

PM(u)-ul

と定義し,PMをXからM-の直交射影作用素,あるいは単に直交射影という.

定理3.7.MをXの閉部分空間とする.このとき,XからM-の直交射影PMは,

tlPMult≦=uH (u∈X)

を満たす.

証明.u-ul+u2をuの直交分解とすると,

IluH2-(ul+u2,ul+u2)-llul=2+llu2日2

より,HPM(u)‖-‖ul=≦tJu日である･

定理 3.8.X,M,PMを前定理と同じものとする.このとき,Pk-PMであり,吹
の式が成り立っ :

(PMu,V)-(u,PMV) (u,V∈X)･

証明.u-ul+u2,V-Vl+V2をそれぞれu,Vの直交分解とする.

(PMu,V)-(ul,Vl+V2)-(ul,Vl)

(u,PMV)-(ul+u2,Vl)-(ul,Vl)

であるから,与式は成り立っ.また,Pk-PMは明らかである･
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3.6 補足

ここに記す定理は章内の定理の証明に用いたものであり,ルベーグ積分におい

て非常に重要な定理である.証明にはルベーグ積分論の細かい知識を必要とする

ので省略する.

fn(x)(n-1,2,…)をE∈;md上の可測関数,f(I)をE上の関数とし,fn(x)がE
上のほとんどすべての点でJ(I)に収束していることを,fnはE上でJに概収束す
るという.

定理 3.9.(単調収束定理)E∈md上の可測関数fn(x)(n-1,2,...)がE上ほと
んどいたるところで非負値をとり,かつ単調増加で,E上のある関数f(x)にE上

で概収束しているとする･このときf(x)はE上可測であり,

nli-JEfn(x)dx-/Ef(I)dx
である.

定理 3.10.(ルベーグの収束定理)E∈mdとし,fn(x)(n-1,2,-)をE上のル
ベーグ可測関数とし,f(I)をE上の関数とする･fnがfにE上で概収束し,さ
らにE上のルベーグ積分可能な関数p(x)で

lfn(I)I_<p(I)a･e･x∈E (n-1,2,･･･)

を満たすものがあるとする.このときf(x)はE上ルベーグ積分可能であり,

nli-JEfn(x)dx-/EI(x)dx
が成り立っ.

4 直交関数系

4.1 いろいろな直交多項式系

正規直交基底のひとつのつくり方は,線形代数でも扱われているグラム ･シュ

ミットの直交化法である.これについてみておく.

定理 4･1･(X,(･,･))をヒルベル ト空間とする･(uj),r=o⊂Xが一次独立でかつ
span((uj)芸｡)がXで桐密であるとする･
(a)xの正規直交基底(ej)芸｡で,次の条件(i),(ii)を満たすものが存在する･

(i)各unはe0,...,enの一次結合で表される･
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(ii)各enはuo,.‥,unの一次結合で表される.

(b)(eL･),cp=｡を条件 (i),(ii)を満たす正規直交基底とする･このときIcyjl-1なる
αj∈Kが存在し,e;I-αjej(i-0,1,･･･)となる･

証明.(α)

eo=
uo

=uo‖'

ul-(ul,eO)eo

=u1-(ul,eO)eoH'
･･･) en=

n-1

un-∑ (un,C,･)C,･
j-0
n-1

un-∑(un,ej)ej
j-0

と定めていく･ただし,ここでejのつくり方とuo,･･･,unの一次独立性より,
n-1

un-∑ (un,ej)C,･≠0
i-0

である.さらに,各enはu0,...,unの一次結合で書けているので,(ii)が成り立っ･

(i)もenのつくり方から明らかである･

また,(ej,ek)-6jkとなっていることも容易にわかる･

次に,(C,･)が基底をなすことを示す･いま,任意のjに対して,(u,ej)-0が成

り立っているとする･このことと(i)より,任意のjに対して,(u,uj)-0である･
span((uj)是｡)はXで桐密であるから(u,･),cP=Oの一次結合からなる元の列pl,P2,･･･

が存在し,,･liimuPjである･ここで,(u,pj)-0であるから,

lluH2-(u,u)-.lim(u,pj)-0･3う00

したがって,前章で示した定理3･5より,(ej)は正規直交基底になっている･

(b)(elk)k=0,1,...を次の(i)I,(ii)'を満たす正規直交基底とする‥

(i)'各unはelo,.‥,e'nの一次結合で表される･

(ii)'各eLはuo,･･･,unの一次結合で表される･
このとき,elk-α摘 ,JcykI-1となるαk∈Kの存在を数学的帰納法により証
明する.k-0の場合は,定義より明らかである.0,1,...,k-1まで正しいと仮

k

定し,kの場合を示す･条件(i),(ii),(i)I,(ii)'より,elk-∑cjejである･したがっ
i-0

て,i-0,...,k-1に対して,(elk,el)-Clである･一方,帰納法の仮定より,

cl-(elk,el)-αl-1(elk,elf)-0

である.ゆえにe'k-Ckekが得られる･明らかにIckI-1なので,αk-Ckとおけ
ばよい.

□
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1,∬,∬2,… という関数系に対してこのグラム ･シュミットの直交化法を使って,
いくつかの直交関数形をつくってみる.土台となるヒルベル ト空間をいろいろと

とりかえることによって,同じ操作から様々な直交関数系が得られることがわか

るであろう.

4.2 ルジャンドル多項式系

まずルジャンドル多項式系という直交関数系をつくる.土台とするヒルベル ト

空間は次のものである :

L2([-1,1"- !f: Ift;2lI-1(lf .?(/xv,: )pi君誓I

ただし,内積は

(f,g)-

Jは ト1,1]上 のルベーグ 可測関数で,

I(x)-g(可dx (I,g∈L2([11,1]))

とする.ここでspan(1,x,x2,...)がL2(ト1,1】)で桐密になっていることをみてお

くことにする.ルベーグ積分論より,任意のf∈L2(ト1,1])に対して,ト1,11上
の連続関数列(gn)ncxD=1が存在し,

lim llf-gnIl2-0
nう (X)

(4.1)

となる.また,ワイエルシュトラスの近似多項式定理より,ト1,1]上の任意の連
続関数gに対して,ある多項式(pn)nn=1が存在し,

･9-pn..zStESlTPl,･g(t,-pn(t,･2･/_lldi-0 (n--) (4･2)

が成り立っ.これらのことより,span(1,I,x2,...)がL2(ト1,1])で桐密であるこ
とがわかる.

さて,グラム ･シュミットの直交化法で(1,∬ ,∬2,…)を直交化していくと次の
ようになる :

eo(I,-古 el(x,-晶 e2(I,-a(3x2-1),･･･
しかし,一つひとつをこのようにグラム ･シュミットの直交化法で計算してい

くのは大変である.そこで一般のen(x)を求めるための便利な公式としてロドリゲ
スの公式があるので,それを紹介しておく.この公式は,

pn(I)-孟芸(x2- 1)n
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として,これから一般のenが,

en(I,-(n･喜)1′2pn(x,
によって与えられるというものである.

n次の多項式であって,n>mのとき,

Pn(I)Pm(x)dx-

また,m-nのときは,

pn(I)2dx-

2n+mn!m!

-1

2n+mn!m!

(-1)n
2n+mn!m!

(-1)n
22n(n!)2

このことを証明する.定義よりPn(I)は
部分積分法より次がわかる :

- 1)n芸 (x2-1)-dx

dxn-1(x2 - 1)n

(x2-1)n
d m +n

dm+1

dxm+1(x2-1)mdx

(x2-1)mdx-0.

/_ll(x2-.1)n芸 (x2-1)ndx
(-1)n(2n)!

22n(n!)2
2

2n+1

(x2-1)ndx

である.したがって,

C,n(x,-(n･芸)1′2pn(I,
とおけば,これらは正規直交系になる.Pnはn次の多項式であるから,定理4.1

の条件(i),(ii)を満たす･したがって,(en)ncx3=Oは正規直交基底であり,しかもある
αn∈R,Jcynl-1が存在し,

en(I)-αneln(x) (x∈[-1,1])

となる･ところで,eL(x)の定め方からeL(I)の最高次の項の係数は正である･ま

た,en(I)の最高次の項の係数も正である･したがって,αn-1でなければならな

い.よって,eL-enである･(Pn(x))nn=1をルジャンドル多項式系という･

ルジャンドル多項式と微分方程式 ルジャンドル多項式は,次の常微分作用素

･(u)-i((1-x2):)
のL2(ト1,1])に属する固有関数で,その固有値は-n(n+1)であることがわかる･
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証明.h(I)-(x2-1)nとおくと,

(x2-1)h'(x)-2nxh(x)

であるから,両辺にライプニッツの公式を適用すると,
dn+1

dxn+1

および,
dn+1

(h'(I)(x2- 1))

-h(n･2,(x,(x2- 1)+(nIli h(n･ 1,(I,2x+(n:1l h(n,(x,2
-(x2-1)h(n'2)(I)+2(n+1)xh(n+1)(x)+n(n+1)h(n)(I)

dxn+1(2nh(I)x)

-2nh(n+1)(I)I+2n

-2nxh(n+1)(I)+孤2

(

mnⅦ一U

1+

l
m

illnu
1+

)

可nHtLH-

ー
nHu
∬
(1..■11
u
gn川Ⅶ
川Ui

)∬nulu
を得る.したがって,h(n)(x)-2nn!Pn(卯 こ注意すれば,ルジャンドルの多項式
は微分方程式

(1-x2)芸 pn(x)-2x孟pn(x)･n(n･1)Pn(x)-0

を満たすので,よって,

ddx
となり,結論を得る.

((1-x2)孟pn(I))ニーn(n+1)Pn(I)

4.3 ラゲール陪多項式

k∈Z+とし,(0,∞)上の測度dp(I)-Eke-xdxを考える･
さらに,X-L2((0,∞),dp)とし,これを内積

(f,9)p- f(I)g(x)dp(I)

によるヒルベル ト空間であるとし,HfHp-(f,I)i/2とおく.
はじめに,span(1,I,x2,‥.)がXで桐密な部分空間であることを示し,次にグ
ラム･シュミットの直交化法で得られる多項式を具体的に求める.

定理 4.2.span(1,I,x2,‥.)はXで桐密である･

この定理の証明に必要な次の補題を示すことからはじめる.
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補題 4.1.fをR上の関数で,任意にE∈Rをとって固定したとき,

げ(I)feIExfe-x2∈Ll(R,dx)

であるとする･もしも,すべての多項式P(x)に対して,

f(I)P(I)e-x2dx-0

であるならば,I(x)-Oa.e.x∈Rである.
CX)

証明･e-iEx-∑ (-iEx)n/n!であり,任意のN∈Z.に対して,
n=0

であるから,ルベーグの収束定理と仮定より,

FJ iExf(I,e-x2dx-義 xnf(x)e-x2dx

=0.

ゆえに,Flfe-x2](E)-0(E∈R)であるから,I(I)-Oa.e.x∈Rを得る.

定理4.2の証明.L-span(1,I,x2,.‥)とおく･示すべきことは,9∈Xが

g(x)xndp(x)-0 (n-0,1,2,‥.) (4.3)

を満たすならば9-0となることである.実際これが示せれば,fl-(o)である
から,直交分解定理よりX=言となる.

以下,9(I)-Oa.e.xを示す.変数変換より,任意のn に対して,

0-f∞9(I)xnxke~xdx-9(x2)回2k'1x2ne-x2dx
である.また,g(x2)回2k'1x2n'1e-x2は奇関数であるから,

0-∫;g(x2)回2k'1x2n'le~x2dx
である.ゆえに,任意の多項式P(I)に対して,

g(x2)回2k'lp(x)e-x2dx
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となる･ここで,I(x)-9(x2)回2k+lとおくと,この等式と次の不等式より,fが
補題の条件を満たしていることがわかる:シュヴァルツの不等式より,

/_:
9(x2)回2k'leI珂 e-x2dx

･ (∫;g(x2,回2k･1車 )1/2･(rJx.2k･1C2rEx,eヰ )1/2

･,･gI.p(FJx,2k･1C2･Ex.車 )1/2<-･

よって,補題4.1より9-0を得る.

今示した定理4.2より,1,I,x2,‥.から,グラム･シュミットの直交化法でXの
正規直交基底(enlncx'=Oをつくることができる･このとき,enは次にあげるラゲ-
ル陪多項式とよばれる多項式になっている:

定義 4.1.(ラゲール陪多項式) k,n∈Z+に対して,

LS(x)-I-hexdnn!dxn(xk+ne~x)
とおく.LS(x)をラゲール陪多項式という･

この定義におけるラゲ-ル陪多項式はソニンの多項式とよばれることもあり,そ

のときのラゲ-ル陪多項式は(-1)kn!現_k(x)である･

ライプニッツの公式より,

n

LS(I)-∑ (-1)3'
j-0

である.したがって,現はn次の多項式である･このとき,次が成り立っ･

定理4.3.(LS,L監)p-
O

r(n+1+k)
n!

(n≠m)

(n-m)

ただし,Fはガンマ関数とする.

証明.n≠mとする.このときn<mを仮定しても一般性は失われない･n<m
のとき,部分積分法より,

(LS,紘)p-
1
Fii2日f∞LS(I)芸(xk'-e-x)dx
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(-1)m
Tii2日f∞(芸 離 ))xk･-e-xdx-0･

(ここで最後の等号は,LA(I)がn次(n<m)の多項式であることによる.)
また,n-mのときは,

(LW p-訂∞
となる.

この定理より次のことが わかる.

xk+ne-xdx=r(n+1+k)
n!

定理 4.4.(en)nn=Oを(1,I ,x2,･弓 からグラム ･ シュミッ トの直交 化法でつくった
Xの正規直交基底とする.このとき,次式が成 り 立つ :

en(x)-(-1)n LS(I).

証明.右辺をe/n(I)とおく.LS(x)がn次多項式であるから,(1,I ,x2,‥.)は(eo,el,…)
で生成することができる･したがって,(eL)nn=OはXの正規直交基底で,前章の

定理の条件を満たす.したがって,en-αmeL(n-0,1,...)を満たす定数 αn∈

C,転 l-1が存在する･ところが,eLとenの最高次の項の係数は正なのでαn-1
となる. ロ

ラゲ-ル陪多項式と微分方程式 ラゲ-ル陪多項式LS(I)は,常微分作用素

d2
･k-X房 +(k･1-x)i

の固有値 -nの固有関数になっている.

証明.I(I)-(x~kex)/n1.,g(I)-xk+ne-xとおく･

xgl(x)-(k+n -x)a(x)

であるから,両辺にライプニッツの公式を適用すると,dn+1
dxn+1

dn+1

dxn+1

および,

(xg'(I))-xg(n+2)(x)+
巨

n+1

xg(n+2)(x)+(n+1)g(

g(n+1)(x)

1)(I)

((k+n -x)g(x))-(k+n-x)g(n'1)(x)

-(k+n-I)g(n'1)(x)

(
.匝

一

一

1+
l

m

0)
しH■tll■Ju
H
ヒ+

を得る.よって,微分方程式,

xgn+2(x)-(k-ト x)9(n'1)(I)-(n+1)9(n)(x)
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が成り立っ.このことに注意して,計算していく.

憲 LS(x)･(k･1-I)iLE
-xf"(I)9(n)(x)+xfl(I)g(n+1)(I)+xf'(I)g(n'1)(I)+xf(x)gn+2(x)

+kf'(I)g(n)(x)+kf(I)g(n+1)(x)+fl(I)g(n)(I)

+f(x)g(n+1)(I)-xf'(x)g(n)(I)-xf(x)g(n+1)(x)

-(xf"(I)+kfl(x)+f'(I)-xf'(I))g(n)(x)

+(2xf'(x)+(k-1-I)I(I)+kf(x)+f(I)-xf(I))g(n+1)(x)

-nf(I)9(n)(x)--nLた(x)

となり,結論を得る.

ルジャンドル多項式やラゲ-ル陪多項式と同じようにして得られるものに,チェ

ビシェフ多項式系,エルミー ト多項式系などがあるが,本論文では省略する.

4.4 d次元球面調和関数 (球関数)

フーリエ級数を関数論的な視点から多変数に拡張したものが球面調和関数であ

る.球面調和関数は球面上の関数に対する一般化フーリエ級数のひとつになって

いて,熱方程式などの偏微分方程式に決定的な応用をもっている.そのことを詳

しくみていく.

まず,球面に関するいくつかの記号を導入しておく.

S-Sdl1- (x∈Rd:IxI-1)
とおく.このとき,S上の点xは極座標を使って

∬1-COSβ1,
∬2-Sinβ1COSβ2,
●●●

xd_1- SinOISinO2･･･SinOd_2COSOd_1,
∬d-Sinβ1Sinβ2･-Sinβd_2Sinβd_1

(Oj∈[0,7T](i-1,･･･,d-2),Od-1∈[0,27T))
と表すことができる.
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このとき球面Sの表面積は以下のようになる.

Jd-r･･･rf2打
27Td/2

sind-2olSind-302･･･SinOd_2dOd_1･･･dOl

r(d/2)I
ただLrはガンマ関数である.

dg(I)-去sind-2olSind-302･･･SinOd-2dOl･･･dOd-1
とおき,S上の関数fに対して,

/sf(I)du(I)-去/fsind-2ol･-SinOd-2dOl･･･dOd-1 (4･4)

によりS上の積分を定義する.もちろん,このような積分はすべての関数に定

義できるわけではない.本論文では(4.4)の右辺の積分を書いたときには,暗黙の
うちにJとして積分が定義できるような関数を考えているものとする.そして,

･.I.･L2(J,-(/S.I(x,.2dJ(I,)1′2<-
なる関数の集合をL2(S,J)と表すことにする.L2(S,g)は

(I,g)S-
/S
f(x)耐 dc,(x)(f,g∈ L 2(S,J))

を内積とするヒルベル ト空間になっている.

また,球面上の微分について述べておく.簡単のため,d=3の場合を考える.

球面

S2-((x,y,I)∈R3 ･.x2+y2+Z2-1)

上の関数Jに対して,∬に関する偏微分を,

hm
九一十0
I(I+h,y,I)-I(x,y,I)

と定義することはできない.(x,y,Z)が球面上の点であっても(x+h,y,Z)は一披

には球面には含まれないから,球面上の関数fに対してはf(x+h,y,I)が意味を
もたなくなるからである.

F(I,y,I)-x2+y2+Z2-1

とおくと∂F(I,y,I)/∂Z-2Zであるから,陰関数の定理によりZ≠0を満たす点
の近くでは,Zはx,yの関数として一意的に定まり,x,yについて何回でも偏微分
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可能である.したがって,球面上の関数fに対しては,xに関する偏微分はZを変
数x,yの関数とみなしてZ-I(I,y)とかくとき,

£f(x,y,I(I,y)).if(I,y,I(x,y))£Z(I,y)
£f(I,y,I(I,y))-

で与えられる.球面上では,

£ F(x,y ,I)-2xiO,∂
azF(x,y,I)-2Z≠0

∬ ∂
去f(x,y,I(I,y))

I(I,y)∂zJtt'Vフ♂'"＼Wフ♂

孟F(x,y,I)-2yiO,

のいずれかは必ず成り立っから,球面上のJの偏微分を上記のように定義すれば
よい.一般の次元の場合も,d=3の場合を拡張すればよい.

今,これらの記号を使って,フーリエ級数を関数論的な視点で見直してみる.

4.4.1 関数論的にみたフーリエ級数

R2の点(xl,x2)とxl+ix2(∈C)を対応させることにより,以下ではR2を複素
平面Cと考えることにする.このとき,f∈L2(sl,J)に対してf～(i)-f(Bit)とす
ると,f～はtの関数として周期27Tをもち,f～∈L2(-7,,,T)となる.従って,フーリ
エ級数論よりL2ノルムに関する収束の意味で

●●

f(Bit)-f～(i)- ∑ ck(f～)eikt
k=-oo

となる･ただし,ck(f～):-去王f～(i)e-iktdt･
いまZ=eitとおくとe-it=万であるから,

00

f(I)-co(f～)･∑ (ck(f～)zk･C-k(f～)万k)
k=1

と表すことができる.このck(f～)zk+C_k(f～)万恒まk次の斉次多項式である.ここで
Zを形式的に任意の複素数と考えることによって,自然に全平面上で定義されたk

次斉次多項式に拡張できる.すると,この多項式ck(f～)zk+C_k(f～)動 ま以下に定義
する調和関数になっていることが証明できる.

ここで,△をRd上のラプラス作用素,すなわち,

A-; ････塙

とおく.
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定義 4.2. (ラプラス作用素と調和関数)Rdの開集合0上のC2関数が0上の調

和関数であるとは,Rdのラプラス作用素△に対して,

△f(I)-0(x∈0)

を満たすことである.

命題 4.1.ck(f)zk+C_k(f)烹たはC上の調和関数である.

証明.R2の場合,

∂

I-xl+ix2,万-x1-ix2とおくと,

去(嘉 一i& ) , aaf 喜(芸 +i& )

となる.また,このとき,

△=4
∂2 ∂2

∂Z∂万 -∂芝∂Z (4.5)

となっていることに注意しておく.開集合0⊂C-R2上のC1関数gが0上で
正則であることと,コ-シー ･リーマンの方程式を満たすことは同値であり,gが

コ-シー ･リーマンの方程式を満たすことと

∂
扇g=0

を満たすことは同値である.したがって,gが正則ならば(4.5)により,gと否が調

和関数になることがわかる.よって,9-zkとすれば結論を得る. 口

以上から,フーリエ級数展開とは,Sl上の関数をR2上の調和なk次斉次多項

式Ykで ()O

f-C+∑Yk
k=1

と展開するということになる.ここでCは複素数である.このような視点からSl

上のフーリエ級数をSd-1に高次元化したものが球面調和関数による展開となる.

4.4.2 球面調和関数と球面上のラプラス作用素

まず,k次の球面調和関数の定義からはじめる.7)k(Rd)をRdの複素係数k次

斉次多項式全体を表すとする.つまり

pk(Rd,｣.Ekaα- ∈C,･a.-kt
である.さらに,この多項式のうち調和なものを考える:

7i7)k(Rd)-(p∈7)k(Rd):△p(x)-0,I∈Rd)
このとき,球面調和関数は次のように定義される.
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定義 4.3.P∈7iPk(Rd)を球面S上に制限した関数を,S上のk次球面調和関
数という.すなわち,S上の関数HがS上のk次球面調和関数であるとは,ある

P∈717)k(Rd)が存在して

H(x)-P(x)(x∈S)

となるような関数のことである･S上のk次球面調和関数全体からなる集合を7ik(S)
で表す.

本論文では,混乱の恐れのない限り,

7)k-7)k(Rd),717)k-7i7)k(Rd),7ik-7ik(S)

と表すことにする.

本節の目標は次の定理を証明することである.

定理 4.5.(1)dim7ik
-(d'Z

d+k-1

dim710-1,dim711-

)

戻

(2)Y(k)∈7ik,Y(i)∈7il(k≠l)のとき,

(Y'k',Y'l')S-/sy'k'

d+k-3

k -2 (k-2,3,...),

(x)Y(l)(x)dJ(x)-0.

(3)Y,･(k)∈7ik(i- 1,･･･,h(d,k);k-0,1,2,･･･)を7ikの正規直交基底とする･
ただしここでh(d,k)-dim7ikである.このときf∈L2(S,J)に対して,

棚
∑

舛

e
∑

脚
fJ

(I,Y,･(k))syi(k)
L2(o･)

この定理の証明には以下に示す補題を用いる.

10(nう∞).

補題 4.2.Pk(Rd)はC上の有限次元ベクトル空間で,その次元は

dk-
d+k-1

d-1

である.

(d+kll)!

(d-1)!k!

証明.定義より,アkはxα-埠1･･･x冨d(回 -α1+･･･+αd-k)で生成されるC

上のベクトル空間で,各xαは一次独立であるから,7)kの次元は,回 -kなる多

重指数α-(α1,.‥,αd)の個数であり,それがdkである･ □
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p(x)-∑ aαxαに対してxαのところに形式的に∂αを代入してつくった偏微
回-k

分作用素

p(∂)-∑αα∂α
回-k

を考える.P,Q∈7)kに対して

(P,Q)P-P(a)Q

とする.このとき,次が成り立っ.

補題 4･3･(･,･)pは7)k上の内積になっている･

証明･P(I)-∑ aαxα,Q(I)-∑bpxβであるとすると,
回-k IPt-k

(4.6)

(p,Q)P-P(∂)育-∑aαxα∑bpxβ-∑α!aα石α
回-k IPJ-k 回-k

となっている･この式より,(P,Q)p∈Cであり,さらに内積の公理をすべて満た
すことも明らかである.

一般には,span
きない.実際,

Span
(U717)k)

1
日
ノ
多ヽ

胞

かB
uた
腔

(
弄

が多項式全体を生成していることはまったく期待で

いくらでも存在する.ところが,球面上では

が多項式全体を生成していることがわかる.このことが定理の主

張(3)の土台となる部分である.そして,このこ･とを示してくれているのが次の補
題である.この補題については,補題4.3と線形代数学の直交分解定理を用いて示

される.

補題 4･4･P∈7)kとすると,あるPJ･∈717)k-2j(i-0,･･･,l;lはk-21≧0とな
る最大の整数)が存在し,

P(x)-Po(I)+回 2pl(x)+･･･+回2lpl(x)

と書くことができる.

証明･i-2,3,･･･に対して回2p,･_2-(回2Q‥Q∈Pj-2)とおく･このとき,内
積 (･,･)pに関して,

P,･-7i7),･0回 2p,･-2 (4.7)

と直交分解できている こ とを証明する･それに は,内積(･,･)pに関する回27)i-2の
直交補空間

(回2pj_2)⊥-(P∈7)i･･(回2Q,P)p-0(∀Q∈7'j-2))
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がu7),･と一致することを示せば十分である･P∈u7'jとすると,任意のQ∈7)i_2
に対して,

(回2Q,P)p-△Q(∂)戸-Q(∂)五戸-o

であるから,717)j⊂(回2pj-2)⊥がわかる･逆にP∈(回2pj_2)⊥とすると,任意
のQ∈7)3･12に対して,

(Q,△P)p-Q(∂)△戸-△Q(∂)戸-(回2Q,P)p-0

がわかる･ここで,△P∈7)i-2であるから,△p-0でなければならない･ゆえ

に,(回27)i-2)⊥⊂717㌔.である･
直交分解(4.7)を使うと,補題が次のように証明できる.P∈Pkをとる.k-0,1
のときはP自身が調和関数になっている.k≧2の場合を示す.まずj-kとして

(4.7)を適用すると,あるPo∈7t7)kとQl∈7)k_2により,

P(I)-Po(x)+回2Ql(x)

と書けることがわかる.k-2≦1ならば補題の証明が終わる.k-2≧2である

ときは,i-k-2として(4.7)を使えば,あるPl∈717)k_2とあるQ2∈7)k_4に
よって,Ql-Pl+回2Q2と書けるので,

p(I)-po(x)+回2pl(I)+回4Q2(x)

となる.以下,この操作を繰り返せば補題の証明が完了する.

口

この補題より,任意のk次斉次多項式Pは,球面S上では

P(x)-Po(x)+Pl(I)+･･･+Pl(x)(x∈S)

と球面調和関数の和で表せることがわかる.従って,任意の多項式もS上に制限

すれば,球面調和関数の一次結合で表せることになる.このことも用いて次の補

題を得る.
(X)

補題 4･5･S上の連続関数fに対して,あるfn∈spanU 7ik(S)(n-1,2,･･･)で
k=O

supげ(x)-fn(I)110(nJ ∞)
x∈S

となるものが存在する.

証明.Rd上の複素係数の多項式全体からなる集合を7)とする.また,S上の関数

9で,あるP∈γによって9(I)-P(x)(x∈S)となるもの全体のなす集合をA
とする.このとき,Aはストーン･ワイエルシュトラスの定理の条件を満たすの

で,任意のf∈C(S)に対してIIf-gn=Sう0(n1 ∞)なるgn∈Aが存在する･
すでに示したように,各gnは球面調和関数の一次結合で表されているので,補題
の証明を終える. 口
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ここで7tkの次元を計算しておく･(4.7)により,

dimアk-dim71アk+dimPk_2

が成り立っことに注意する.一方,p∈717)kをS上に制限した関数に対応させる
写像をpkとおく.pkは717)kから7ikの上-の線形写像である.この写像が1対1

写像であることを示す･そのためには,鞠(Y)-0のとき,Y-0であることを証
明すればよい･Yがk次斉次であることより,任意のx∈Rd＼(o)に対して,

Y(x)-lxlky(苗)-的 k(Y)(苗)-0
がわかる.ゆえにY-0でなければならない.したがって,pkは71アkから7ik-

の同型写像となり,線形代数学の一般論から,717)kの次元と7ikの次元が一致す
ることが得られる.以上のことから,

dim7ik(Sdll)-dim7iPk(Rd)

-dim7㌔(Rd)-dim7)k_2(Rd)

-･･h(d,k) (4･8)

を得る.

以上の補題より定理を示していく.

定理4.5の証明.(1)はすでに示した.

(2)を証明する.Y(k)∈7ik,Y(i)∈?ilとする.上で定義した7L7)kから7tkの上
-の同型写像陶 を使って,u-pk-1(yk)を定義する･同様にしてV-打1(yl)と
おく.x-rx'(r∈(0,∞),x'∈S)と極座標で表すと,

u(x)-rkyk(x'), V(x)-,lyl(x')

となっている.定義よりu,両ま調和であるから△u-△V-0であり,またx∈S
では

aa;-kY'k'(x), aa≡
となっている.したがって,グリーンの公式よ

0-/xERd:回≦1}
(u△V-vAu)dx-gd

-lY(i)(x)

ら得F'ヽ一め
式の吹hソ

伽
同
一膚
相川u

〝･-
ム Hr∂

∂㍊

~V房

れ
＼
.1｣
ノ

-Jd/s(lY'k'Y'l)-kY'l'Y'k')dJ(I)-Jd(i-k)/sY'k'Y(l'dJ(I)･
したがって(2)は証明された･

次に(3)の主張を証明する･7iktまh(d,k)tjjC元ベクトル空間であるから,Yl(k),-,yh((kd),k)
という7ikの内積(･,･)L2(q)に関する正規直交基底をとることができる･(2)より,

(yJ(k):k-0,1,2,･･･,･j-1,･･･,h(d,k)) (4･9)
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が正規直交系であることがわかる･また,任意のf∈L2(S,J)と任意のE>0に
対して,ルベーグ積分の一般論からIIf一gllL2(q)<E/2を満たすS上の連続関数g

が存在する.さらに,補題4.5より,あるh∈span

E
Llg-htIL2(q)≦Ill-hHs<盲

となるものが存在する.ゆえにspan

かった.よって前に示した定理より,
∪
･
1.割

同

相川u
nlは

がL2(S,J)で桐密であることがわ

される. 口

次に,球面調和関数が,球面上のラプラス作用素とよばれる作用素△Sの固有関

数となっていることを見ておく.△Sは極座標で表せば,

d-2

△su-∑
1 ∂

tI(sinOl･･･SinOk-1)2sind~1-kok∂Ok

1 82u
+
(sinOl･･･SinOd_2)280

2
d-1

(sind-ト 鳩 )

となっている.また,Rdのラプラス作用素△を極座標を使って書き表すと

･u-去 g(rd-1g)･吉Asu
となることが計算により得られる.

定理 4･6･ある撒 球面調和関数Yl(l),･･･,yh((lh)で,tY,･(l):i-0,1,2,- ･;i-
1,‥ .,h(d,l))がL2(sd~1,g)の正規直交基底となり,さらに次式を満たすものが存

在する;

AsY,I(l)--i(d+i-2)Yj(i)･
証明.1次の球面調和関数に対して,rly(l)(x')はRd上の調和関数であるから,

O-△rly(l)- (芸 +(d - 1)三豊 +吉As) rly(l'

である.したがって,S上では,

i(I-1)Y(l)+(d-1)lY(l)+AsY(i)-o

を満たしている.これより,定理が得られる.
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なお,関数f∈L2(J)が十分滑らかであれば,fの球面調和関数による展開

棚∑
..i
∞∑
脚
ニfJ (I,Yj(k))sy,･(k)

は一様収束し,しかも球面上のラプラス作用素の微分に関して項別微分できるな

どの性質をもつ.

以下では,球面調和関数の具体的な形をd-3の場合について述べる(一般の場

合はゲーゲンバウアー多項式とよばれるものを使って記述される).

便宜上,今度はx-(xl,x2,X3)を

∬1-rCOSβ, ∬2-rSinβcos¢, ∬3-rSinβsin¢

(0∈(0,7T),4,∈(0,27T))
と表す.

ここで△Sは,r,0,¢を使って表すと次のように書くことができる:

･S-嘉 孟 (sine;)I

まず,0(♂)◎(¢)の形の関数で次を満たすものを探し出す :

0-(△S+ I(i+1))0(0)◎(¢)
◎(4,)dr
sinedO (sines)+

0 (0)d20
sin2ad¢2 +i(i+1)0(0)◎(¢).

この関係式を変形すると,

sinOi (sines)去+I(l･1) sin 20-蓋dd26:･
ここで両辺は定数でなければならないので,それを仮にm2とおく.すると,

d2◎(¢)

d¢2
+ m 2◎(¢)-0,

嘉i(sine; )I(l(l･1)-sin2♂)

(4.10)

0(♂)-0･ (4.ll)

(4.10)の解は◎(27T)-◎(0)を満たしているので,mは整数で◎m(¢)はeimOと

e~imOの一次結合でなければならない･一方,i-cosOと変数変換LPm(i)-0(0)

とおくと,tは-1から1を動く変数として,(4.ll)は,

孟 ((1-t2)管 +(i(l･1)-
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と変形される(これは,ちょうどm-Oの場合がルジャンドル多項式Pl(i)の満た
す微分方程式である)･さて,回 ≦lのとき,

pl-(i)-品(1-i2)-/2
dl+m

dil+m(t2-1)l (4.13)

は(4･12)を満たしている･このPlm(i)をルジャンドル陪関数という.また,6lkを
クロネッカーのデルタとして,

王Plm(i)Pkm(i)dt- 2 (l+m)T.21+1(i- m)!
elk

となる.

そこで,i- 0,1,2,･･･;i- 1,･･･,21+1; m- i-i-1とし,αkをlαkL-1 な
る複素数として次のようにお く:

yJ(l)(x')-Y,･(i)(0,4 ) - αk (21･1)許諾 Plm(cos0)eimQ. (4.14)

このとき,

AsYJ(lL -I(i+1)Yj(i)
を満たし,かつ,

/sy,･'l'(I,)yj',l''(x,)dJ(x,)-61116jJ･,
となる.ここで,g(S)-1と正規化してあったことに注意する.またS上では,

xl-COSO, (x2j=ix3)m-(sinmO)ej=imQ

となっていることより,rly,･(i)(x')Eま多項式であることがわかる･((4･13)を見よ)･

しかも調和になっている･ゆえに,Yi(l)が7ilの正規直交基底をなす球面調和関数
になっている.

4.4.3 球面上の熟方程式

最後に,球関数展開を用いて熱方程式を解いてみる.

このためには球面調和関数による展開が一様収束し,球面上の微分に関しての

項別微分ができるという事実が必要になる.この事実を認めるため,次の定理を

みておく.

定理 4.7.f∈C∞(S)であれば,
∝)2J+1

f(x')-∑∑(I,Y,･(l))yJ(l)(xI)l-03'-1
はSで一様絶対収束している.
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以後,C∞級という十分な滑らかさを仮定してd=3の場合を考察する.

微分方程式

孟u(t,0,¢)-△S2u(i,0,4)

を球面上の熱方程式という.

fを球面上の関数とし,熱方程式の解u(i,0,¢)が,

u(0,0,¢)-I(0,¢)

を満たすとする･このとき,fを解u(t,0,6)の初期値という.

任意のf∈C∞(S2)に対し,fを初期値とする熱方程式の解u(i,0,¢)を求める.
まず,Jを,

∝)2k+1
f(0,¢)-∑ ∑ (f,Y,･(k))sy,･(k)(0,6)
k-0i-1

と球関数展開する.

そして,熱方程式の解を,

∝)2k+1

u(i,棉 )-∑ ∑ αj,k(i)Yj(k)(0,4)
k-03'-1

なる球関数展開の形で求める.形式的な計算により,
(x)2k+1

孟u(i,0,6)-∑∑αL･,k(i)Yj'k'(0,¢),
k-0i-1
oo2k+1

△S2u(i,0,4)-∑ ∑ (-k(k+1))αj,k(i)Y,･(k)(棉 ),
k-03'-1
(x)2k+1

u(0,0,4)-∑∑αj,k(0)Y J(k)(0,4)
k-031-1
oo2k+1

-∑ ∑ (I,Y,･(k))sy,･(k)(0,6)
k-03'-1

であるから,

cy;･,k(i)ニーk(k+1)αj,k(i),

･J,k(0)-(I,Y,･(k))S

が成り立つ.

これを解いて,

･,･,k(i)-(I,Y,･(k))se-k(k+1)i

を得る.
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さて,t≧0のとき,

∝)2k+1

u(t,0,4)-∑∑(I,Y,･(k))se~k(k'1)ty,･(k)(0,¢)k-0i-1
はt,0,¢について何回でも項別微分できる.したがって,上で形式的に行った計算

が正しいことがわかる.ゆえに,u(i,0,¢)は熱方程式の解で,その初期値はf(0,¢)
である.
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