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研究成果の概要（和文）：球対称でなめらかさの低い初期値を持つ準線形波動方程式に対する初期値問題の時間局所適
切性を、とくに解の初期値への連続依存性の観点から研究しました。
また個々では零解を不安定にしない冪乗型非線形項の和が、波動方程式の解の最大存在時間に及ぼす影響を研究しまし
た。
さらに定数係数の線形波動方程式の解がみたす局所エネルギーの時間可積分性評価式を用いて、空間2次元のときに小
さくなめらかな初期値を持つ準線形波動方程式系に対する初期値問題の一意時間大域解の存在を証明しました。

研究成果の概要（英文）：The problem of local well-posedness was studied for quasi-linear wave equations wi
th low-regularity radially symmetric data. Emphasis was on the investigation of continuous dependence of s
olutions on initial data. 
Combined effects of some two nonlinear terms in the lifespan of small solutions to semilinear wave equatio
ns were also studied. 
Further, the Cauchy problem was studied for systems of quasi-linear wave equations with multiple speeds in
 two space dimensions. The localized energy estimate for constant-coefficient linear wave equations played
 a key role in giving an alternative proof of global existence of small solutions. 
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１．研究開始当初の背景 
本研究課題の申請時に，わたしは平成 20，21，
22 年度科学研究費補助金の申請課題に沿い，
時間と空間の両方の変数に依存する係数を
持つ 2階の波動方程式の解が満たす重みつき
時空 L^2評価式の導出を行いました．さらに
それを応用して，球対称でなめらかさの低い
初期値をもつときの準線形波動方程式の初
期値問題の適切性に関する結果を得ていま
した．ただしその結果は解の初期値への連続
依存性の点で最適性に疑問が残り，再考の余
地がありました． 
また，上述の時空 L^2評価式や適切性の研究
の中で用いられていたトレース型不等式は
球対称とは限らない場合でも成立するので，
球対称解に限定しない場合の初期値問題の
適切性の研究に応用できないかを考えてい
ました． 
 
２．研究の目的 
本研究課題申請時における研究の目的は，な
めらかさの低い初期値をもつ非線形波動方
程式の初期値問題の適切性を時間大域的観
点と時間局所的観点とから研究することで
した．とくに球対称とは限らず，空間遠方で
過大な減衰条件を課さないような初期値を
与える場合に関心がありました． 
 
３．研究の方法 
(1) まず 1 年目の平成 23 年度は，上述した
球対称でなめらかさの低い初期値をもつと
きの準線形波動方程式に対する初期値問題
の適切性に関する結果における解の初期値
への連続依存性の点を改善しようとしまし
た。そのために，なめらかさの高い初期値を
与えるときの H. Beirão da Veiga の論文を読
み，その方法を理解することから研究を始め
ました．なめらかさの低い初期値に対する枠
組みで，その方法がそのままで通用するのか
否かを見極めることを考えました． 
 
(2) 2 年目の平成 24 年度は，|u|^q と|u_t|^p
という二つの項の和を非線形項としてもつ
半線形波動方程式に対する初期値問題を時
間大域的観点から研究しました．最初から
|u|^q+|u_t|^p という一般的な非線形項を扱
うと議論の見通しが悪くなると危惧しまし
た．そこで空間次元を 3 とし，まず
|u|^3+|u_t|^2, 次に|u|^q+|u_t|^2, 最後
に一般の|u|^q+|u_t|^p を考えました．その
過程で論法と道具を整備し，確かな手ごたえ
を得たので空間次元が2のときの問題も考え
てみました． 
 
(3) 3 年目の平成 25年度は異なる伝播速度を
もつ準線形波動方程式系に対する初期値問
題を時間大域的観点から研究しました．とく
に空間次元が 2 のときに関心がありました． 
空間変数に関して局所化されたエネルギー
がもつ時間変数に関する可積分性を準線形

波動方程式に対する初期値問題の時間大域
解の存在の証明に応用して新しい知見を得
られないかということに注意して研究を進
めました． 
  
４．研究成果 
(1) 論文``On almost global existence and 
local well-posedness for some 3-D 
quasi-linear wave equations'' (Kunio 
Hidano, Chengbo Wang and Kazuyoshi 
Yokoyama. Advances in Differential 
Equations, Vol.17, No.3-4 (2012), 
267-306)で得られていた，時間と空間の両方
の変数に依存する係数をもった2階の波動方
程式の解が満たす時空 L^2 評価式を用いて，
なめらかさの低い初期値をもつ準線形波動
方程式の初期値問題の時間局所適切性に関
する問題を考察しました．とくに解の初期値
への連続依存性に重きを置きました． 
準線形波動方程式の解を逐次近似法で構成
する際には，その過程で「微分の損失」が発
生します．これが原因となり，解の初期値へ
の連続依存性は半線形方程式に対する解析
で得られるときの結果と比べて弱い結論し
か従いません． 
この状況を克服する重要な方法が H. Beirão 
da Veiga によって提唱され，十分になめらか
な初期値をもつときの準線形波動方程式を
解析する場合には，解の初期値への連続依存
性の結果を改良できることが知られていま
した． 
そこで Beirão da Veiga の方法がなめらかさ
の低い初期値をもつときの問題にも有効か
を調べることにしました．そして A_p クラス
の重みのついたソボレフ空間における，コン
パクト台を持つなめらかな関数の稠密性が
要諦であることが判明しました．幸いにもこ
のことは実解析の手法を用いて肯定的に示
されることが分かっていますから，初期値の
なめらかさが低い問題の場合においても，解
の初期値への連続依存性が満足のいく形で
得られました．Beirão da Veiga の有名な方
法が，初期値のなめらかさが低いときの問題
にも適用されたことは意義深く重要である
と思います． 
 
(2) Yi Zhou と Wei Han による論文``Blow up 
for some semilinear wave equations  
in multi-space dimensions''  
(Communications in Partial Differential 
Equations, Vol.39 (2014), 651-655)に啓発
されて、|u|^q と|u_t|^p という二つの項の
和を非線形項にもつ半線形波動方程式の初
期値問題に対し，滑らかで小さな初期値を与
えるときの解の最大存在時間を「下から」評
価する考察をしました． 
上述の論文で，Zhou と Han は解の最大存在時
間の「上から」の驚くべき評価式を得ました． 
彼らの論文は，「小さく滑らかな初期値に対
する非線形波動方程式の初期値問題の時間



大域解の存在と非存在」という歴史の長い分
野に，未開拓で肥沃な土地が眠っていたこと
を満天下に知らしめたといっても過言では
ないと思います．そこで「下から」評価する
問題に取り組み，彼らの「上から」の評価の
最適性を検証しようと試みました． 
幸いにも，標準的なエネルギー法と自身の十
数年前の未出版論文の中で用いられていた
方法を組み合わせ，さらに科研費の研究課題
「局所平滑化評価式の非線型双曲型波動方
程式への応用に関する研究」に沿う研究の過
程で，Chengbo Wang 氏，横山和義氏と見つけ
たトレース型不等式も援用すると，空間次元
が 2と 3の場合に「下から」の評価式を得る
ことが出来て，Zhou と Han が得ていた「上か
ら」の評価式は多くの場合に最良であること
を確認することが出来ました． 
またさらに，ぎりぎりの「臨界」の場合には，
解の有限時間での爆発は起こらずに時間に
ついて大域的に解が存在しているという予
想外の結果も得ることが出来ました． 
 
(3) 科研費の研究課題「局所平滑化評価式の
非線型双曲型波動方程式への応用に関する
研究」に沿い，空間変数に関して局所化され
たエネルギーがもつ時間変数に関する可積
分性を準線形波動方程式の時間大域解の存
在の証明に応用する研究を行ないました．こ
のような「局所エネルギーの時間可積分性評
価式」の証明方法は複数知られていますが，
Smith と Sogge による方法は空間次元が 2 の
ときにも有効です．また，このような評価式
は非線形波動方程式の解の長時間存在の証
明にも有効であることがよく知られていま
す．そこで，空間次元が 2のときに小さくな
めらかな初期値を与えるときの，異なる伝播
速度を持ち非線形項がある退化条件を満た
す準線形波動方程式系の時間大域解の存在
を証明した Hoshiga と Kubo の優れた成果に，
基本解の各点評価という面倒な作業を経な
い別証明を与えることを試みました． 
Klainerman-Siderisの方法とSmith-Soggeの
評価式を有効活用することにより，この試み
は成功しました． 
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