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少クラス分類問題における特徴選択に関する考察
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あらまし正準判別分析は分散比 (F比）を最大化する最も代表的な特徴選択手法であるが，クラス数以上の特

徴が選択できないため，少クラスの分類問題に対する有効性に限界がある．この問題を解決するために，新しい特

徴選択手法 (FKL法）を提案し，手書き数字認識実験によりその有効性を評価する.FKL法は， F比を最大化す

る正準判別分析と，次元減少による平均2乗誤差を最小化する主成分分析 (K-L展開）を特殊な場合として含む，

より一般的な特徴選択手法である．正準判別分析，主成分分析，正規直交判別ベクトル法 (ODY法）などとの比

較実験の結果，少クラスの分類問題ではFKL法により選択された特徴量の識別力が最も高いことを示す．
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1. まえがき

正準判別分析は分散比 (F比）を最大化する最も代

表的な特徴選択手法であるが，クラス数以上の特徴が

選択できないため，少クラスの分類問題に対する有効

性に限界がある．例えば字種数の少ない数字認識では

識別力に関して順序づけられる特徴量が9個（字種数

-l)となるため，識別力のより高い IO次元以上の特

徴ベクトルを得ることができない．この問題を解決す

るために，多くの方法が研究されている [l].代表的な

方法として，正規直交条件のもとでF比を最大化する

方法[2]~[6],共分散行列の差異を表す項を追加して特

徴評価関数を拡張する方法[7]~[10],共分散行列をノ

ンパラメトリック化する方法[ll]などがある．

本論文では，もう一つの新しい特徴選択手法(Fisher-

Karhunen-Loeve Method, 以下FKL法）を提案し，手書

き数字認識実験によりその有効性を評価する.FKL法

は， F比を最大化する正準判別分析と，次元減少による

平均 2乗誤差を最小化する主成分分析 (K-L展開）を

特殊な場合として含む，より一般的な特徴選択手法で

ある．比較のための特徴選択手法としては，正準判別

分析，主成分分析，正規直交判別ベクトル法

(Orthonormal Discriminant Vector Method, 以下 ODY
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法） [3], [5], [6]を用い，識別には擬似ベイズ識別関数，

2次識別関数，部分空間法を用いる．

ODY法に代表される，正規直交条件下でF比を最大

化する手法は，正準判別分析より F比の大きい特徴を

選択することができ，多クラス分類問題にも適用でき

るが，得られる特徴に相関があるため多変量の特徴ベ

クトルとして識別力が高いとは限らない．

特徴評価関数を拡張する従来の方法は，基本的に2

クラス分類問題を対象とし，二つの共分散行列の分散

差あるいは分散比の項を追加して特徴評価関数を拡張

するため，多クラス問題への拡張が容易でない [12].

共分散行列のノンパラメトリック化は，クラスの代

表ベクトルを複数化して級間分散のランク落ちを防ぐ

手法であり，個々のクラスの分布形が複雑でノンパラ

メトリックな識別系を用いる場合の特徴選択手法とし

ては合理的であるが，分布形がパラメトリックに表現

できる場合や，パラメトリックな識別系を用いる場合

に適した手法ではない．また，分布形が複雑でノンパ

ラメトリックアプローチが適している場合には， FKL

法をノンパラメトリック化することもできる．

FKL法は，特徴評価関数を拡張して正準判別分析と

主成分分析を融合する新しい特徴選択手法であり，

(1) 2クラス問題，多クラス問題のいずれにも区

別なく適用できる，

(2) 原特徴量の次元数を超えない範囲で任意の次

元数の特徴ベクトルを得ることができる，
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(3) 固有値解析問題として数値計算による効率の

良い解法が確立している，

などの性質を備えている．

判別分析と主成分分析との融合を試みた手法として

文献[4]がある．この手法は，正規直交条件を満たす墓

底ベクトルの各々において F比あるいは分散のいずれ

か一方を選択して最大化する手法で， ODV法を拡張し

たものと考えることができる．しかし，各基底ベクト

ルにおける F比と分散の選択が利用者にまかされてい

るため，その応用は，多変量データの可視化や，低次

元の特徴ベクトル抽出系の対話的設計に限られている．

2. 特徴選択手法

本論文で比較する各特徴選択手法について以下に述

べる．なお原特徴量の中から識別に有効な少数の特徴

量を選択することを特徴選択と呼び，原特徴量の線形

結合などの中から新たな特徴量を選択することを特徴

抽出と呼んで両者を区別する場合がある． しかし，本

論文では原特徴量の抽出との混同を避けるため，この

両者をともに特徴選択と呼ぶことにする．

2.1 正準判別分析

n次元の原特徴ベクトルから正準判別分析によってn'

次元の特徴ベクトルを選択する手順を以下に示す[13].

まず次式を満たす固有ベクトル行列0と固有値行列

Aを求める．

Sゆ=Sw<l>A (1) 

ここで， Sbは級間変動， SWは級内変動であり， Aは

固有値 A、 (,ll~ みこ…こ入")を対角要素とする固有

値行列， 0は対応する固有ベクトルQを列ベクトルと

する固有ベクトル行列である．＆のランクを rとする

と最大 r個の 0でない固有値が得られる．またクラス

数を Lとすると r=min(L-1,n)となる．特徴ベクト

ルXに対して線形結合，

Y; = <I>「X (i= 1, 2, …，n') (2) 

により F比（固有値 A、)の大きい方から n'個の正準

判別変量を選択し新たな特徴ベクトルとする.n'=nの

とき新しい特徴ベクトルは，

y = <l>TX (3) 

で与えられ，その級間変動 S'b• 級内変動S'wは，

S勾=<l>TSゆ=A (4) 

S'w=<l>7Sw<I>=/ (5) 

となる．ここでIはnXnの単位行列である．式 (4)'

(5) から y の各要素は s·b• S'wおよび全変動 S',

(= S'b + S'w)に関して無相関になることがわかる．ま
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た，式 (5)を満たすとき，固有ベクトル行列0はSW

に関する正規直交行列と呼ばれ，通常の直交行列では

ない．

2.2 主成分分析 (K-L展開）

全変動S,(=Sw +Sb)を用いて次式を満たす固有ベ

クトル行列 0と固有値行列 Aを求める．

S,<I> = <l>A (6) 

式 (2.)により分散（固有値;¥,)の大きい順に n'個

の主成分を選択し新たな特徴ベクトルとする．

特徴ベクトル Xをn'個の固有ベクトルで K-L展開

したときの平均2乗誤差は，

n n ’ 

E=i=~+I 入, = trace {A} -;~ 入、 (7) 

で与えられる．固有ベクトル0は正規直交行列であり，

行列のトレースは正規直交変換のもとで不変であるか

ら，式 (7)は

E = trace {S,} -;~ 入； (8) 

と書くことができる．式 (8)から分散入；を最大化す

る（打切り） K-L展開による特徴選択が，次元減少に

よる平均2乗誤差を最小化することがわかる [13].

n'=nの場合新しい特徴の全変動S',は，

況=cl>7S,cl> = A (9) 

となり，新しい特徴はS',に関して無相関になる．

2.3 FKL法

原特徴量の次元数に比べてクラス数が小さい場合，

クラス数程度以下の低次元の特徴量を選択するときは

正準判別分析が適しているが，より高次元の特徴量を

選択するときは主成分分析が適している[14].従って，

F比と分散の双方を特徴選択の基準とする選択手法を

実現すれば，少クラスの分類問題における正準判別分

析の制約をとり除くことができると考えられる．

正準判別分析と主成分分析を特殊な場合として含む，

特徴選択手法に適した一般固有値解析問題を式 (JO)

に示す．

(Sb+ f3Sw)cl> = { (l -/3)Sw + /3/}cl>A (JO) 

ここで， f3は[0, I Jの定数である．式 (JO) を満

たすct>,Aを求め，式 (2) により固有値の大きい順

にn'個の変量を選択して新たな特徴ベクトルとする．

この特徴選択手法は， /3=0で正準判別分析， f3= lで

主成分分析になるため， f3の値を最適値に選んだとき

に選択される特徴量の識別力は，両者によって選択さ

れる特徴量のうち向い方を（上回るとは限らないが，

少なくとも）下回ることはない.n'>Lの場合に実際に
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識別力が向上することは， 3.において実験により確か

める．また 0</3<1では， F比と分散の荷重和が特徴

選択基準として最大化される．例えば， pが0に近い
ときは，最初の L-1個の特徴は主に F比を最大化し，

残りの特徴は主に分散を最大化すると考えることがで

きる．

なお， FKL法を用いた場合，識別時に必要な式 (2)

の計算量・記憶容量は，正準判別分析，主成分分析と

同ーであり，学習時に必要な式 (10)の計算量・記憶

容量も，正準判別分析とほぽ同一である．

2.4 ODV法

F比を特徴選択基準とする小クラス分類問題に適し

た特徴選択手法として，正規直交条件のもとでF比を

最大化する ODY法が提案されている．特徴選択に用い

る基底ベクトルは以下の手順で求められる．

(1) 正準判別分析により原特徴空間でF比が最大

となる基底ベクトルを求め，これを第 1基底ベクトル

とする．

(2) 第 1基底ベクトルの直交補空間で F比が最大

になる基底ベクトルを求め，これを第2基底ベクトル

とする．

(3) 以下第 i基底ベクトルは，第 1~第 j- 1基

底ベクトルすべてと直交する補空間でF比が最大にな

る基底ベクトルとする．

ODY法を用いればクラス数を超えて F比が0でない

特徴が選択できる．また正準判別分析よりも F比の大

きな特徴を選択できることが，理論的に明らかにされ

ている [5].

なお，上記 (1)~(3)の各ステップにおいて， F

比以外に分散が最大となる基底ベクトルも選択できる

ようにすると文献[4]の手法と等価になる．

2.S その他の一般固有値解析問題

正準判別分析の拡張として，次式の固有値解析問題

がある．

(Sけ f3Sw)<I>= Sw<l>A (II) 

ここで， pは[0, I]の定数である．式 (II) は/3=
0で正準判別分析となり， /3= Iでは左辺がS、0とな
る．従ってpキ0とすれば，固有値は一般にすべて正
となり， 0でない固有値がn個得られる．しかし，式

(11)を変形すると，

Sゆ=Sw<I> (A咽/)= Sw<l>A'(12) 

となり，その固有ベクトルは式 (1)の固有ベクトル

に等しく，固有値は式 (1)の固有値にPを加えたも
のに他ならないことがわかる．従ってこの手法では，

正準判別分析の改善は期待できない．

正準判別分析と主成分分析を特殊な場合として含む

最も自然な一般固有値解析問題として式 (13)あるい

は式 (14)が考えられる．

{(l -/J)S―ぷ+f3S, }<I>= <l>A (13) 

{(1-/J)ふ＋郎ふ}<I>=Sw<l>A (14) 

ここで， pは[0, I]の定数である．上式は /3=0で
正準判別分析， /3= Iで主成分分析の固有値解析問題

になる． しかし，式 (14)の左辺の行列が非対称行列

となるため，固有ベクトルが複素ベクトルとなり，特

徴選択には不向きである．

3. 比較実験

以下に述べる実験サンプル，原特徴ベクトル，識別

関数を用いて認識実験を行い，特徴選択手法の評価・

比較を行う．

3.1 実験サンプル

実験には，郵政省郵政研究所が作成した第1回およ

び第2回文字認識技術コンテストの学習用・評価用サ

ンプルを用いる[14]~[16].このサンプルは実際の郵便

番号から収集された 3けたの数字からなり，総サンプ

ル数は 14,954(44,862文字）である．

画像サイズは横 240ドット X縦 120ドットで，あら

かじめ適当なしきい値で 2値化されており，郵便番号

枠は除去されている．筆記具は，ペン，ボールペン，サ

インペン，毛筆など多岐にわたっている．

以後の実験では，先頭から 9,961サンプル(29,883文

字）を学習用サンプル，残りの 4,993サンプル(14,979

文字）を評価用サンプルとして用いる．

3.2 特徴の抽出と識別

画像の水平周辺分布と文字枠の位置情報を用いて切

り出した数字サンプルから， i農度値こう配を利用した

400次元の加重方向指数ヒストグラム [17]特徴を抽出

し，原特徴量として用いる．

2. に示した各特徴選択手法を用いて， 400次元の原

特徴量から n'次元の特徴量を選択する (n'=3, 6, 9, 

12, 20, 30, 64, 100, 144, 196, 256, 400). 特徴選

択に必要な固有値解析には，コレスキー分解とハウス

ホルダー ・QR法[18]を用いる．

式 (11)の方法と FKL法において， Pの値は以下に
述べるモード4のローテーション法により実験的に定

める．すなわち評価用サンプル (14,979文字）を 4等

分し，そのうち三つを用いる認識実験により最適な P
を求め，その値を用いて残りの一つを評価するという
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図l 擬似ベイズ識別関数による比較実験
Fig. I Experimental comparison employing a pseudo Bayes 

discriminant function. 

手順を 4回繰り返し，平均正読率を求める．従って， p
の決定に用いるサンプルと識別率の評価に用いるサン

プルに同一のサンプルが含まれることはない．

識別には，文献[14]で総合的に優れた結果を示した

擬似ベイズ識別関数以外に，特徴量の次元数と正読率

の関係等が理論的によく研究されている 2次識別関数

および特徴抽出理論の分野でよく研究されている部分

空間法を用いる．

識別に用いる平均ベクトル，共分散行列などのパラ

メータは学習用サンプルから推定し，クラスの事前確

率は等確率とした．

擬似ベイズ識別関数で用いる固有ベクトルの数Kは，

37 (n'.i;; 64 の場合）およびn'(n'~30 の場合）とし

た．また，部分空間法における Kの最適値は次元数に

より異なるため， l~k~n' の範囲で正読率が最高と

なる値を求めて用いた．

3.3 実験結果と考察

図 lに擬似ベイズ識別関数による比較実験の結果を

示す．横軸は特徴選択後の次元数（対数表示），縦軸は

正読率を表す．正準判別分析による特徴選択では， 9 

次元までは他の手法に比べ高い値を示しているが，そ

れ以上の次元数では正読率が向上しないことがわかる．
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図2 2次識別関数による比較実験
Fig. 2 Experimental comparison employing the quadratic 

discriminant function. 

また， 400次元すべてを選択しても，原特徴量に及ばな

vヽ

一方主成分分析により特徴選択した場合の正読率は，

20次元までは正準判別分析に及ばないが， 30次元以上

では正準判別分析を大きく上回っており，400次元で原

特徴量と同じになる．また， 400次元から 100次元ま

で次元減少しても，正読率の低下はほとんど見られな

し‘•

式 (11)の方法は正準判別分析とほぼ同じ傾向を示

している．

ODY法では， 400個の特徴量すべてを選択した場合

の正読率は原特徴量に対する正読率と同じになったが，

256次元以下では正読率が大きく低下している．

FKL法により特徴選択した場合の正読率は 9次元以

下では正準判別分析と同等であるが， 12次元以上では

他のどの特徴選択手法を用いた場合より高い値を示し

ている．特に 20次元， 30次元では他手法との差が顕

著である．また 100次元から 400次元の特徴ベクトル

では，原特徴量より高い正読率が得られている.400次

元で原特徴量より高い正読率が得られることは興味深

い結果である．また， 64次元程度まで次元減少しても

原特徴量と変わらない正読率が得られるため，主成分

分析に比べて更に計算時間や記憶容量を節約すること

ができる．
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ところで，主成分分析と ODV法によって 400個の

特徴を選択すると，その正読率は原特徴量と同じにな

るが，正準判別分析，式 (11)の方法， FKL法によっ

て400個の特徴を選択すると，その正読率は原特徴量

と同じにならない．これは，前者が正規直交変換であ
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Fig. 3 Experimental comparison employing the subspace 

method. 

るのに対して後者が斜交変換であることと，擬似ベイ

ズ識別関数が正規直交変換のもとで不変であることに

よる．後述の部分空間法も同様の性質を示す．

図 2に2次識別関数による比較実験の結果を示す．

次元数と正読率の関係を見ると，正準判別分析では 12

次元，主成分分析では 30次元をピークに正読率が低下

している．これは，共分散行列の推定誤差によって尖

頭現象 (Peakingphenomenon) が生じているためであ

る.FKL法では，二つのピークの間の谷を覆うように

正読率が向上している. 2次識別関数は一般の線形変

換の下で不変であるため，400次元ではすべての手法で

正読率が一致する．

図 3に部分空間法による比較実験の結果を示す．部

分空間法においても FKL法が最も良い結果を示してい

る．低い次元数において擬似ベイズ識別関数より正読

率が低下しているのは，各クラスの部分空間に共通部

分が増加するためであると考えられる [14].

なお，図 1~図 3における FKL法による識別率の

向上は，正準判別分析と主成分分析の良い方と比べて

0.05 ~ 0.5 %程度であり，次元数によっては向上の程
度が顕著でない場合もある．しかし， FKL法に要する

計算量・記憶容量や，処理手順の複雑さが正準判別分

析と同程度であることを考慮すれば， FKL法が少クラ
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ス分類問題における特徴選択手法として有効であり，

応用上の価値を有することがわかる．

図4は各特徴選択手法で求められる固有値を表した

ものである. ODV法，式 (11) の方法 (/3=0.9) を

同図 (a) に, FKL法 (/3=0.5,/3=0.9) を同図 (b)

に，また正準判別分析，主成分分析は (a), (b)両

方に示す．この固有値は正準判別分析， ODV法におい

ては各基底ベクトル上のF比であり，主成分分析にお

いては，各基底ベクトル上の分散である．

図4 (a) により，式 (11) の方法の固有値は正準

判別分析の各固有値にPを加えたものになっているこ
とがわかる．また， ODV法の固有値は第2固有値以

降，正準判別分析の固有値より大きく，第 10固有値以

降も顕著に大きな値となっている．また図4 (b) に

示す FKL法の固有値は， /3= 0.5では第 9固有値まで

は正準判別分析の固有値より小さいが，第 10固有値以

降も 0ではなくなっている./3=0.9ではより主成分分

析の固有値に近づく．

図4では固有値の値を示したが，図5には，正準判

別分析，主成分分析， ODV法， FKL法 (/3= 0.5) で

用いる各基底ベクトル上のF比の値を計算したものを

示す．正準判別分析のF比が第9基底ベクトルまで高

くそれ以降0であるのに対して，主成分分析の F比は

第9基底ベクトルまでは全体的に小さいが，第 10基底

ベクトル以降も 0にならない.FKL法では第9基底ベ

78 

99.26 
~ 一

゜ふ、-! 99.24 
l'! 

,g 99.22 
忌

゜o 99.20 ~ 
も
~99.18 

8 
99.16 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

/3 

図6 /3と正読率の関係 (64次元）
Fig.6 Correct recognition rate v.s. /3 (64 dimensional case). 

0

8

 

3

2

 

．

．

 

9

9

 

9

9

 
（芯）

0-e』

2

6

2

4

2

2

 

⑲

⑲

⑲

 

u
o
m
u
6
o
:
>
e
J
 1:>a』
JO:) 99.20 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

/3 
図7 /3と正読率の関係 (144次元）

Fig. 7 Correct recognition rate v.s. /j(144 dimensional case). 

クトルまで正準判別分析に近い値でなおかつ第 10基底

ベクトル以降0とならない.ODY法は F比が顕著に大

きい．それにもかかわらずODY法により選択した特徴

量に対する正読率が低い理由として， ODY法では級内

変動，級間変動が対角化されないために相関の高い冗

長な特徴が選択されることが挙げられる．これらの結

果から，個々の特徴のF比が大きくても多変量として

の特徴ベクトルの識別力が高いとは限らないことがわ

かる.ODY法の改良手法として，一度抽出された特徴

の削除を許すODY法D9]が提案されているが．次元数

が大きい場合に計算量が膨大となるため，本論文では

触れなかった．

3.4 FKL法における次元数と Pの関係
前節の実験では'/3の値はローテーション法により

実験的に決定した．ここでは次元数と Pの関係につい
て考察する．図6'図7にそれぞれ64次元， 144次元

における Pと正読率の関係を示す．識別関数には擬似
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ベイズ識別関数を用い，正読率は評価用サンプルすべ

てを用いて求めている．

図6'図7を見ると正読率のピークは 0に近いとこ

ろと 1に近いところにあり，低い次元数では前者が高

く，高い次元数では後者が高いことがわかる．

図8は，次元数と，上記のピークを与える f3の値
ぼ）の関係を示したものである．これらの結果から，

FKL法における Pの値は，ある次元数以下では正準判
別分析に近く，またその次元数以上では主成分分析に

近くなるように設定すればよいことがわかる．

4. むすび

少クラス分類問題における特徴選択手法として，正

準判別分析，主成分分析，正規直交判別ベクトル法に

加え，新しい特徴選択手法FKL法を提案し，大量の手

書き数字サンプルを用いる実験で，特徴量の次元数と

正読率の関係を調べた．

一連の実験において FKL法が最も優れた結果を示し

ており，その有効性が確認できた．また，選択後の特

徴量を用いた場合の正読率が400次元の原特徴量の正

読率を上回っており， 64次元程度まで次元減少しても

原特徴量と変わらない正読率が得られることがわかっ

た．更に特徴選択の基準として F比の最大化以外に，

(1) 級内変動と級間変動，あるいは全変動に関す

る無相関性，

(2) 分散の最大化，

が重要であることがわかった．

FKL法は，

(1) 2クラス問題，多クラス問題のいずれにも区

別なく適用できる，

(2) 原特徴量の次元数を超えない範囲で任意の次

元数の特徴ベクトルを得ることができる，

(3) 固有値解析問題として数値計算による効率の

良い解法が確立している，

などの性質を備えており，幅広い応用が期待できる．

本論文に述べた方法以外にも筆者らはいくつかの特

徴選択手法に関する数字認識の予備実験を行った．そ

れらは， (1)正準判別分析によって選択された9個の

特徴と主成分分析によって選択された特徴を組み合わ

せる方法， (2)45組の異なる数字の対に対して正準判

別分析を適用して 45個の特徴量を求める方法， (3)

主成分分析によって得られる主成分の中から， F比の

大きい主成分を選択する方法，などであるが，いずれ

も特に有効性が認められなかった．その理由として，

手法 (1), (2)で選択される特徴間には高い相関が

生じる可能性があるためと考えられる．手法 (3)に

関しては，文献[14]に考察がある．

今後の課題として，少数の類似文字や混同しやすい

文字対の識別，低品質データにおける有効性の評価，

多変量データの分布の可視化への応用， FKL法の有効

性や各次元数における Pの最適設定に関する理論的考
察， FKL法のノンパラメトリック化，および式 (14)に

よる特徴選択の検討など興味ある問題が残されている．
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