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1序論

物理の基本法則は基本的に量子論に従っていると現在は信じられてい

る｡量子論の数学的形式は状態に対する重ね合わせの原理に基づき､その

形式に対する物理的解釈は古典論との間の対応原理が与えてくれるように

なっている｡すなわち､取り扱っている対象の物理量の中で特に作用の次

元を持つ量がプランク定数hよりはるかに大きくて､プランク定数hが実

質的にゼロとみなしてよいときには古典論の法則が成り立っ｡量子論のあ

る極限として古典論が含まれていると言ってよい｡それでは､逆に古典論

の法則が与えられていたとき､対応する量子論はどのようにして構成した

らよいだろうか｡対応する量子論を構成することを通常｢量子化する｣と

よんでいる｡

量子化の方法としては正準形式と経路積分形式が広く知られている｡特

に､拘束が無く3次元あるいは2次元､ 1次元空間を動き回る質点系の正

準量子化について量子力学の教科書に必ず記述がある.このような系の経

路積分も少し進んだ教科書には書かれている｡

しかし力学変数に拘束条件が置かれるような系一簡単なところでは2次

元(あるいは3次元)空間の中にある円周上を運動する質点､あるいは､面

倒な系として電磁場のようにスカラーポテンシャルに共役な運動量がゼロ

となっていて1種の拘束条件を置かれているような系-では｢教科書風｣

にはいかない｡一般的には拘束のない方が特殊と言ってよい｡また電磁場

を典型例とするようなゲージ不変系は物理的にも重要である｡そこでは頻

繁に拘束が現れるので､拘束のある系の量子化の手続きを明らかにしてお

くことは極めて重要である｡重要であるが故に多くの研究がこれまでにな

されている｡

そこでこの論文では正準形式及び経路積分形式の両方で拘束系の量子化

の基本的な事柄についてまとめた｡そして､その典型的な場合についてそ

れらを例示した｡さらに新しい拘束系を考案しその物理的対応物はスピン

とみなせることを示した｡

本論文では次のような順序で述べてある｡まず､第2章では拘束のない

場合の量子化について簡単にまとめておいた｡これは拘束のある場合-の

準備と記号の説明を兼ねている｡第3章以降が拘束のある場合を取り扱っ

ている｡

拘束条件がある場合には独立な力学変数を取り出した上で拘束がない場

合の量子化法を適用すれば良いと考えるかもしれない｡ただし､拘束条件

を解くことは一般に容易ではない｡さらに解いたとしても対称性が損なわ

れる等の問題が生じる｡

上記の問題を回避する工夫がラグランジュ未定係数法やディラック括弧

である｡ディラック括弧により実質的に相空間の縮減を行えるので､独立
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な力学変数を取り出す必要がなくなる｡ 3章では上記の手法も含め拘束系

の量子化について詳しく述べる｡さらに典型例として電磁場の場合を取り

上げ､ 4章ではその拘束条件のあり方やゲージ固定の設定､量子化の処法

を正準形式､経路積分形式双方で述べる｡

第5章では､配位空間ではなく相空間(座標と運動量で張る空間)にお

いて特別な拘束条件を持つ系を考案した｡この系では接触変換(座標と運

動量が入り混じった変換)がゲージ化されている｡この系に対して3章で

示した方法を適用し､系がスピンに対応していることを指摘した｡そし

て､このような系に対してを正準量子化の処法を適用してみた｡
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2 拘束のない系における量子化

量子化とは古典力学の理論から量子力学の理論に移行するための手続き

であった｡

この章では拘束系のない系での量子化法について簡潔に説明する｡

2.1正準方程式

正準変数とは､物体の物理量を表す基礎変数として用いられる位置と

運動量(の組)をいう｡位置はq､運動量はpで表す｡ニュートン力学やラ

グランジュ力学においては基礎変数が位置と､その時間微分である速度で

あったが､ハミルトン力学においては位置と運動量が用いられる｡ラグラ

ンジアンLは位置と速度の関数である｡ここでLにルジャンドル変換

H(qi,Pi)- ∑pi4i-L(qi,4i)
(2･1)

I

を施すことで位置と運動量を引数とする関数ハミルトニアンが得られ､正

準方程式

pi-些=(H,pi)aqi

4i-蛋-(H,qi)
へと形を変える｡またポアソン括弧は以下の式で定義されている｡

･A,B}-写(芸芸一芸完)
定義より

(pi,qj)- 8ij

(pi,Pj)- (qi,qj)-0

に注意しておく｡これらの式を基本括弧式とよぶ｡

(2.4)

2.2 正準量子化

正準量子化では古典的なハミルトン力学における基本括弧関係式をみ

たす正準変数を､正準交換関係をみたすようなエルミート演算子に置き換

える｡
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例えばN自由度の場合､古典的な正準変数(ql,Pl,q2,P2,- ,qN,PN)に
次のような正準交換関係を課すことになる｡

[4a,Pp]-ih8aβ [4a,4p]-[Pa,Pp]-0 (α,β-1,-,N) (2･7)

よって一般の物理量A､ βに対してはポアソン括弧を交換関係に置き換え

ればよい｡

(A,B)

→去[A,B]
(2.8)

2.3 経路積分量子化

ハイゼンベルク描像で時刻tでの座標演算子をQH(i)と書きその固有状
態をIq,t>Hと書くと

QH(i)[q,i>H- qlq,i
>Il (2.9)

である｡

シュレディンガ一括像において座標演算子Qsは時間に依存せず､従っ

てその固有状態をtq>sと書くことができて

Qslq>s-q[q>s (2.10)

である｡

ここから先は演算子を表す記号人とシュレディンガ一括像を表す添字∫を

省略する｡

2つの描像での関係はハミルトニアンが時間に依存しないとして

QH(t)-eiHtQse-iHt ､ Iq,t>H-eiHtlq> (2･11)

である｡

ここで時刻tIで座標qIに存在した粒子が時刻tFで座標qFに遷移する確

率振幅を求める｡

H < qF,tFIqI,tI
>H-< qFle~iH(tF-tI)lqI

> (2.12)

ここで時間間隔をn個に分割し､

At=㌔生,tj=tI+jAt
(j-0,1,･-,n) (2･13)
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tjで完全系Jdqjlqj,tj>HH<qj,tjl - 1を挿入し

H < qF,tFlqI,tI>H

となり､

(2.14)

エ ロ/ dqjH<qn,tnlqn-1,tn-1>H-H<ql,tllqo,to>H (2･15)

H<qF,tFlqI,tI>H
-

<qj+1le-iHAllq]>

F5 <qj+1ll-iHAtlqj>
;t ∂(qj+1-qj)-i<qj+1lHlqj>At (2･16)

と近似できる｡

ハミルトニアンを

H- ;f(Q)･V(Q)
としてこれに運動量表示を用いて近似計算を行うと

<
qj+I(HIqj

>

-

<qj･1･ (=f(Q,･V(Q,)･qj,
-

<q,.11芸f(Q)Iqj,+<qj.1FV(Q)lqj,
- /dp<qj.1lp,<pl;[qj,f(qj)･V(qj) <qj.1lqj,

-

/完eip'qj･1-qj'(藍f(qj,･V(qj,)
以上の計算をまとめると

(2.17)

(2.18)

ll < qF,tFrqI,tI
>H

nli-J鯛(/響)exp[i3*pj(qj･1
-

qj,-H(q,p,At}]

≡ /q7t'It,F:.qF9q@pexp[i/IIF
dt(p(t,〟-H(q,p,)]

となる｡これが､相空間での経路積分表示である｡

また､さらに多自由度系qr(r-1,-,N)に対しては

H < q昌,tFlqlr,tI
>H

-

/q7,;i,F:IqF
,B
9qr@prexp[iL

(2.19)

tFdt(呈p,(t)4r-H(q,p))]
(2.20)

r=1

と容易に拡張できて多自由度系での相空間での経路積分が得られる｡
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3 拘束系のラグランジュ形式,正準形式と量子化

前章で述べた量子化の手順は､拘束のない場合に対するものであった｡

力学変数(座標と運動量)が互いに独立でなくその間に関係式がある場合

に､このような系を拘束系とよぶ｡この章では拘束系がラグランジュ形式

と正準形式でどのように定式化できるかを説明し､続いて量子化がどのよ

うになされるかを述べることにする｡

3.1ラグランジュ未定係数法

N個の粒子系に対してp個の拘束条件

fP(ra,i)=fP(rl,1･2,...,rN,i)-0, (FL-1,2,..･,p) (3･1)

が与えられた場合､
p個の拘束条件があるので3N-p次元の配位空間に

なる｡これを拘束曲面とよぶ｡拘束曲面上に接する任意の微小変位

8rα,(α-1,2,…,N)を仮想変位する.仮想変位の前後で拘束条件が満た
されているので

fP(rα.8rα,t)-fP(ra,t)

-呈8ra･芸-o
(3･2,

α=1

である.ここで(3･9)で∂rαと諾は直行しているo拘束力Caは仕事を
しないので仮想変位∂rαと直行している｡

Ⅳ

∑∂rα･cα-o (3･3)
α=1

拘束曲面に直行する3N次元のp個のベク

も拘束曲面に垂直であるので､拘束力は
トル監が線形独立とするo

Cα

β

cα - ∑Åp芸
(3･4,

LZl･一日

と線形結合で表される｡この^pはラグランジュ未定係数とよばれ､普通

は時間に依存している｡ニュートン方程式からラグランジュ方程式を導く

過程より

P

L(rα,,'a,i)- T(チ)-V(r)+ ∑^pfP(rα,t)
〝-1

(3.5)

とラグランジアンに変更を加えればrαに関するラグランジュ方程式から

ニュートンの運動方程式

-α砦-Fa+Cα
7
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が得られる｡ Å〝も独立変数とみなしてラグランジュ方程式を書くと

aL

a ^lL -fP(T･a,t)-0
(3.7)

とように拘束条件が同時に出てくる｡ 3N個の変数raにp個の未知変数

^pが加わるが､式の本数は3N+p本なので解ける.もっと一般に､座標

(ql,q2,-,qN)ラグランジアンLo-(q,4,i)で記述されるN自由度系に拘

束条件fFL(q,i)-o (p-1,-,p)が入った場合についても同様に未定係

数Åp (FL-1,-,p)を座標の一種とみなし全体のラグランジアンを

P

L(q,4,A,t)-Lo - (q,4,t)-∑^pfP(q,i)
〝-1

を使用すればよい｡

(3.8)

3.2 ハミルトン形式

正準量子化の処法では､古典論の段階で運動方程式を正準形式で書

き下す｡運動量pi-蕃を定義しルジャンドル変換を

H(qi,Pi)- ∑(pi4i-L(qi,4i))l

(3.9)

と実行する｡この表式の右辺には4が現れているが､ 8q,8q,8pのように

変分をとってみると

･チエ∑〈8pi4i･pi84i-3f8qi一新i)
- 〈8pi4i-3f8qi〉 (3.10)

となるので3.9の右辺は4に無関係である｡ハミルトニアンは相空間の

変数qi,piだけの関数なのでH(qi,Pi)と書いたのである｡このような拘束

系をもつ具体例はラグランジアンが以下のように与えられている場合で

ある｡

L-

∑呈qi2･f(qi,qn)ダIV(qi,qn)l

ここで下記の例で示すように

det詰-o
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∂L
であった場合にはq'とp'の間に､ある関係式が存在するoそしてpi-布

を4について解き4をqとpの関数として表すこともできなくなる｡ qnに

共役な運動量は

pn - f(qi,qn) (3.13)

となりqとpの関係式となっている｡これを一般に拘束条件とよぶ.拘束

があってもルジャンドル変換を実行できるが､拘束条件に比例する分だけ

ハミルトニアンに常に不定性がのこる｡不定性をどのように処理するかを

次で示す｡

まず､単純な拘束条件を持っ系のハミルトン形式を調べる｡簡単な例と

して2次元空間の自由粒子が直線上に拘束されている場合を考える｡

L-圭㌔+呈夕2
(3･14)

γ-c-0,c-定数 (3.15)

そこで､拘束条件式をそのままの形で残すようなやり方を使用する｡それ

にはラグランジュの未定係数法が適している｡つまりx,y,Åを独立な力学

変数として

L-呈i2･呈y2.A(γ-c)
で記述される系を考えるのである｡この系は明らかに

L

-主-i-二

(3.16)

(3.17)

と完全に等価である｡ (3.17)はxのみで記述される系であってyは無駄な

変数である｡しかし､一般的には拘束条件を解いて物理的に意味のある

変数だけ取り出すのは困難であることが多く､また仮に取り出したとして

も､そのことによって系の持つ対称性が損なわれてしまう場合もあること

は序論でも述べた｡

そこで未定係数Åを残してハミルトン形式に移行することを考える｡ま

ず正準共役な運動量を求める. x,yは普通に

aL
-=X ?Px=
∂i

aL

てT =)IPy=
∂夕

･-p入-芸-o

となるが､

(3.18)

(3.19)

この式はこの系が特異であることを表している｡すなわちAをp見で書き

表すことはできない｡相空間Mは(x,y,A,p,,py,p^)なので(3･19)は相

9
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空間の変数に対する拘束条件になっている｡相空間〟運動は¢-0で指

定される超曲面Mo- (x,y,A,px,py)上に制限される.Åに対する運動量は

なく､ルジャンドル変換はできないがハミルトニアンは存在するので定義

どおり計算する｡

H. -

p如如+p^ぇー主i2一芸夕2-A(γ-c)
主p,2･主py2一入(γ-c)(3.20)

となるのでHoはMo上で定義されたハミルトニアンである｡従って､ 6次

元相空間におけるハミルトニアンは拘束条件の分だけ不定性があるので

H
-Ho+FL¢

(3･21)

と書ける.ここでp(i)tま新たに導入したラグランジュ未定係数である.ま

た､力学変数の時間発展は

; - (A,H) (3･22)

で与えられる.右辺はポアソン括弧であるが､その定義の中にはx,p,以

外にy,py,A,p^についての微分が含まれる.しかし系の実質的な自由度が

(x,p,)であることがわかっているので(3･22)は矛盾を含むと期待される.

実際､拘束条件は全ての時で成立しているので､その時間微分もゼロにな

るべきだが､､ (3.22)のハミルトニアンと拘束条件のポアソン括弧を使い

時間微分を計算してもゼロにはならない｡何故かというと､上述のような

y,py,A,p入の微分も含むからである.
そこで時間変化の法則(運動方程式)と拘束に矛盾しない条件(以下略

して整合性条件)として

xl ≡ 4I-(¢,H)

望芸一芸芸･g芸-
-

γ-c-0

∂¢ ∂H

芸芸+話芸一石粛
(3.23)

を要求しなければならない..整合性条件を要求して拘束条件xl -0と追

加すると､よりさらに1次元低いMl-(x,A,p,,py)-と制限される｡同
様にしてxl

-0に対する整合性条件として

x2-ズ1 -(Xl,H) -py-0
(3･24)

も必要とする｡これも相空間をM2- (x,A,P,)-制限する拘束条件となるo

さらなる整合性条件は

x3-ズ2-(X2,H)-A-0

10
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と課さなければいけない｡この拘束条件に対する整合性条件は

X3 -(X3,H)
-

-p -0
(3･26)

のようにラグランジュ未定係数を定める｡これ以上､新たな拘束条件は出

てこない｡整合性条件によって2次元の相空間M- (x,px)に状態空間が

制限された｡これは(3.17)と同じ結果になり矛盾を生じない｡

このように簡単な場合には整合性条件より物理的な相空間〟に到るこ

とができた｡しかし､大抵の場合は拘束条件は複雑で単純に整合性条件を

解くことはできない｡そのような場合でも実質､物理的な空間に制限でき

る手法がある｡それがディラック括弧である｡

3.3 ディラック括弧

ポアソン括弧に代えてディラック括弧を使うことで実質的に物理的な空

間に制限して考えることができる｡それを3.2節の例で示すことにする｡

3.2節で出てきた4つの拘束条件を¢i-(X3,¢,X2,Xl)のように並べて扱

うことにする｡次に行列Cik-(Qi,Ok)を計算する.例えば､

C12-(X3,¢)-(A,P^)- 1

のようになる｡こうして計算された行列

Cik - (¢i,Qk)-

は逆行列を持つ

そこでディラック括弧(A,β)βを以下のように定義する｡

(A,B)D - (A,B) - (A,¢i)C.;1(Qk,B)

ディラック括弧は任意の物理量Fに対して計算すると

(¢],F)D - (Qj,F)-(¢j,¢i)C,&l(Qk,F)

- (¢j,F)-(¢j,F)

= O

ifl
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となって全ての拘束条件は自動的に満足される｡よってディラック括弧に

ょる計算は拘束条件を全て解いたことになる｡このようにディラック括弧

は〟上のポアソン括弧と言ってよい｡また､力学変数の時間発展は

= - (A,Ho)D
で与えられる｡特に整合性条件は

¢i- (Qi,Ho)D-0

(3.32)

(3.33)

と,自動的に成立している｡余分な変数を含んだ6次元相空間

(x,y,A,p,,p,,p^)で実行する際にはポアソン括弧の代わりにディラック括弧

を用いれば拘束条件は合計も含めて自動的に満たしていることがわかった｡

3.4 ゲージ不変な系

この節では系が対称性に起因した拘束条件を持つ場合を考える｡このよ

うな系はゲージ不変な系とよばれ､拘束条件が現れる｡

ここでは簡単な例として次のようなラグランジアンを考察する｡

L-主#･主(夕J)2
(3134)

この系には

∂x-o,8y- e(i),∂Å
- i(i) (3･35)

という変換に対する対称性がある｡この系のラグランジュ方程式は

x-o,5)'-A -0,クーÅ -0
(3･36)

である｡第3式は1階微分しか含んでいないので初期条件に対する拘束条

件とみることができる｡第3式を微分したものが第2式であり独立な方程

式でない｡方程式の数が2個で変数の数が3個なので全ての変数の時間発

展を方程式から決めることはできない｡これはゲージ対称性がある場合の

特徴で1個の関数は勝手に選ぶことができる.仮にÅを決めたならyは

Åに依存しているので物理的な自由度ではない｡そう考えないと運動方程

式によって物理量の時間変化が定まらない(物理量の時間変化が勝手にで

きる)ことになって物理法則としての意味を失ってしまうからである｡

次に､この系をハミルトン形式に書き換える｡正準運動量は

px-蛋-x
,

p,-蛋-クー九
12

･p^-芸-o
(3･37,
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と与えられる｡最後の式はこの系が特異であることを示している｡この

関係

4)=p^-0

は拘束条件である｡ルジャンドル変換を行うと

Ho -

p,i+py夕+p九Å-L

- ;px2･;p,2･^p^

(3.38)

(3.39)

となる｡拘束条件とは無関係に相空間の変数だけの関数として書ける｡た

だし､拘束条件の数だけ不定性は残る｡不定性まで考慮したハミルトニア

ンはラグランジュ未定係数〝を使い

H-Ho+p¢

と与えられる｡拘束条件に対する整合性条件は

¢-(¢,H')-(p^,H')--py-0

(3.40)

(3.41)

である. x≡-p,-0は運動方程式と拘束中の整合性条件として拘束条件

に新たに追加されるべきものである.次にxの時間変化はk-0である

から､整合性条件を求める手続きはこれで終わりである｡結局ハミルトニ

アンは

H-去p,2･主p,2･^x+p¢
となる｡ハミルトン方程式は

i-(x,H)-p , P,-(p,,H)-0

夕-(y,H)-py+A , Py-(py,H)-0

A-(A,H)-FL , P'^-(p入,H)-py

(3.42)

であり､ FL(t)が任意関数として残るので九も任意関数に依存することに
なる｡よってγの時間発展も定まらないoこの時間発展はゲージ変換の自

由度である｡拘束条件が無限小ゲージ-変換の生成子となっている｡この

場合だと^x+FL¢がゲージ変換の生成子である｡変数F-x,y,Åに対す

る無限小ゲージ変換8x,∂y,∂九は(3.43)､ (3.44) ､ (3･45)から

8x- 8t(x,Åx+FL¢) -0,

8y- 8t(y,九x+FL¢)-Åat,

8Å - 8t(A,Åx+FL¢) -Flat

13
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のようになる｡

相空間内のゲージ変換による運動の軌跡をゲージ軌道という｡時間発展

を求めるのにゲージ軌道から代表元をとってきて切断面を選ばなければな

らない｡これをゲージ固定と言う｡ハミルトン方程式からγとÅが物理的

でないと分かっているので

γ-0 ,
A-0 (3.46)

というゲージ条件を設定してゲージ固定すれば良い｡拘束条件とゲージ条

件を¢i-(¢,X,y,A)､ i-1,…,4と並べることにする｡この4つの条件を

満たす空間が物理的相空間である｡ディラックの方法を使い

Cik - (¢i,Ok)- ｢-31き_Sl苧1
という行列を定義して逆行列を求める

さらにディラック括弧(A,β)βを以下のように定義する｡

(A,B)D - (A,B) - (A,¢i)C,;1(¢k,B)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

ディラック括弧内では拘束条件もゲージ条件もゼロと置くことができる｡

ゆえに､力学変数の時間発展は

芸-(A,Ho)D - (A,Ho) - (A,Oi)C,ll(¢k,Ho) (3･50)

のようにディラック括弧を使って表せる｡ゲージ条件は逆行列の存在する

cikを与えるものならば何を選んでも問題ない｡

3.5
一般的な場合

特異性を持ったラグランジアンL(qi,4i,t)､(i-1,-,n)を考える｡ハミ

ルトニアンは存在するので相空間上のハミルトンの原理を使って､作用の

変分

8S-/lil((4i-S,∂pi-(Pi･Z,∂qi)dt-0
(3･51)

14
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を極小にする相空間の軌道を求める｡ただし､拘束条件¢α-0 (α-

1,-,r)があるので8pi､ 8qiは全て独立でなく､

g8pi･$8q,- 0 (3･52,

という関係があることに注意しなければならない｡変分に対するこの拘束

条件はをラグランジュ未定係数として

8S- Lltl((4i一芸-ailuag)∂pi

-(pi･諾･a!1uaS)8qi)dt
-0 (3.53)

のように取り入れることができる｡ラグランジュ未定係数法では新しい余

分な変数uαを導入するかわりに∂pi､ 8q'は独立と考えて良くなって､そ

の結果

i ;･a;1uag, %--S-a!1u"S (3･54,

が得られる｡この方程式(3.54)はハミルトン方程式に書き直すことができ

る｡ポアソン括弧を使い

r

- (qi,H)+ ∑uα(qi,¢α)
α=1

r r

-

(qi,H+∑ua¢a)-∑(qi,uα)¢α
α=1 α=1

r

･y (qi,H+∑uα¢α)
α=1

r

- (pi,H)+ ∑uα(pi,¢α)
α=1

r r

- (pi,H+ ∑uα¢α)-∑(pi,uα)¢α
α=1 α=1

r

記(pi,H+∑uα¢α)
α=1

(3.55)

(3.56)

と書き直す.ここでFt3は弱い等式とよぶ.その意味は拘束¢α-0を代入

したときに成り立っ等式という意味である｡よって新ハミルトニアンを

r

H/-H+∑uα¢α
α=1

15
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と定義すればハミルトン方程式は

dqi

｢訂

dpi

7i[

･t (q',HI)

;y (pi,H')

の形で成立する. HIの中には未定のuαが含まれている｡その意味でuα

を定めなければ(3.57)を使った方程式は運動方程式としての機能を果たし

ていない｡

〟αを定めて初めて完全な運動方程式が成り立っ｡整合性条件より〟αを
定める必要がある.拘束条件は時間に依存していないので

r

o≡¢●α-(¢a,H)+ ∑uβ(¢α,¢β)
β-1

という等式が成り立っ｡これは〟αを決定する式と期待するが､

(¢α,¢β)
-∑craβ¢γγ

(3.60)

(3.61)

を満たすとき〟αの係数が拘束曲面上でゼロとなり〟αは決定できない｡こ

のとき､さらに

(¢α,H)- ∑dpaOβ (3･62)

β

となっていれば整合性条件は自動的に満たされていることになるので〟α

は決まらず任意関数となる｡このようなときは系はゲージ不変であると

言ってよい｡系にゲージ変換の自由度があるときは¢-0とさらに微分し
ても新たな条件は出てこない｡もし､ (¢α,H)が拘束条件の和で書けない

とき､新たな拘束条件yαとなる｡新たな拘束条件yαに対しても¢aと

同じように整合性条件を課さなくてはいけない｡またこれも〟αを決定す

る条件か､新たな条件を出すか､自動的に満たされているかのどれかであ

る｡新たな条件がでたときは､また同様に繰り返していけばよい｡変数の

数は有限なので､この操作は有限回で終わる｡

整合性条件を課すことで出てくる全ての拘束条件は2種類に分けられ

る｡第1種の拘束条件は全ての拘束条件とのポアソン括弧がゼロか､他の

拘束条件の1次結合で書けている拘束条件である｡第1種拘束条件は系が

ゲージ不変性を持つことを示す｡その他の拘束条件､第2種の拘束条件は
少なくとも1つのポアソン括弧がゼロにならず､他の拘束条件を使っても

ゼロにならない拘束条件である｡第2種拘束条件はディラック括弧を使っ

て実質的に消去できる｡ディラック括弧を使う為には第2種拘束条件であ

る必要がある｡第1種拘束条件を取り扱うためには第2種拘束条件に転換

16
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しなければいけない｡その方法とは､第1種拘束条件(例えば¢αとする)

と同じ数のゲージ固定条件(例えばxα)を用意する.そして

det(¢α,xα)≠0 (3.63)

を満たすようにゲージ固定条件を設定すれば(¢α,xa)全体として第2種
拘束となりディラック括弧を使うことができる｡

3.6 正準量子化

ここまでは古典論を扱ってきたが､量子論に移行することを考える｡量

子論に移行するためには､物理的な相空間に縮減する｡その上で物理的な

空間でのポアソン括弧を正準量子化の手続きに従って

(A,B) -i ;[A,B] (3･64)

と演換子に置き換えればよさそうである｡例えば3.2節､ 3.4節では物理

的な相空間(x,p,)のみを

(x,px)) ;[x,px] (3･65)

と置き換える｡

しかし､一般には簡単に相空間の縮減を行えない.その場合には全ての

相空間でディラック括弧を

(A,B)D ) ;[A,B] (3･66)

と置き換えればよい｡そうすれば､ 3.2節､ 3.4節では

(x,px)D→去[x,px]､その他の変数→
0 (3･67)

であり､物理的な自由度以外の変数に対しては自動的にゼロとなる.よっ

て､必要な空間で量子化ができる｡

3.7 経路積分量子化

ラグランジアンL(qi,qi,i)､(i-1,-,n)を考える.共役運動量piは

aL

pt.=両

17
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となる｡座標と運動量の間に第1種拘束条件¢a-0,(a-1,-,n)がある

とする.それぞれの拘束条件にゲージ固定条件xa-0,(a-1,-
,n)をディ

ラック括弧の逆行列をもつようにdet(¢α,xα)≠0選ぶ｡

続いて経路積分で量子化する｡拘束条件を満たす部分空間上の独立な正

準変数q*,p*を使い経路積分で与えた遷移振幅は

･-/@p*9q･exp[i/dt(p･q*-H･(q･,p･))]
(3･69,

である｡

n個の拘束条件¢aは第1種拘束条件なので互いにポアソン括弧がゼロに
なる.従って¢aは座標変数と扱える.そこで官*,P*に加えて､座標変数と

してq/a≡¢aと､運動量変数としてp乙を採用し､全相空間の正準変数座標

にとる.残りの拘束条件をxαとし､拘束条件を満たすp乙をp乙(q*,p*)と書
く｡そうすると､ xα(q'q',p'pI)-xa(q*,p*)-oとなる.これらq*,q′,p',p/
を用いて経路積分で与えた遷移振幅は相空間全体での積分に拡張できる｡

/@p* @q* 9p'@q'

･ [aB8(qla,8(pニーpL(q･,p*,,]
･LeXP [i/dt(p･4*+p14,IH(p･,p,,q･,q,))](3･70,

ここでnZ=1 ∂(q/a)8(pニーp乙(q*,p*))の部分は､

n

n 8(qla)8(pニーp乙(q*,p*))
a=l

[aB∂(q/a,8(xa)]
det

[白8(¢d,8(xa,]det･{¢a,xb}. (3.71)

と変形できるので､

r =

とかける｡

/@p* 9q* 9pl@q/

x [aB∂(¢a,8(xa,]detMa,xb,･

･exp [i/dt(p･4*･pI4/-H(p･,p,,q･,q,,,](3･72,
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結局､一般の正準変数q,pを用いて書き直すと､第1種拘束条件¢a-

o(a- 1,-,n)をxa-0(a-1,- ,n)でゲージ固定した場合の遷移振幅の
経路積分表示は

･ - /@p@q[aB8(¢α)∂(xa,]det.{¢a,xb}.exp[i/dt(pq-H(p,q,,]
(3.73)

と表せる｡

より一般的な拘束条件で､ (3.73)を書き換える｡一般の正準変数で書い

たr-2n個の拘束条件¢α(a-0,-,2n)から線形結合を取り直して､互

いのポアソン括弧がゼロになるn個の拘束条件xa-0(a-1,-,n)と残

りn個の拘束条件¢a(a-0,-,2n)-移るための2nx2n行列をMとし､

〟･¢- ≡-I-:,(xa,xc)#0 (a,b-1,･･･,n) (3･74)

と表す｡このとき拘束条件の間のポアソン括弧の行列と行列式は

･･Qα,QP,MT l{{iab:芸:;{.糊
ldet叫･ det(¢α,¢β),s ldet(xa,¢b)l

となる｡変数変換からデルタ関数を評価し､

2Jl

aT!1
8(¢α)

Jl

ldetMl∩∂(xa)∂(¢a)
a=l

ldet(xa,¢b)l
Tl丈′∧

det(¢α,¢β)

となるので､ (3.77)を(3.73)に代入して､

(3.75)

(3.76)

n 8(xa)8(¢a) (3･77)

a=l

･ - /@p@qLB18(Ql[det.{¢a#}･]
1/e2xp

[i/dt(p41H(p,q),]
(3.78)

と与えられる. (3.78)は一般の第2種拘束条件¢α(α-0,- ,2n)がある場
合の遷移振幅rに対する経路積分表示である｡

19

三重大学大学院 工学研究科



4 電磁場の量子化

4.1正準形式

電磁場のラグランジュ形式は､

-y-一志FPVFpv
(p,v-0,-･,3)

FFLV = aPAV - aVAP

である｡ここで､電場Ei--CFoi--Ai+caiAoのみに時間微分が含まれ

ているので､ラグランジュ形式を書き換えて､

l

oy･-筈EiEi-ポIJEij
(i,j-1,-,3)

とする｡正準運動量は

∂.Y

冗0=皇軍=o 汀i=_=_q,EiaAo aA i

(4.3)

(4.4)

で与えられるが,作用S-Id4xiYに含まれていないため､拘束条件とし

て7FO-oが得られる｡ここでは(Ao,Ai,7rO,7ri)が相空間の変数であり､ポ
アソン括弧は

(Ao(x),7rO(y))
- 8(x-y), (Ai(x),7rj(y))

- 8iJ∂(x-y) (4.5)

と定義されている｡ハミルトニアンはルジャンドル変換し､部分積分をす

ることで

H - /d3x[niAi･nOAo--z]
-

/d3x[;nini･去FijFij-CAoaini](4･6,

のように得られる｡拘束条件7FO-oに対する整合性条件からai7ri-oが

新たな拘束条件として出てくる｡これはガウスの法則に他ならない｡ここ

で拘束条件7FO=oを作用

s - /dtd3x[wiAi･nOAo-t2e]
- /dtd3x[niAi･nOAo一号打ini一志FijEij･cAo如i](4･7,

に代入するとAoの共役な運動量がなくなるのでAoは相空間の変数では

なくなる｡よって

cAo=^
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はラグランジュ未定係数とみなすことができて

1

L9e -筈nini+ポJEij
- ^aiWi (4.9)

がハミルトニアン密度となる｡この場合(Ai7Fi)が相空間の変数となり､ポ

アソン括弧は

(Ai(x),7Fj(y))
- 8iJ8(x-y)

となる.

(4.10)

4.2 ゲージ固定

ハミルトニアン密度(4.9)の拘束条件ai7riにかかっているラグランジュ
未定係数^は任意なので対応してゲージ対称性があることがわかる.拘

束条件が生成するゲージ変換は

8Ai (x) (Ai(x),
-

/d3y^ (y)aknk)

-/d3yw)孟8(x-y)
/d3y%8(x-y)
ail (x) (4.ll)

となっている｡このようにゲージ不変性があるので､ 3.5節で述べたよう

に物理的な相空間に制限するためにゲージ固定が必要となる｡ゲージ固定

条件としてはクーロンゲージ

x=aiAi-0

をとることができる｡

拘束条件(aiAi,ai7ri)に対して行列

(4.12)

cAB'x'y'=-

{(0:妄:B,',y'}-A∂(.x-y,)(4･13,

を定義する｡ここでAはラプラシアンである｡ディラック括弧を定義する

ために､この行列の逆行列

/d3ycA-Bl(x,y)CBC(y,I)- Snc8(x,I)
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を求める.グリーン関数GをAG(x,y)-8(x-y)を満たす関数として導

入すれば､ A-l∂(x-y) -G(x,y)なので

cAB(X,y,- (_A1180(x_y,A-1∂8x-y')
と書くことができる｡ (4.15)を使いデイラック括弧を

(4.15)

(Aj(x),7rk(y))D

(Aj(x), 7Fk(y))
-

/d3xld3x2(Aj(x),QA(xl))CA-Bl(xl,X2)(¢B(x2),nk(y))
(Aj(x), 7rk(y))

- /d3xld3x2(Aj(x),amnm(xl))A~183(xl-X2)(DIAL,nk(y))

- (Aj(x),7Fk(y))

-

/d3xld3x2i83(xIXl,A-183(xl-X2,&83(x2
-y'

-

(8JL誓)63(x-y)
が得られる..途中でポアソン括弧(4.10)を使用した.

(4.16)

4.3 正準量子化

正準量子化はディラック括弧を(A,B)D→去IA,B]と置き換えれば良い
ので

[Aj(x),nk(,)]-

ih(8,L誓)83(x-y)

と得られ､その他の交換関係はゼロとなる｡

4.4 経路積分量子化

(3.73)より､第1種拘束条件¢a-0(a-1,･･･,n)をxa-0(a-1,-,n)

でゲージ固定した場合の遷移振幅の経路積分表示は

･ - /@p9qL918(¢α,8(xa,]det･･¢a,xb,･exp[i/dt(p4-H(p,q,,]
(4.19)
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となるので､拘束条件ai7Fi-oとクーロンゲージaiAi-0を使い､

･ - /釦@A[&(aini,8(aiAi,]det.{如i,aiAi}･exp[i/dt(nAIH(n,A,,]
(4.20)

となる｡これがクーロンゲージでの経路積分表示である｡
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5 接触変換をゲージ化した系の量子化

第4章にて電磁場の場合で例示した通常のゲージ理論は配位空間での対

称性変換をゲージ化(局所化)したものであった｡すなわち､例えば複素

スカラー場¢(x)の理論が相変換

¢(x)1ei^¢(x) A-定数 (5.1)

に対して不変であったときに､これがx依存性を持つ^(x)を使ったゲー
ジ変換(局所変換)

¢(x)うei^(x)¢(x) (5.2)

に対しても不変となるように､もとの理論を修正するのであった｡そのた

めには､ゲージ場Al,(x)の導入が必要となった.ここで､このようなゲー

ジ化の手続きは配位空間変数¢に対してなされている｡このことが上で

｢配位空間でのゲージ化｣とよんだことの内容である｡このようなゲージ

化の操作が配位空間で行われていることは,この操作をラグランジアン

を使って述べることを考えてみても明らかである｡ ¢に対する上記の変換

(5･1)あるいは(5･2)は¢に共役な正準運動量汀-晋に対する変換を自動
的にひきおこす｡何故なら2は(5.1)あるいは(5.2)の下で不変だからで

ある.その意味では正準座標¢(x)も正準運動量7r(x)も同時に変換するの

である｡しかし¢､7Fが混ざった変換はしていないことに注目する｡その

点では通常の(従来の)ゲージ理論は特殊な変換に限定していると言って

よいだろう｡

それでは対称性変換を配位空間に限定せずに広い範囲のものも許し､こ

れを局所化したときにどのような理論が得られるだろうか｡また､その理

論はどのような現実の物理系が得られるだろうか｡この章では､そのよう

な考察の第一歩として簡単な2モード系に対する1つの正準変換を取り上

げることにする｡この正準変換は正準座標どうしの変換(点変換)ではな

く接触変換とよばれているものである｡

2つの正準共役対(ql,q2,Pl,P2)で記述され､次のような変換

〈2;;.-=qq,:s:nso?.-ppiicS:a?(i- 1,2, (5･3,

に対して不変なハミルトニアンH-H(ql,q2,Pl,P2)を持つ系を考える｡

これは明らかにポアソン括弧を不変に保ち正準変換となっている｡無限小

変換したときは

8qi -
-Opi

8pi - Oqi
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である｡ここまでは変換パラメータ8は定数である｡

次にこの変換を通常のゲージ理論の構成法を参考にして局所化すること

を考える｡まず作用∫は

s - /1t2(p141･p242-H(ql,q2,Pl,P2))dt
- /1t2(呈(p1411Plql +p242-P2q2) -H(ql,q2,Pl,P2))dt.表面項

(5.5)

である(表面項は変分原理とは無関係なので以下落としてよい)｡この作用

は局所変換

(5.6)

の下では不変となっていない｡何故ならHにはt微分が含まれていないの

で不変であるが､被積分関数の第1項には時間成分が含まれているので､

変換後には∂が余分に現れ､この変換の下で不変でなくなるからである｡

このようなときには､/通常のゲージ理論の構成では新たな力学変数を導入

してその変数が変換に伴って同時に変換し､余分に現れた微分項を相殺す

るように仕組むのであった｡ここで通常のゲージ理論同様に修正法として

力学変数A(∫)を導入して

う4i+A(t)p

うPi+A(t)q

AIA/=A+♂

とすれば､

s, -

/lt2(呈(pl(41･Apl)-(Pl-Aql)ql
+p2(42+Ap2)

- (P2-Aq2)q2) -H(ql,q2,Pl,P2)チdt
- Llt2(呈(p141-Plql ･p242-P2q2) -H(ql,q2,Pl,P2)･A(qf･pf･q2･p…))dt
- ∫ (5.9)

となる｡作用は不変となるように理論を構築しなければいけないので(q亨+

p宇+q茎+p22)-oでなければならず､これが拘束条件となる.

中≡主(qf･p子.q2･p茎)-c
c-定数
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¢が引き起こす変換は

8qi -

e(¢,qi)
∂¢ ∂qi

rケ＼∂q]∂p)

-ePL.

e∑(
一語芸)

同様に

8pi - eqi

となる｡

またα､ α*を

ai≡型芳a,,≡型諾
と設定すれば

¢ -a;al+a芸a2-C

と変形でき､また

8ai = ieai ) eieai

8a,! -
-iea,!

1 e-lea,!

のようにa,a*の位相変換とみなせる｡物理量F(qi,Pi)､F(ai,a;)は

(¢,F)-f¢記0

(5.ll)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)

を満たさなくてはならない.そこで(¢,F)-0となるFを考える｡ Fは

ai→eieai, a?→e-lea,yのもとで不変である.つまり､aia,i-a,fajとなれ
ば良い｡ここで

a- (;三)aT - (a;,a;)

a,!aj
- (a;,a;)

- aTE12a

al!aj - aTEija
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(5.18)

(5.19)

(5.20)
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と表せる｡ここでゼロにならないものを考えればよい｡

5]ロー-

102 =

03=

(
(

(
0

1

0 1

-1
0

1 0

0 -1

- E12+E2l

-E12-E2l

-Ell -E22

物理量(¢,F)-0を満たすFは

Jk-a†oka (k-1,2,3)

の関数で表される｡よって物理量は

F - (Jl,J2,J3の関数)+G(q,p)¢

となる｡ここでJを演算子としてポアソン括弧を求めてみる｡

(Jk,Jl) - 2a†Gma

- 2Jm

なので

(Jl,J2)- 2J3

(J2,J3)- 2Jl

(J3,Jl)- 2J2

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

となり,正準量子化後はスピン角運動量を表していることがわかる｡

以下では上述の系に対して第3章で述べたゲージ固定と正準量子化を適

用してみる｡ハミルトニアンは具体的に

H'-Jl+^¢

と､してみる｡ここでÅはラグランジュ未定係数である｡

H'-qlq2+pIP2+Å¢

と書き直し､ゲージ固定を

x=ql-0
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とする｡

(x,H')-p2+^pl -0

入=-壁
Pl

とÅが求まりxは確かにゲージ固定の役割をしている.その結果

H=qlq2+pIP2一些¢
Pl

がハミルトニアンとなる｡

拘束条件とゲージ固定をポアソン括弧でまとめて

4TA- (¢,X)

とする｡行列

CAB - (¢,X)

- (pol-.Pl)
の逆行列は

cA-Bl - ;(_OptP.1)
となるのでディラック括弧は

(qi,q])D- (qi,qj)- (qi,QA)CAIBl(¢B,qj)

(qi,P])D- (pi,Pj)- (pi,QA)CA-Bl(QB,Pj)

(qi,P])D- (qi,Pj)- (qi,触)CA-Bl(oB,Pj)

となり

(ql,ql)D-0

(ql,q2)D-0

(q2,q2)D-0

(pl,Pl)D-0

(pl,P2)D-一芸
(p2,P2)D- 0

(ql,Pl)D-0

(ql,P2)D-0

(q2,Pl)D-壁
Pl

(q2,P2)D- 1
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となるので､正準量子化を行うためにデイラック括弧を(A,B)D→去[A,B]
と置き換え､

[pl,P2]--ih里【q2,Pl】-ih聖[q2,P2]-ih (5･41)
PI Pl

と得られ､その他の交換関係はゼロとなる｡よって正準量子化ができたo

またゲージ固定を

x=qlPl-0

と設定し､拘束条件とゲージ固定をポアソン括弧でまとめて

如-(¢,x)

とする｡行列

CAB - (¢,X)

- (p壬竺q号q苦言p2)
の逆行列は

cA-i-読(q号ヱp号P苦言qf)
となるのでデイラック括弧は

(qi,q])D- (qi,qj)1qi,由)CA-Bl(QB,qj)

(qi,P])D- (pi,Pj)
- (pi,QA)CA-3(¢B,Pj)

(qi,P])D- (qi,Pj)
- (qi,触)CA-Bl(QB,Pj)
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となり､

(ql,ql)D-

(ql,q2)D-

2qlPl

q卜p子
qlq2

q壬-p子
(q2,q2)D-0

(pl,Pl)D -

(pl,P2)D -

2qlPl

q卜p壬
Iq2Pl

q壬-p壬
(p2,P2)D - 0

･ql,Pl,D-1･芸拐-2
(ql,P2)D-

(q2,Pl)D- -

qlq2

q壬-p壬
PIP2

q卜p壬
(q2,P2)D- 1

となるので､同様に演算子に置き換え

[ql,ql]--ih舞[ql,q2]-ih諾笥
[pl,P2]- ih# [ql,Pl]- 2ih

[q2,Pl]-

-ihi%
[q2,P2]- ih

[pl,Pl]- ih&
[ql,P2]-ih# (5･49)

と得られて､その他の交換関係はゼロとなる｡よって正準量子化ができた｡
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6 結論

この論文では主に拘束のある系をどのように量子化するのか､というこ

とを議論してきた｡

拘束がある系ではラグランジュ未定係数法を使うと運動方程式がでるの

であった｡そこで用いた未定係数を含めてハミルトニアン形式に移る｡そ

してハミルトニアン方程式と拘束条件の時間不変性の2つは整合しなけれ

ばならなかった｡

r

o≡¢-α-(¢α,H)+ ∑uβ(¢α,¢β)
EZ:円

未定係数が求まらない場合､第1種の拘束条件は系がゲージ不変性を

持っていることを示しているのであった｡ゲージ不変な系の時はゲージ条

件を設定してゲージ固定を行い未定係数を定めた｡

未定係数が求まる場合､第2種の拘束条件は未定係数が定まった｡また

第1種拘束条件とゲージ条件を含めた拘束条件の組は第2種拘束条件とな

るのであった｡

第2種拘束条件はディラック括弧を使い実質的に消去できた｡何故なら

ば力学変数以外のディラック括弧は計算上ゼロとなったからである｡

以上は古典論で議論したが､これより量子論に移ることを考えていったo

正準量子化の場合は､ディラック括弧を演算子に置き換えればよかった｡

(A,B)D

→去[A,B]
経路積分量子化の場合は､独立な力学変数だけでで遷移振幅を求める｡

その上で拘束条件を座標変数､共役運動量として採用し遷移振幅とした｡

その後に変数変換のヤコピアンを用いて一般の正準変数で遷移振幅を書き

直せば経路積分量子化ができたことになる｡

第4章ではゲージ不変な系の典型例として電磁場を量子化した｡上記

の例と同じようにラグランジュ未定係数法を使いハミルトン形式を導出

する｡そして整合性条件を課しゲージ条件が必要なことがわかるのであっ

た｡ここではゲージ固定条件としてクーロンゲージをとった｡この後ディ

ラック括弧を用い正準量子化を実行し､また上記で導出した拘束のある場

合の経路積分公式に当てはめることで経路積分量子化を実行した｡

電磁場の場合で例示した通常のゲージ理論は配位空間での対称性変換を

ゲージ化したものであった｡これに対し第5章では相空間での対称性変換

をゲージ化した理論を考えた｡このような変換を接触変換とよんだ｡この

系に第3章の正準量子化の処法を適用した｡
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物理量F(qi,Pi)､F(ai,a㌻)は(¢,F)-f¢ F50を満たさなければならな

いので､そのようなFを導出した結果

F - (Jl,J2,J3の関数)+G(q,p)¢

となることがわかった｡また､その物理量のポアソン括弧を計算すること

により

(Jl,J2)- 2J3

(J2,J3)- 2Jl

(J3,Jl)- 2J2

物理量がスピン角運動量であることがわかった｡よってスピンが古典論で

書き下せたということになる｡この後は第3章と同様に正準量子化を実行

した｡

本論文では量子論をどう書き下すかということだけを行った｡その後に

は､その各々の量子論がどのような物理的意味を持つかという問題が続く

が､それはまた別個の問題なので取り扱っていない｡

拘束系の量子化自身の今後の課題としては､もっと複雑な接触変換で

ゲージ理論を構築したとき､物理的にはどのような系に対応したものとな

るかを調べていくこと､またどのようにゲージ理論を応用していくかが課

題となる｡

32

三重大学大学院 工学研究科



謝辞

本研究上で､私一人の力では研究を行うことができなかったと思いま

す｡さらに研究を論文として書き上げることなど到底成し得なかったで

しょう｡ご多忙の中､研究上のご指導いただいた三重大学大学院工学研究

科物理工学専攻の松永守助教授には言葉では言い表せないほどお世話にな

りました｡ここに感謝を申し上げます｡また､本論文を書くにあたり助言

を頂いた量子物理学研究室の諸氏に感謝を申し上げます｡

33

三重大学大学院 工学研究科



参考文献

1.九後汰一郎 ゲージ場の理論I II (倍風館 1989)

2.早田次郎 現代物理のための解析力学 (サイエンス社 2006)

3.近藤慶一 ゲージ場の量子論入門 (サイエンス社 2006)

4.高橋康 柏太郎 場の解析力学入門 (講談社 2005)

5.大貫義郎 鈴木増雄 柏太郎 経路積分の方法 (岩波書店

2000)

6.大貫義郎 場の量子論 (岩波書店 2001)

7.坂井典佑 場の量子論 (裳華堂 2002)

8. ∫.D.BAILIN and A.LOVE, Introduction to Gauge Field

Theory (Taylor Francis 1993)

9. L.D.Faddeev and VN.Popov, Pbys.Lett･25Ⅰ‡,29(1967)

10. P.A.M.Dirac, Lectures on Quantum Mechanics (Belfer

Graduate School of Science,Yeshiva Univ., 1964)

34

三重大学大学院 工学研究科


